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Borwort. 


Indem ich den Freunden ber wifienfchaftlichen Mechanik den zweiten 
Band meines Handbuches übergebe, welcher das zweite Buch ber rationel- 
Wlen Mechanik umfaßt und die Mechanik fefter Syſteme be- 
x Handelt, erlaube ich mir über die Behandlung dieſes Stoffes nur einige 
kürze Andeutungen zu geben und in Betreff der befondern Anordnung 
md Ausführung auf die Snhalts- Anzeige und das Buch felbft zu 
Zverweiſen. 
os Die Mechanik fefter Syſteme zerfällt ebenfo wie bie 
Mechanik des materiellen Punktes in drei Abfchnitte. Der erſte der= 
ſelben befaßt fich wieder mit der Unterfuchung der Geſammtwir⸗ 
O ung der an einem feſten Syftem angreifenden Kräfte und mit der 
 Beftimmung des Augriffspuuftes der allgemeinen 
Nefultirenden, wo eine folche vorhanden ift, und zwar fowohl 
für ſolche Syſteme, bei denen die Kräfte und ihre Angriffspunfte ein= 
zeln gegeben voransgefeßt werden, d. 1. für Syſteme ohne ftetis 
gen Zuſammenhaug, als auch für folche feſte Syfteme von 
materiellen Punkten, von denen nur bie Aufßere geometriſche Begrenzung 
und die Dichte gegeben tft, und von denen, für die Rechnung menigfteng, 
vorausgeſetzt wird und vorausgefeßt werden muß, daß bie einzelnen 
materiellen Punkte in einer ftetigen Berührung, in Hetigem Zu: 
fammenbange fichen. Dieje Syfteme habe ih fletige Syſteme 
Henannt, -und auf den Unterichieb hingewiefen, welcher zwiſchen ber 
Vorſtellung bes Phyſikers und der des Mathematikers In Betreff der 
Innern Befchaffenheit folcher Syſteme befteht; ber letztere kann fich nicht 
anf eine Berücfichtigung der Porofität einlaffenz für ihn ift die Maffe 
ed Koͤrpers eine ftetige Größe, wie der Raum; es gibt deßhalb für 


vu 


thn, für feine Rechnung, in demfelben keine materiellen Punkte 
mehr, fondern nur noch geometriſche, und die Annahme von fo- 
genannten unendlich Fleinen Körpertbeildhen , welchen man 
je nach dem gewählten Coordinatenſyſtem eine andere Geſtalt beilegen 
muß, ift eine mit mathematifcher Strenge unvereinbare und baher des 
Mathematifers unmürdige Vorſtellungsweiſe, welche aus ben mathema= 
tifchen Unterfuchungen verbannt werben muß, und wie ich gezeint babe, 
verbannt werben Tann. 

Nach diefer geometrifchen Vorftellung von einem Körper kann dann 
auch nicht mehr von einer Phyfiſchen Dichte und von ber Maffe eines 
Punktes die Rede fein, ebenfowenig ald von einem Rauminhalte bes- 
felben; beachtet man aber, daß man jedes Geſetz, welches für bie 
Aenderung ber Dichte von einem Theil eines Körpers gegen ben andern" 
hin ftattfindet, durch eine analytifche Function ausdräden Tann, melde 
für jeden durch feine Goorbinaten beftimmten geometriſchen Punkt 
einen beſtimmten Werth erhält, fo wird dadurch und für bie mathe- 
matifche Betrachtung bie Dichte eine Ftetig veränderliche Größe, 
wie die Goordinaten, und der Werth, welchen jene Function für 
einen beftimmten geometrifehen Punkt annimmt, ſtellt die geome⸗ 
triſche Dichte für diefen Punkt vor. So mie es ferner in einem 
geometrifchen Punkte ein Mendernungsgefet des Volumens 
gibt, fo gibt es auch in demfelben ein Aenderungsgeſetz Der 
Maſſe, und diefes wird analytiſch durch die Function ausgedrückt, 
welche die geometrifche Dichte dieſes Punktes beſtimmt. Auf gleiche 
Weiſe verhält es fih dann auch mit den Kräften, deren Intenfitäten, 
wie faſt Immer, Functionen der Coordinaten, oder Functionen Der 
Coordinaten und der Mafle ihrer Angriffspuntte find; es kann and 
hier nicht mehr von einer eigentlichen Kraft in einem geometriſchen 
Punkte geiprochen werden; jene Functionen geben aber für jeben ſolchen 
Punkt einen beftimmten Werth und für jeben noch fo nahe liegenden 
einen andern; die auf einen beftimmten Punkt ausgeübte Wirkung wird 
wieder eine fletig veränderliche Größe, eine geometrifche 
Kraft, und iſt in Bezug auf die Aenderung der Raumbegrenzung 
das Aenderungsgeſetz der Function, welche dad Maaß der auf 
einen beftimmten Körpertheil ausgeübten Wirkung oder das Maaß 
der phyfifchen Kraft ausdrückt. Durch biefe Vorſtellungsweiſe 
wird die Anwendung ber höhern Analyfis, der Aualyſis der 


IX 


9 


Stetigkeit eine beſtimmte, Mare und unzweifelhafte, und es werden 
dadurch Die hypothetiſchen, im Kreiſe fich drehenden Definitionen ber 
seränderlichen Dichte, Maſſe, Kraft, u. |. f. beſeitigt. *) 

Ich habe ferner bei der Betrachtung ber Geſammtwirkung der an 
einem feſten Syſtem thätigen. Kräfte, ebenfo wie bei ber Unterfuchung 
des Gleichgewichtes und ber Bewegung eines ſolchen Syſtems burchäus 
die bereits in der Einleitung zum erften Bande angebeutete Unterfohei- 
bung ber Fördernden und drehenden Wirkung einer Kraft zu 
Grunde gelegt, und daher nach der Srörterung einiger einfacher Fälle 
im erften Kapitel, im zweiten bie Zufammenfehung und Ber: 
legung Der Drebenden Rräfte, die Theorie ber Kräftepaare 
von Boinfot, ausführlich abgehandelt. 

Das. dritte Kapitel unterfucht dann insbeſondere die Geſammtwir⸗ 
fung eines Syſtems paralleler Kräfte, wendet dieſe Unterſuchung 
auf die ſchweren Koͤrper an, und gibt eine ganz neue, ſtreng mathe⸗ 
matiſche Ableitung der allgemeinen analytiſchen Beziehungen für bie 
Beftimmung des GBchwerpunftes oder des Mittel: 
yuuktes der Maſſe. 

Das vierte Kapitel if der Auwendung Diefer allgemeinen 
Beziehungen ſowohl in Bezug auf vechtwinklige als Polar- Coor⸗ 
dinatenfgfleme gewibmet, und die Behandlung dieſes Gegenftandes duͤrfte 
ſowohl was die Strenge der Darftellung als die Ausführlichfeit betrifft, 
in einem andern Werke nicht übertroffen worden fein. Ins Sinzelne 
einzugehen, twürbe bier zu weit führen, ich muß deßhalb hierüber auf 
bie Suhaltsanzeige und das Werk felbit verweiſen. 

Im fünften Kapitel findet man die Unterfuchung über die Ges 
ſammtwirkung eines Syftems nicht paralleler Kräfte 
unter ber Vorausſetzung, daß deren Angriffspuntte nicht in ſtetigem 
Zuſammenhange ſtehen, und ihre Intenſitaͤten beſtimmte Werthe haben, 


"re 
im fechsten Kapitel die Aufgabe behandelt wird, Die Geſammi⸗ 
wirkung eines Syſtems von Kräften zu beſtimmen, Deren Angriffs⸗ 


— — — ·— 


*) Kann es etwas unlogiſcheres geben als die Definition: Die veraͤnderliche 
Dichte in einem Punkte ift die Maffe, welde in der Volumen » Einheit 
enthalten wäre, wenn alle Bunfte diefer Volumen: Einheit Diefelbe 
Dichte hätten? 
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punkte eine fletige Folge bilden, Deren 

von Der Lage ber Augriffspunkte abhängen, nub 
Deren Iutenfitäten Buuctiouen von Der Lage uud 
Maſſe Biefer Angriffspunkte ind. Um ber Vorſtellung 
eine beftimmte Richtung zu geben, habe ich fpeciell bie Betrachtung ber 
allgemeinen Maffenanziebung zu Grunde gelegt; es findet 
indeſſen dieſe Unterfuchung auch ihre Anwendungen bei ber Lehre von 
ber Glectricttät und dem Magnetismus, namentlich auf bie Berechnung 
ber anziehenden Wirkung electrifcher Ströme, weßhalb denn auch in ber 
Wahl der Beilpiele darauf Rüdficht genommen iſt. Auch von biefem 
Kapitel glaube ich behaupten zu dürfen, daß es feinen Gegenftaub weit 
einer Strenge, Ausführlichkeit und Allgemeinheit behandelt, welche dem⸗ 
felben bisher, mentgftens in Lehr- oder Hanbbüchern der Mechanik, 
nicht zu Theil geworben ift, und es dürfte nicht blos der Freund ber 
Mechanik manches Neue dartn finden, fonbern auch ber Mathematiker 
für die Sntegralrechnung, namentli) was ben Immer noch gefürchteten 
Durchgang des Aenderungsgefeged dur Unendlich und bie Ab- 
leitung eines beflimmten Integrals durch Differenziren eines andern 
beftimmten Integrals in Bezug auf eine Conſtante betrifft, manche 
gute Lehre daraus ziehen. Denn gerade bie Ausarbeitung biefed Ka- 
pitels führte mich durch bie Irrthümer, denen ich in Betreff der Func⸗ 
tion V begegnete, auf meine neuen Anfichten von der Bebeutung ber 
Differentiale und Integrale, welche zwar Hr. Dr. Schnufe ſtun⸗ 
und begriffſslos und reinen Unfinn zu nennen beliebte, von 
denen ich aber feſt überzeugt bin, daß fie in nicht langer Zeit allgemein 
als Grundlage für die Differential- und Integralrecinung werben an- 
genommen werden, befonders wenn einmal biefe Metaphyſik in einem 
Lehrgebäude der Analyfis der Stetigkeit ſyſtematiſch durchge 
führt ift, wie ich ein folches bereits auszuarbeiten begonnen habe und 
hoffe, den Yreunden einer Klaren und ftrengen Anfchauung der mathe⸗ 
matifchen Wahrheiten in nicht langer Zeit vorlegen zu Tünnen. 

Der zweite Abfchnitt enthält die Unterfuchımgen über die Bedin⸗ 
gungen des Gleichgetwichtes eines feften Syftems, bemfelben 
Stufengange folgend, tote die Unterfuchungen über die Sefammtwirkung 
der Kräfte; es fchlteßt mit der Betrachtung ded Wrincips Der 
sirtuellen Geſchwindigkeiten, welches wie im I. Buch für 
einen materiellen Punkt, fo Hier für ein feſtes Syſtem eine genauere 





Faffung erhalten Hat, und zeigt, wie bie gewöhnlichen Bebingungs- 
gleichungen aus biefem Princip allgemein abgeleitet werben können. 

Der dritte Abſchnitt erörtert bie Befehe der Bewegung 
eines fetten Syſtems in vier Kapiteln, von denen das erſte fich 
Insbefondere mit ber Fortfchreitenden Bewegung beſchaͤftigt 
und die Geſetze berfelben auf freie und gezwungene Bewegungen ſchwerer 
Körper in einem widerſtehenden Mittel anwendet. Das zweite Kapitel 
unterfucht die Drebende Bewegung um eine fefte Achſe, 
die Bigenfchaften vr Maffemomente, der Sanptachfen, u. f.f., 
welche dann im dritten Kapitel auf die Anterfuchung ber allgemeineren 
beebenden Bewegung eines feften Syſtems um einen 
feften Punkt angewendet werden. Inwiefern in dieſen Kapiteln 
meine Bemühung, bie darin abgehandelten, für ben Anfänger meiftens 
änßerft ſchwierigen Unterfuchungen klar und anfchaulich barzuftellen, 
ihren Zweck erreicht hat, überlaffe ich dem Urtheile derjenigen, welche 
biefelbe Materie ſchon in andern Werken ſtudirt und ſich mit berfelben 
befreundet Haben. 

Im vierten Kapitel endlich werben Die Geſetze ber Bewegung eines 
feſten Syftens allgemein bargeftellt; zuerft werben die Gleichungen ber 
Bewegung eines Freien Syſtems mit Umgehung bes Principe von 
PALembert unmittelbar auf bie Lehre von der Geſammtwirkung ber 
Kräfte gegründet und daraus bie beiden Hauptgeſetze dieſer Bewegung, 
nämlich die Gleichungen für die Fortfchreitende Bewegung 
des Mittelpunttes der Maffe, und die Gleichungen für bie 
drebende Bewegung des Syſtems um diefen Mittels 
vpunkt abgeleitet, dadurch alfo nachträglich bie bereits in der Ginleitung 
und im erften Kapitel dieſes Abfchnitts zu Grunde gelegte Unterſcheidung 
beftätigt. Beide Geſetze erfcheinen dann innig verbunden in bem Lehr- 
lage von ber Aenderung ber lebendigen Kraft durch bie 
Arbeit der Kräfte, welcher in mehreren Formen bargeftellt iſt. Aus 
den Gleichungen ber freien Bewegung ergeben fich die der gezwun⸗ 
tggenen "Bewegung, von welcher zwei Hauptfälle ſchon im zweiten 
und dritten Kapitel behandelt wurben, und von welcher als britter 
dauptfall hier insbeſondere die Bewegung eines fehlen Syſtems auf 
einer feften Fläche fowohl ohne als mit Berüdfichtigung ber 
Heibung erörtert und mit Beifpielen erläutert wird. Die allgemeine 
Unterfuchung der Geſetze dieſer Bewegung unter Berüdfichtigung der 
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Reibung tft eine ganz neue, bisher gänzlich verfannte, umd ich ſchmeichle 
mir, dadurch die Mechanik mit einer nicht unweſentlichen Erweiterung 
bereichert zu haben. Es wird in biefer Unterfuchung gezeigt, daß bie 
Reibung nicht ganz wie eine nach einer beftimmten Richtung wirkende 
Kraft behandelt werben bürfe, und daß deßhalb die beiden Hauptgeſetze 
der freien Bewegung, welche auch die Grundlage für die Unterfuchung 
der Bewegung auf einer feften Zläche bilden, wenn keine Reibung 
berückſichtigt wird, nicht mehr allgemein angewendet werben bürfen, 
wenn bei diefer Bewegung Reibung flattfindetz daß man bie allgemeinen 
Gleichungen der freien Bewegung in Bezug auf ein beliebiges Coordi⸗ 
natenſyſtem nicht mehr in folche umwandeln darf, welche ſich auf ben 
Mittelpunkt der Maſſe beziehen, fondern in ſolche umwandeln mp, 
welche fih auf ben Beräbrungspunkt- (die Berükrungsiinie) 
beziehen, fo daß fie einerfeits bie Fortfchreitende Bewegung 
dieſes Berührungspunttes auf ber feiten Flaͤche; und anderſeits bie 
drebende Bewegung des Syſtems um Diefen Puukt 
ausbrüden. Als Betfpiele dienen die Bewegung eines parallelepipebiichen 
Stabes, welcher fich mit einer Kante auf eine horizontale Ebene ftübt, 
und der je nach ber Größe des Reibungscoeffizienten und ber anfäng- 
lichen Neigung fehr verichiebene Bewegungen annimmt, baun die einer 
Kugel oder eined Gylinders auf einer geneigten Ebene, für welche man 
die durch die Erfahrung gegebenen Gefete nur durch kuͤnſtliche Wen⸗ 
dungen und falfche Schlüffe ableiten konnte. 

Mögen meine Bemühungen bie gewünfchten Xrüchte tragen, und 
mein Streben bei den Freunden der Wiſſenſchaft jene Anerklennung fiu- 
ben, welche zu fernerem Streben ermuthigt und bie naͤchſt dem eigenen 
freudigen Bewußtſein den höchften Lohn für anftrengende Arbeiten gewährt, 
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Erfter Abſchnitt. 


Geſammtwirkung der an einem fefen Syſtem an- 
greifenden Kräfte. 


@rfted Bapitel. 


Vorläufige Betrachtung über bie Wirkung der Kräfte 
in befondern Fällen. 


§. 1. 


Unter einem feſten Syſtem verſtehen wir eine Verbindung von 
materiellen Punkten in der Art, daß dieſe eine unveränderliche Lage 
gegen einander behalten, welche Kräfte auch an denſelben wirfen, und 
in welchem Zuftande, ob des Gleichgewichtes oder ber Bewegung fich 
diefelben befinden mögen. Die tägliche Erfahrung lehrt zwar, daß ein 
ſolches Syſtem in der Wirklichkeit nicht vorhanden iſt, daß vielmehr 
ale fogenannten feften Körper oder Verbindungen von feſten Körpern 
ihre Geftalten und gegenfeltige Lage etwas ändern, ſelbſt wenn fie nur 
der Wirkung von Kräften unterworfen werben, bie bei weitem Heiner 
And, als Diejenigen, welche ihre Cohaͤſionskraft zu übertoinden und eine 
Bänzliche Umgeſtaltung derſelben hernorzubringen vermögen. Wenn wir 
aber von biefen zuleht genammten Kräften Umgang nehmen, fo zeigen 
ſich jene Veränderungen in der gegenfeitigen Lage dee Körpertheile theils 
R Hein, daß mir fie meifteng gänzlich unbenchtet Iaffen Tonnen, theils 
bleiben fie für dieſelben Kräfte gewiffen Grenzen unterworfen und wäh- 
tend der fortdauernden Wirkung diefer Kräfte unveränberlich, fo daß 
wir die meiften feflen Koͤrper in bes Geſtalt, die fie nach bem Angriff 
ber Kräfte angenommen haben, ala Teile Syſteme ienaven dürſen. 
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Aus der vorhergehenden Erklärung von einem feften Syſtem bilden 
wir und die weitere Borftellung, baß, weil innerhalb eines folchen 
Syſtems Feine Bewegung ftattfinden Tann, die Wirkung einer jeden 
Kraft, welche an irgend einem Punkte desfelben angreift, unverändert 
auf das ganze Syſtem übergeht, und fich baburch eine Gefammt- 
wirkung aller an demfelben thätigen Kräfte erzeugt, welche wir als 
bie zunächitliegende Urfache ber Bewegung des Syſtems ober feines ört- 
lichen Zuftandes überhaupt betrachten, und mittels welcher wir auch 
am ficherften auf die Gejebe der Bewegung ober bie Bedingungen bes 
Gleichgewichtes eines ſolchen Syſtems fchließen werben. 

Zunächſt folgern wir aus unſerer Erklärung von einem feſten Sy 
ſtem von materiellen Punkten insbefonbere, daß jeber Punkt desfelben, 
welcher in der Richtung einer an: einem andern Punkte angreifenden 
Kraft liegt, ohne Unterfchied und ohne bie geringfte Aenderung in ber 
MWirfung diefer Kraft als deren Angriffepunft genommen werben Tann, 
daß man alfo eine Kraft an jedem in ihrer Richtung liegenden Punkte 
des Syſtems angreifen kaffen oder, wie man fich auch ausdrückt, in 
jeden diefer Punkte verſetzen kann. — Denn greift an dem Punkte A, 
Fig. 1, eine Kraft P in der Richtung AP an, und ift ber Punkt B, 
welcher in der Verlängerung diefer Richtung liegt, mit A auf eine un- 
veränderliche Weiſe verbunden, ſo kann man an dem Punkte B länge 
berfelben Richtung, aber in entgegengefehtem Sinne zu einander zwei 
ber‘ Kraft P gleiche Kräfte P’ und P” angreifen laſſen, ohne dadurch 
die geringfte Beränderung in dem Zuflande des Syſtems, welchem bie 
Punkte A und B angehören, hervorzubringen, da bie beiden neuen 
Kräfte ihre Wirfungen gegenfeltig volftändig aufheben. Vermöge der 
feiten, unveränderlichen Verbindung zwiſchen jenen Punkten werben fi 
aber auch die Kräfte P und P” gegenfeltig unwirkſam machen, da ihr 
Beftreben dahingeht, biefe Verbindung zu trennen oder überhaupt bie 
Entfernung ihrer Angriffspuntte zu ändern, was ald unmöglich voraus⸗ 
gefet wurde. Man kann demnach auch, ohne tim Zuftande des Syſtems 
eine Aenderung hervorzubringen, bie Kräfte P und P” entfernen, und 
es wird dann nur bie Kraft P’ übrig fein, welche in berfelben Ridh- 
tung und in demfelben Sinne wie bie Kraft P thätig und diefer ar 
Sntenfität gleich ift, aber an dem Punkte B angreift, oder es wird 
ohne Menderung der Wirkung bie Kraft P von A nad B 
verfegt fein. 82 


Der vorhergehende Satz kann in vielen beſonderen, einfachen Fällen 
mit. Vortheil angewendet werden, um Öle Befammtwirfung mehrerer 


Kräfte Fennen zu leruen. Man wird mittels beöfelben leicht bie Reful- 
firende von einer beliebigen Anzahl von Kräften finden, deren Angriffs⸗ 
punkte in derfelben Geraden liegen, welche zugleich die gemeinfchaftliche 
Richtung aller diefer Kräfte vorftellt; denn man darf fich nur alle diefe 
Kräfte von ihren urfprünglichen Angriffspunkten hinweg in einen belie= 
bigen Punkt ihrer gemeinjchaftlicyen Richtung verſetzt benfen, fo wird 
der in 6. 3. des I. Buches betrachtete Fall eintreten, nach welchem fich 
ergibt, daß die Nefultivende der Summe aller biefer Kräfte gleich und 
in berfelben Richtung thätig ift, wie diefe, wenn fie alle in demfelben 
Sinne wirken, und daß fie, wenn dies nicht der Fall ift, dem Unter- 
Ihiede zwischen der Summe der in dem einen Sinne wirkenden und ber 
Summe ber im entgegengefebten Sinne angreifenden Kräfte gleich kommt, 
und im Sinne der größeren Summe thätig if. Der Angriffspunkt dieſer 
Refultivenden dagegen bleibt nach bem vorhergehenden $. ganz unbeftimmt, 
und kann innerhalb des Syſtems in ihrer Richtung beliebig angenommen 
werden. ’ 

Die Verfebung der Kräfte längs ihrer Richtung kann ferner dazu 
dienen, die Refultivende von Kräften zu beftimmen, welche nicht in der⸗ 
ſelben Richtung thätig find, deren Richtungen ſich aber durchſchneiden. 
Seien 3. B. die beiden Kräfte P und Q gegeben, bie an den Punkten 
Aund B, Fig. 2, angreifen, und deren Richtungen fich bei hinreichen⸗ 
der Verlängerung in einem dritten Punkte C ſchneiden. Wird dieſer 
Iehtere mit den erfien in eine fefte Verbindung gebracht, fo kann man 
die beiden Kräfte P und Q in ihren Richtungen, pon A unb B nach C 
verſetzen, und da fie nun in demfelben Punkte angreifen, nach dem für 
die fürdernden Kräfte gegebenen Verfahren (I. B. $. 6.) ihre Mittel- 
haft R der Größe und Richtung nach beftimmenz der Angriffspunft 
derfelben kann dann ebenſowohl in dem Punkte C, wie im jedem andern 
D in ihrer Richtung angenommen werben. Gewöhnlich nimmt man ben 
Punkt D, wo diefe Richtung die Verbindungslinte AB ſchneidet, ale 
Angeiffepunkt, und die Rage beöfelben beſtimmt fich Leicht nad) der 
Proportion: | 

P:Q = sn(@—9): sin} 
—=sinDCB :sinaDCA , 


Her wenn man bie Gerade CD mit h bezeichnet: 


P:Q=hsinDCB :hsinDCA 
=.Dg : Dp, 


woraus man fchließt, daß ſich bie von dem Bunte D auf die Richtungen 
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ber Kräfte P und Q gefaͤllten Senkrechten umgekehrt wie dieſe Kräfte 
verhalten müflen. 

Diefer einfache Fall zeigt, bap im Allgemeinen die Reſul— 
tirende von beliebig vielen Kräften, deren Richtungen 
fih in bemfelben Punkte fohneiden, ganz ebenfo gefunden 
wird, als wenn für alle dieſe Kräfte ber gemeinfchaftliche 
Punkt ihrer Richtungen auch der gemeinfhaftlide An- 
griffspunkt wäre, 

Dasſelbe Verfahren kann ſelbſt mit einiger Abänderung bei paral- 
lelen Kräften angewendet werben. Dat man 3. B. wieber zwei folcke 
Kräfte, und find beide in demfelben Sinne gerichtet, wie bie Kräfte P 
und Q, Big. 3, fo läßt man In ihren Angrifföpuntten A und B zwei 
neue, gleiche, aber fonft beliebige Kräfte S längs der Richtung AB in 
entgegengefeßten Sinne zu einander angreifen, wodurch in dem Ber- 
halten des Syſtems Feine Aenderung hervorgebracht wird. Die Kräfte 
P und S können dann durch ihre Mittelkraft T, die Q und S durch 
Ihre Refultivende T’ vertreten werben; bie Richtungen biefer Kräfte T 
und T fchmeiden fich nun in einem Punkte C, wo beren Mitteltraft R, 
welche auch die der Kräfte P und Q tft, entweber burch das Barallelo- 
gramm oder durch erlegen gefunden werden Tann. Wählt man das 
Lebtere, zerlegt man nämlich jede der nach C verfehten Kräfte T und T 
parallel zu den Richtungen der Kräfte P, Q und S, fo erhält man 
dieſe Kräfte felbft wieder; bie beiden S heben fich gegenfelfig auf, bie P 
und Q fallen in biefelbe Gerade und geben eine Mittellraft 


R=P-+Q. 

Die Richtung diefer Refultirenden fehneldet bie Gerabe AB in einem 
Punkte D, der wieder gewöhnlich als Angriffspunft genommen wird, 
und deſſen Rage fich durch folgende Betrachtung befttimmen läßt, Die 
Dreide CDA und APT, fo wie CDB und BOT find offenbar aähn⸗ 
lich, da fie ihre Seiten beziehungweife parallel haben; man Hat alfo: 

CD:AD=P:S | 
oder die Gleichung: 

CD<S=ADX<P,; 


auf ber andern Seite ift ebenfo 
CD:BD=RQ:S, 
CDx<S=BDXx<Q, 
and darans fließt man auf Die Gleichung: 
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ADx<P=BD><Q 
oder die Broportion: 


P:Q=BD:AD. 


Aus diefer Proportion leitet man ferner ab: 
P:P+Q=P:R=BD:BD+-AD=BD:AB, 
und damit erhält man die fortlaufende Proportion: 
P:Q:R=BD:AD:AB, | 
wornach jede der drei Kräfte P, Q und R durd den Abftand 
ber Angriffspuntte ber beiden andern vorgefiellt werden 
fann. — Für den Zal, wo Q=P ift, dig. 4, wird 
1 


R=2P, AD=„ZAB. 


Die Conſtruction bleibt dieſelbe, wenn die beiden parallelen Kräfte 
in entgegengefebtem Sinne gerichtet find, welcher Fall in Fig. 5 vor= 
geſtellt iſt; es Fällt dann aber der Punkt D, wo bie Richtung ber 
Refultivenden die Gerade AB fchnetdet, nicht mehr zwifchen die Punkte 
A und B, fondern in die Verlängerung von AB und zwar auf bie 
Seite der größern Kraft, und man hat, wenn Q diefe größere ift, 


R=0—P. 
Ferner hat man ganz wie im vorigen Falle 
P:Q =BD:AD, 
P:Q—P=BD:AD-—BD, 
P:Q:R =BD:AD:AB. 
Nimmt man aber hier O— P, fo wird R=0, und da man allge 
mein auch 
P:Q=AD-—AB:AD 
bat, fo folgt für diefen Fall = 
AD—-AB=-AD oder AB=9; 


es iſt alfo nur dann eine Refultivende und zwar mit bem Werthe: 
Rull möglich, wenn bie Entfernung der beiden Angriffspunkte A und B 
Null if, ober wenn. die Richtungen der beiden Kräfte in berfelben Ge- 
raden liegen in jedem andern Falle ift die Bedingung: AD—AB=AD, 
alfo auch eine Nefultivende unmöglich, Diefes fonderhar fcheinende Er⸗ 
gebniß wird durch Anſchauung ber Fig. 6 einlenchtend werden; 
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denn will man bier unfere obige Conſtruction ausführen und mit den 
gleichen Kräften P und P’ die ebenfalls gleichen Kräfte S und S’ ver- 
binden, fo erhält man bie beiden Mittelfräfte T und T/, bie noch pa-= 
rallel, gleich und entgegengefebt find, deren Richtungen fich ebenfowenig 
fehneiden, als die ber Kräfte P und P'. Es gibt demnach feinen Punkt, 
in dem bie. Refultirende angreifen follte, es tft folglich auch Keine Re- 
fultirende denkbar. — Dieſer Zall, der viel allgemeiner ift, als es 
auf den erften Blick feheint, wird tm nächften Kapitel Gegenftand 
einer ausführlichen Crörterung fein. 

Bemerken wir noch, daß ſich aus ben obigen Proportionen eine 
einfache Sonftructton zur Beitimmung bed Punktes D ergibt, in wel⸗ 
chem die Richtung der Refultirenden zweier parallelen Kräfte P und Q, 
Fig. 7 und 8, die DVerbindungslinte ihrer Angriffspunkte ſchneidet. 
Meberträgt man nämlich die Länge BQ auf die Richtung der Kraft P 
von A nach Q’ und die Länge AP auf die rückwärts verlängerte Rich- 
tung der Kraft Q von B nach P’, fo wird die Gerade P’Q’ oder ihre 
Perlängerung bie AB im Punkte D ſchneiden. St aber P=Q und 
dieſer dem Sinne nad) entgegengefeßt, fo bleibt die PQ’, Fig. 9, der 
Geraden AB parallel; e8 gibt alfo keinen Durchſchnittspunkt. 

Hat man nun auf folche Weife die Refultivende von zwei parallelen 
Kräften gefunden, fo wird man dieſelbe mit einer dritten parallelen 
Kraft zu einer zweiten Refultirenden zufammenfeken, dieſe mit einer 
vierten Kraft verbinden und fo fortfahrend die Mittelfraft von einer 
beliebigen Anzahl paralleler Kräfte beftimmen Fünnen. | 


8.3. 


Die eben gegebene Andeutung wird es übrigend hinreichend ein- 
leuchtend machen, daß das vorhergehende Verfahren ebenfowenig für 
Die Rechnung geeignet ift, wie das in $. 7 im J. Buche für die für- 
dernden Kräfte auseinandergefehte, und fowie dort durch Anwendung 
eines Coordinatenſyſtems ein. ganz allgemeines und einfaches Verfahren 
für die Berechnung ber Refultirenden erhalten wurde, fo wirb ung das- 
felbe Mittel auch Hier zum Ziele führen und uns fowohl für die Be— 
rechnung ber Geſammtwirkung eined Syſtems von parallelen Kräften, 
wie für die eines Syſtems von beliebig gerichteten Kräften ben allge 
meinften und einfachlten Weg zeigen. 

Bevor wir jedoch zu dieſen Unterſuchungen übergehen ‚ wollen wir 
ung noch mit einer zweiten Klaffe von Kräften mit einfacher Wir- 
fung befannt machen. In der Mechanif bes materiellen Punktes haben 
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wir es nämlich blos mit fördernden Kräften zu thun gehabt, d. h. 
mit ſolchen, welche nur eine fortfchreitende Bewegung hervorbringen, 
alfo nur eine einfache Wirkung Außern. Die Kräfte dagegen, welche 
an einem feften Syſtem angreifen und dasfelbe in Bewegung feben, 
bringen im Allgemeinen je nach der Lage ihrer Angriffspunfte eine zu- 
ſammengeſetzte Wirkung hervor; wenigftend Tann man fich ihre Wirkung, 
wie bereit8 in der Einleitung ($. 15) erörtert wurde, aus zwei ein- 
fachen Wirkungen, ber fördernden und drehenden, zufammengefebt 
denken und jede dieſer letztern für fich beftehend, die eine als för— 
bernde, bie andere ald drehende Kraft anſehen. Es wird dann 
nur darauf anfommen, den Einfluß zu beftimmen, ben irgend eine an 
dem Syſtem angreifende Kraft jowohl auf die fortfchreitende als 
auf die drehende Bewegung desfelben haben wird, oder mit andern 
Worten, es wird dann nur darauf ankommen, eine gegebene Kraft in 
eine fördernde und in eine drehende zu zerlegen, um das Syſtem 
der gegebenen Kräfte mit zufammengefeßter Wirkung auf zwei Syfteme 
von Kräften mit einfacher Wirkung, nämlich auf ein Syftem für- 
dernder und ein Syſtem drehender Kräfte zurüdführen zu Tonnen, 
und man tft darnach zunächſt darauf hingewiefen, die Geſammtwirkung 
eines jeden dieſer beiden einfachen Syſteme zu ermitteln. 

Für ein Syſtem fürdernder Kräfte ifi bereit im erften Buche das 
Nöthige vorgetragen worden; ich werde daher im folgenden Kapitel bie 
Beihaffenbeit der Drehenden Kräfte oder Momente Tennen lehren 
und zeigen, wie bie Geſammtwirkung eines Syſtems ſolcher Kräfte ge 
funden werben Tann. 
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Zweites Kapitel. 


Zufammenjesung und Zerlegung ber drebenden Kräfte 
oder Momente 


6. 4 


Da alle Kräfte, welche an bemfelben materiellen Bunfte angreifen, 
oder deren Richtungen ſich in biefem Punkte ſchneiden, in Bezug auf 
diefen nur als fürbernde Kräfte betrachtet werden innen, fo Tann es 
nur an einem feiten Syſtem von materiellen Punkten drehende Kräfte 
geben, und das einfachfte Syitem diefer Art wird dasjenige fein, welches 
aus z wei folchen Punkten befteht. 

Sei demnach ber Angriffspunft M, Big. 10, einer Kraft P durch 
eine feite unbiegfame Gerade mit einem zmeiten materiellen Punkte N 
verbunden, und die Richtung diefer Kraft fentrecht zu ber Geraden MN. 
Die Wirkung, welche diefe Kraft auf die beiden Punkte M und N aus- 
übt, mag nicht fo geradezu auf den erften Blick zu erkennen fein; doch 
wird es fogleich einleuchten, daß biefe Wirkung nicht für beide Punkte 
diefelbe fein Tann, daß alfo die Gerade MN fich nicht parallel zu ihrer 
jetzigen Lage fortbewegen, ſondern gegen eine feite Gerade allmählig eine 
andere Lage einnehmen oder fih drehen wird, Stellen wir uns dann 
vor, daß der Mittelpunft C der Geraden MN in dem Augenblide, wo 
wir fie betrachten, einem felten Punkte C begegnet jet, fo tft ferner ein- 
leuchtend, daß die Kraft P fortwährend dahin wirken wird, ihren An— 
griffspunft M längs ihrer Richtung wetter zu bewegen, alfo die Gerade 
MN um ben feiten Punkt C zu drehen; bei diefer Drehung muß aber 
den Punkte N eine Bewegung ertheilt werben, welche der des Punktes 
M gleich und entgegengefebt tft, und dieſe Wirkung kann offenbar nur 
Dadurch hervorgebracht werden, daß fich die unbiegfame Gerade MN an 
den feſten Punkt C anlehnt und auf ihn in Folge jenes Beftrebens der 
Kraft P einen gewiffen Druck ausübt, welcher anbeutet, daß die Kraft P 
dem Mittelpunkt C jener Geraden zugleich eine fortfchreitende Bewegung 
ertheilen will, und wir fohltepen daraus, daß eine einzige Kraft 
nicht für ſich allein eine bIo8 drehende Bewegung erzeugen 
fann. Läßt man aber eine der Kraft P gleiche Kraft P’ in entgegen- 
geſetzter Richtung im Punkte N, Fig. 11, angreifen, fo wird diefe dem 
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Mittelpuntte C eine gleiche, aber entgegengejebt gerichtete, Fortichreitende 
Bewegung mittheilen wollen, dieſer Punkt alfo fich nach Feiner Seite 
bin weiter bewegen Tonnen. Man flieht daraus, daß nun beide Kräfte 
als fördernde unwirkſam geworben find, daß fie aber auf ihre Angriffs- 
punkte M und N, ohne daß ein fefter Punkt vorhanden tft, noch diefelbe 
Wirkung hervorbringen, wie fie die Kraft P allein mittels bes feſten 
Punktes C ausübte; denn biefe Wirkung wird nun allein noch darin 
befichen, die Gerade MN gegen die feſte Gerade AB in eine andere 
Enge zu bringen, fie zu drehen, oder vielmehr, fie Drehen zu wollen, 
da es fich Hier nicht darum handeln Tann, welche Bewegung bie Kräfte 
wirklich erzeugen, d. h. was fie für eine Wirkung in einer beftimmten 
Zeit hervorbringen, während welcher fich die gegenfeitigen Verhältniſſe 
bezüglich Ihrer Sntenfitäten und Richtungen ändern können, fondern nur 
darum, welches die in einem beftimmten Augenblide, wo bie Ber- 
haͤltniſſe gerade die gegebenen find, erftrebte Wirkung iſt. Diefe bei- 
ben gleichen, parallelen und in entgegengefettem Sinne 
angreifenden Kräfte P und P’ fielen folglich zufammen bie 
drehende Wirkung oder das Moment der Kraft P in Bezug auf 
den mit Ihrem Angriffspunfte M feft verbundenen materiellen Punkt N 
indem Augenblide vor, in welchem fie in Betrachtung ge= 
jogen werbenz fie follen deßhalb zufammen eine drehende Kraft 
oder in Moment genannt und vorläufig durch P. MN bezeichnet werden. 


$. 5. 


Ein ſolches Moment haben wir ſchon in F. 2 betrachtet und bort 
geſehen, daß bie Wirkung ber beiden Kräfte, welche basfelbe zuſam⸗ 
men bilden, nicht durch eine einzige Kraft erfebt werben Tann, wie dies 
auch ans dem Vorhergehenden hervorgegangen tft, daß es aber beliebig 
dielt andere Baare von gleichen, parallelen und entgegengefeiten Kräften 
gibt, welche ganz diefelbe Wirkung hervorbringen. Berbindet man 3. B., 
ie in Fig. 12, die gleichen und entgegengefegten Kräfte S mit ben 
Kräften P, fo entfteht das Moment P’.MN, welches biefelbe drehende 
Kraft beſitzt, wie P.MN, weil bie Kräfte S keine Aenderung im biefer 
Wirkung verurfachen Tonnen. Ebenſo kann man mittelft der Kräfte S’ 
das Moment P’. MN bilden, welches noch dem P. MN gleich iſt, u. ſ. f. 
Ans diefer Conſtruction geht aber auch hervor, daß wenn die Kräfte 
des Momentes nicht fenkrecht zn der Verbinbungslinie ihrer Angriffe 
punkte gerichtet find, jebe nach dieſer Geraden und fenkrecht zu derfelben 
erlogt werden Tann, und daß nur dieſe fentrechten Seitenkraͤfte für bie 
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drebende Wirkung thätig find. allen 3. B. bie Richtungen der Kräfte 
mit ber Geraden MN zufammen, fo find bie Seitenfräfte, alfo auch 
das Moment jelbit Null, wie dieſes von felbft einleuchtet. 

Statt dieſer Zerlegung ber Kräfte, welche in einer fchiefen Richtung 
zu ber Geraden MN angreifen, kann man auch eine Aenderung in ben 
Angriffspuntten felbft vornehmen, fo baß bie neue Verbinbungslinie der⸗ 
felben ſenkrecht zur Richtung der Kräfte wird, ohne daß in ber Wirkung 
ber Kräfte eine Aenderung eintritt. Verlängert man nämlich, Fig. 13, 
die Richtung der Kraft P’, welche in N angreift, fallt von M eine 
Senkrechte MO darauf und verſetzt bie Kraft P’ von N nad O, we 
durch in ihrer Wirkung nichts geändert wirb, fo erhält man das Mo- 
"ment P’.MO, welches noch den Momenten P.MN und P.MN gleid 
iſt. Wir werden deßhalb im Folgenden die Kräfte, welche ein Moment 
bilden, immer ſchon fenkrecht zur Verbindungslinte ihrer Angriffspuntte 
gerichtet annehmen. Werner ift leicht zu fehen, daß die Dreiecke MON 
und PMP’ ähnlich find, daß man folglich die Proportion hat: 


MN:MO = MP':MP = P’:P 
woraus folgt: 
P><MN=P’><MO. 


Wenn demnach zwei Momente gleich find, fo Hat bei 
jedem von beiden das Product aus einer der Kräfte in den 
Abſtand (jenkrechte Entfernung) ihrer Richtungen, den man 
auch den Hebelarm des Momentes nennt, denſelben Werth. 
Bezeichnen vote alfo den Abftand MN der Kräfte P mit p, den Abftand 
MO der Kräfte P’ mit p’, und die drehenden Wirkungen der Momente 
P.MN und P’.MO mit M und M', fo haben wir zugleich M — M' 
und Pp=Ff’p. 

Es folgt daraus natürlich nicht, daß die Momente immer gleich 
fein müffen, wenn bie Producte Pp und P’p gleiche Werthe haben; es 
kann jedoch mit großer Wahrfcheinlichfeit Daraus geſchloſſen werden, daß 
die Wirkung einer drehenden Kraft eine Function jenes Productes fein wird. 


$. 6. 

Unterfuchen wir nun, um den vorhergehenden Schluß ſtrenge nach⸗ 
zumeifen, von welchen Größen die Intenfität der drehenden Wirkung 
eines Momentes abhängt, und beachten wie zunächt, daß es, wie für 
eine fördernde Kraft, deren Richtung beitimmt tft, fo auch für ein 
Moment nur einen zweifachen Sinn feiner drehenden Wirkung geben 
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fann, bie wir am leichteften durch Vergleichung mit dem Zeiger einer 
Uhr unterfcheiben,, je nachdem das Moment eine Drehung in bemfelben 
Sinne hervorbringen will, wie der Zeiger einer Uhr fich bewegt (von 
ber Linken nach Oben zur Rechten), ober eine entgegengefeßte Bewegung 
zu bewirken firebt. Wir werden und demnach auch von ber Gleichheit 
oder Ungleichheit zweier drehenden Kräfte auf ähnliche Weile überzeugen, 
wie es bei den fürdernden Kräften geſchehen ift, nämlich dadurch, daß 
wir zwei Momente in entgegengefebtem Sinne an derfelben Geraden 
drehen laſſen; diefe Momente werden gleich fein, wenn fie 
ihre Wirkung gegenfettigaufbeben, wenn alſokeine Dreb- 
ung ftattfindet, und wenn dieſe eintritt, wird diejenige offenbar bie 
größere drehende Kraft fein, in deren Sinne die Drehung erfolgen will. 
So find die beiden Momente P.MN und P'.MN, %ig. 14, welche aus 
gleichen Kräften-P und P’ und mit demfelben Hebelarm MN gebildet 
find, offenbar einander gleich, da jede einzelne Kraft bes erften Mo- 
mentes die Wirkung ber ihr gegenüberftehenden Kraft des zweiten ver- 
nichtet, 


$. 7. 


Die Wirkung eines Diomentes tft durchaus unabhängig von feiner 
Bage, und man kann ein Moment in feiner Ebene, d. h. in 
ber Ebene, welche durd die beiden Angriffspunfte und 
durch bie Richtungen ber Kräfte geht, an irgend einen 
andern Drt verfeken und dasfelbe in irgend eine Lage 
bringen, ohne daß feine Wirkung auf die frühern An- 
griffspuntte ober überhaupt auf alle, die mit den neuen 
In einer feften Verbindung ftehen, geändert wirb. 

Um bdiefen Sat zu beweifen, ft P.MN, Fig. 15, das gegebene 
Moment; anf einer zu MN parallelen, übrigens beliebigen Geraden 
ſeien zwei Punkte H und K fo angenommen, daß HK — MN tft, und 
dieſe vier Punkte feien auf irgend eine Weife feft mit einander verbun- 
den. In jebem der beiden Punkte Hund K lafle man zwei der P gleiche 
und parallele, einander entgegengefehte Kräfte P’ und P” angreifen, oder 
man laſſe au der Geraden HK die beiden gleichen Diomente P’. HK und 
P°.HK, von denen jedes auch dem gegebenen Momente P.MN gleich 
it, in entgegengefeßtem Sinne. drehen; e8 wird in beiden Fällen bie 
Birfung bes gegebenen Momentes P.MN durchaus ungeändert bleiben. 
Man kann zun aber auch nach $. 2 die Kräfte P und P” an ben 
Punkten N und H zu einer einzigen Kraft P-} P” vereinigen, welche 
parallel zu ihnen gerichtet iſt und in ber Mitte L von HN angreiftz 


— 
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ebenfo können bie beiden in entgegengeleßten Sinne zu den vorigen 
wirkenden Kräfte P und P” an ben Punkten M unb K au einer Mittel⸗ 
fraft PP” zuſammengeſetzt werben, welche in ber Witte von MK, 
alſo ebenfalls in L angreift und, da fie in berfelben Richtung und im 
entgegengejebtem Sinne wirkt, die Wirkung der gegenüberfichenden glei- 
hen Kraft P-+P” aufhebt. Es bleibt demnach nur noch das Moment 
P’.HK übrig, oder e8 iſt dadurch das Moment P.MN parallel 
mit Sich ſelbſt unbefchabet feiner Wirkung nad HK verfegt 
worden. 

Ferner ji P.MN, %ig. 16, wieder das gegebene Moment und O 
ein beliebiger Punkt des mit bem Halbmeffer MN von M aus beſchrie⸗ 
benen Kreifes, fo daß immer MO—=MN ift, und dieſer Punkt O ſei 
mit M und N auf unveränberliche Welle verbunden, Man lafle wieder 
an ber Geraden MO zwei dem gegebenen Momente P.MN gleiche und 
in entgegengefebten Sinne drehenden Diomente P’.MO und P’.MO 
angreifen, wodurch die Wirkung bes erfien unverändert bleibt, Werben 
dann bie Kräfte P und P’an dem Punkte M zu einer Refultirenden R 
zufammengefeßt, ſo halbirt diefe den Winkel PMP’; die Richtungen 
der Kräfte P und P’ an den Punkten N und O werben fih bei ge⸗ 
höriger Verlängerung in einem Punkte L fchneiben, die Verbindungs⸗ 
linie ML wird den Winkel NLO ebenfo wie den Winfel OMN Hals 
biren, und die Kräfte P und P’ Toren von N und O nach L verfeht 
und dort zu einer Mittelfraft vereinigt werden. Dieſe Ichtere Mittel⸗ 
kraft wird offenbar der erften R glei fein und ebenfo den Winkel NLO 
halbiren, alfo mie Diele, . welcher fie dem Sinne nach enigegengefebt 
tft, längs der Geraden ML oder ihrer Verlängerung thätig fein und 
deßhalb die Wirkung berielben vollſtändig aufheben. Es if Daun nur 
noh das Moment P’.MO übrig, bag jo angefehen werben kann, 
als fei das Moment P,MN um ben Punkt M gedreht 
worden. 

Durch die Vereinigung der eben als erlaubt nachgeiviefenen Ver⸗ 
ſetzung und Drehung eines Momentes kann bemjelben aber jede beliebige 
Zage in feiner Ebene ertheilt werben, ohne daß etwas in feiner Wirkung 
geändert wird, wie es oben ausgefprochen wurde, und wir fchließen 
daraus zunächſt, daß es ganz gleichgültig if, welchen Punkt in ber 
Geraden MN oder felbft in der Shene des Momente man ald Mittel- 
punkt der beabfichtigten Drehung annimmt, daß dieſes aljo nicht gerade 
ber Mittelpunkt jener Geraden fein muß. Um jedoch im biefer Be— 
ziehung ber Vorftellung einen beftimmten Anhalt zu geben, wollen wir 
und Fünftig einen der beiden Angriffspunfte M ober N ſelbſt als Mittel- 
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punft ber von einem Momente beabfichtigten Drehung denken, da dieſes 
für die Anwendung, bie wir von ben Diomenten machen werben, bie 
zwefmäßigfte Vorſtellung ift. 


6. 8. 


Die Wirkung eined Momentes tft nach dem Borhergehenden von 
jener Lage tin feiner Ebene unabhängig; es find demnach nur noch Die 
Kräfte und der Hebelarm, der Abftand ihrer Richtungen, als diejenigen 
Größen übrig, durch welche jene Wirkung bedingt ift, durch beren Ver⸗ 
änderung eine Vermehrung oder Berminderung derfelben entfliehen kann. 
Daß die Sntenfität eines Momentes mit der Intenſität feiner Kräfte 
zunimmt, wenn der Hebelarm ungeändert bleibt, bedarf kaum eiues 
Beweifes; man überzeugt fich beim Anblick der Fig. 17, wo an ber= 
felben Geraden MN die beiden Momente P.MN und P’.MN in ente 
gegengefehtem Sinne wirken, daß hier, wo die Kräfte des zweiten 
Momente größer find, ald bie des erften, Feine Gleichheit ftattfinden 
fan, daß vielmehr durch Zufammenfeßung der in M und N entgegen- 
gefeht angreifenden Kräfte P und P’ ein neues Moment (P--P). MN 
entfteht, welches im Sinne des aus den größern Kräften P’ gebildeten 
Momente P’. MN wirft und ausdrädt, um wie viel die Wirkung diejes 
letztern größer ift, ala die des Momentes P.MN. 

Sind dagegen bei zwei Momenten die Kräfte gleich und ihre Hebel- 
arme verſchieden, fo verfeße man fie fo in denfelben Punkt M, Fig. 18, 
daß ihre Hebelarme in diefelbe Gerade MO fallen und fie in entgegen- 
gejebtem Sinne zu drehen fireben. Die Kräfte P und P’ am Punkte M 
heben ihre Wirkungen als gleich und entgegengeleht auf, und es bleibt 
noch das Moment P.ON übrig, welches im Sinne des Momentes 
P.MO wirkt und zeigt, daß biefes Moment, welches ben größern 
Hebeların Hat, auch bie größere Wirkung befikt. 


$.9. 

Aus dieſen Betrachtungen fehließen wir denn, daß das Maaß ber 
drehenden Wirkung eines Momentes eine Function von der Intenfität 
der Kräfte und von feinem Hebelarm fein muß, daß man alfo mit der 
früheren Bezeichnung biefer Größen 


hat _ M=f (P, p) 
Um die Form diefer Function zu beftimmen, vergleichen wir zuerft 
zwei Momente von gleichen Kräften P, aber mit verfchiedenen Hebel- 
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armen p und p’ und nehmen p—=np, wo n irgend eine ganze Zahl 
vorſtellt; dadurch erhalten wir für bie Wirkungen M und M’ diefer 
Momente die Ausbrüde: 
M=f(P,p) , M=f(P,p)=f(P,op). 
Denkt man ſich nun den Hebelarm p auf ben Hebelarm p’ ober MN, 
Fig. 19, des Momentes P.MN nmal aufgetragen und in jebem 
Theilungspunkte zwei gleiche und entgegengefehte Kräfte P angebracht, 
jo wird dadurch in ber Wirkung M’ biefes Momentes nichts geändert 
werden; es Tann basjelbe nun aber auch aus n gleichen Momenten 
P.Mn, P.no, etc. beſtehend augefehen werben, beren Wirkung M 
nach dem Vorhergehenden unabhängig ift von ihrer Lage, bie alfo zu⸗ 
fammen dasfelbe leiften, als wenn fie alle an bemfelden Punkte M 
thätig wären; wir ziehen daraus: 
000 M=naM , f(P,np) =nf(P,p) 
und damit folgt 
eCP,p) _ECPsnp). 
p np 


Die Function fFCP,p) muß demnach eine ſolche fein, daß ihr Verhaltniß 
zu ber Länge p unabhängig von ber Längen- Einheit und folglih nur 
eine Function von P ift, fo daß man hat 


f(P,p) M 
2 — — = f{(P) *), 
— 5* (P) ®%) 

Verſetzen wir dann die n gleichen Diomente P.Mn, P.no, etc. 
wirklich in denjelben Punkt und an dieſelbe Gerade Mn und vereinigen 


*) Man kann übrigens auch unabhängig von ber Natur der Bögen den Schluß 
ziehen, daß weil die linfe Seite der Gleichung: 


f(P,p) _ fCP,np) 
P m | 
unabhängig von der willkürlichen Größe n iſt, auch bie rechte Seite davon 
unabhängig fein muß; dies kann aber nur der Fall fein, wenn n Factor des 


Hählers wird, und da die Bezeichnung f(P,np) fordert, daß p. nur ale 
Factor von n vorfommt, fo muß man haben 


f(P,ap)=npf(P), 


F(P,p) _ npftP) _ ep). 
p np 


alfo au 
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die n gleichen. Kräfte P-an den Punkten M und n zu einer Mittelkraft 
nP, fo entſteht dadurch ein Moment, deſſen Wirkung M, wieber ber 
afahen Wirkung M bes Momente P. Mn gleich ift, und’ deffen Kräfte P, 
auch ber nfachen P gleich find; man hat alfo auch 


M=ıM, fa, p) = nf{R,p) 


md folgert Daraus | 
f(P,p) — fanf,p) 
P nP- 


Es {ft demnach auch das Verhältniß des Momente M zu der Kraft P 
mbhangis von der Einheit der Kraft, alſo nur noch eine wonction 
von p; d. h. es iſt u 


Feten. 


Nimmt man baher das Verhaältniß von M zu dem m Producie Pp, fo muß 
dieſes ſowohl von der Einheit der Kraft als von der Einheit der Länge 
mabhängig und Tann nur einer viſtauten Groͤße k sic ſein; man 
hat alſo 


Pr = k 0 I kK. Pp | | 
übereinſtimmend mit unferm frühen Sqlaffe, ‚ daß die Wirkung eines 
Momenies eine Function des Productes Pp: fein werde, und zwar ficht 
man, daß jene Wirkung einfach dieſem Probucte propor— 


tional iſtz denn man hat für ein anderes Moment, das von gie 
Kräften P’ mit dem Abſtand p’ gebildet wird, 


w = k.Pp 
md erhält dadurch bie Proportion: 
M:MW =Pp:Pp, 


Wenn man dann dasjenige Moment M’, deſſen Kräfte P’ ber . 
Einheit der Kraft gleich find und bie Längeneinheit zur Entfernung p’ 
haben, als: Einheit für die brehenbe Wirkung ber Momente 
nimmt, fo wird 

M:i1= Pp: 1, 


und man hat einfach Ä 
M=Pp; 
Decher, Handbuch der Mechanik IL. | 2 
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auf dieſe Weiſe wird alſo das Brobuct Pp bdas abfolute 
Maaß für die Wirkung eines Momentes. Nach unſern Maaß— 
einheiten wird bie Einheit für bie drehenden Kräfte dasjenige Moment 
fein, deſſen Kräfte P==1 Kilogramm und deſſen Hebelarm p == 1 Meter 
ift; wir wollen biefe Einheit, welche mit der Einheit für die Arbeit 
einer Kraft homogen iſt, wie biefe Meterfilogramm, zur Unter 
fheidung aber, da die Arbeit eine in einer gewiſſen Zeit geleiſtete 
Wirkung, das Moment nım einen augenblicklichen Zuſtand der Wir- 
fung einer Kraft vorſtellt, drehen des Meterkilogramm nennen, 
wonach wir uns bann unter bem Product Pp immer eine beftimmte An- 
zahl von drehenden Meterttlogramm vorzuftellen haben werben. 

Nach dieſem laͤßt ſich dann ein Moment auch geometrifch durch bie 
Oberfläche eines Rechtecks ober eines Dreiecks darſtellen, wie eine för⸗ 
dernde Kraft durch die Laͤnge einer Geraden vorgeſtellt wird. Als 
Beiſpiel diene Fig. 12, wo bie an Oberfläche gleichen Dreiecke MNP, 
MNP’, MNP” bie gleichen Momente P.MN, P.MN, P’.MN 
vertreten Tonnen. 


$. 10. 


Nachdem wir auf ſolche Weiſe ein Maaß für bie Wirckung eines 
Momentes erhalten haben, können wir leicht die Wirkungen mehrerer 
Momente zuſammenſetzen, d. h. ein Moment finden, welches dieſelbe 
drehende Wirkung beſitzt, wie mehrere andere gegebene Momente. 

Selen zuerſt die beiden Momente P.MN und. Q.MO, Fig. 20, 
gegeben, deren Manfe durch Pp und Qg bezeichnet feien, welche in 
derfelben Ebene liegen, in bemielben Sinne wirken und in benfelben 
Punkt M verfebt worden find, und fei deren refultirenbes Moment 
zu fuchen. Die beiden in M angreifenden Kräfte P und Q geben eine 
Refultivende P + 0; bie beiben in N und O angreifenden geben eben⸗ 
fans eine Mittelkraft P+Q, welche nah & 2 in einem Wunfte R 
awifchen N und O angreift, fo daß man hat: 


NR:ON=0:P-tQ 
der Q 08 
NR= 57, % ON = 5751. 


Man hat damit als Maaß des reſultirenden Momente, deſſen Hebel⸗ 
arm MR ift, den Ausdruck: 


(P+O).MR = (P+ QLr+p 2 5a- m], 
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der wenn man entwickelt und reduzirt: 
(P+O)MR=Pp+0g; 


man fchlteßt daraus, daß das Refultirende zweier gegebenen 
Momente, bie in bemfelben Sinne drehen wollen, ber 
Summe derfelben gleich tft. 

Wenn Dagegen die beiben gegebenen Momente P.MN und Q.MO, 
dig. 21, eine entgegengefehte Richtung haben, fo geben die in M an- 
greifenden Kräfte P und Q eine im Sinne der größern Kraft Q wir- 
kende Mittelkraft Q— P; ebenfo die in N und O angreifenden eine 
gleiche auf die Seite von Q fallende, welche in einem Punkte R angreift, 
fo daß man hat ($. 2): 


| NR:NO=0:Q-—P, 
alſo auch : 


_ 2 m LL 


Das refultirende Moment (O0 — P).MR hat daher zum Manf: 


| @-P+,4a- ml 
Oder einfacher: og p | 
‚Qa—Pp; | 


diefes refultirende Moment iſt folglich dem Unterfchiebe 
der beiden gegebenen Momente gleich und wirkt im Sinne 
des größern von beiden. 

Ueberträgt man daher das Zeichen der Richtung oder bed Sinnes, 
In welchem ein Moment drehen will, auf defin Maaß und nimmt 
—Pp als das Maaß des Momentes P.MN, während das des Mo- 
mentes Q. IO wie vorher Qg, alfo pofitiv bleibt, fo Tann man all- 
pemeiner fagen: das Maaß des Reſultirenden zweier gegebenen 
Momente, die in derſelben Ebene wirken, iſt ihrer alge— 
bratfihen Summe gleich. | 

Sind dann mehrere Momente in derfelben Ebene zu einem einzigen 
Mfanmenzufeßen, und betrachtet man diejenigen von ihnen, welche in 
demfelben Sinne drehen wollen, wie ſich ber Zeiger einer Uhr beivegt, 
Als poſitive, Die entgegengefeht wirkenden als negative Größen, fo tft 
nad dem Vorhergehenden, indem man zuerft zwei biefer Momente zu- 
fammenfekt, das hieraus entfichende mit einem dritten verbindet, u. ſ. T., 

2% 
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leicht zu folgen, baß das Refultirende aller biefer Momente 
ihrer algebraifhen Summe gleich ift, d. b. daß man 


1.) Rr = 3.Pp 


hat, wenn man bie Kräfte des refultirenden Momente mit R, ihren 
Abſtand mit r bezeichnet, wobei indeffen zu beachten it, daß biefe 
Größen nicht beide genau beftimmt find, fonbern daß eine von. beiden 
immer willfürlih angenommen werben Tann. 

Die vorbergeheuden Sähe dienen auch zur Auflöfung ber umge 
kehrten Aufgabe: ein Moment in zwei oder mehrere andere zu 
zerlegen, deren Gefammtwirtung der Wirkung des gege 
benen Momentes gleich ift, und Die alle in berfelben Ebene, 
wiediefes, thätig ſind. Diefe Aufgabe ift natürlich keine beftimmte; 
e8 können vielmehr ale Momente bi8 auf eines willkürlich angenommen, 
und nur dieſes lebte, welches bie Summe aller dem Maaße des gege- 
benen Momentes gleich macht, darf berechnet werben. 


6. 1f. 


Bisher wurben bie Momente blos in berfelben Ebene angenommen 
und ihre Gefammtwirkung unterfuchtz gehen wir nun zur Betrachtung 
von Momenten über, bie in verſchiedenen Ebenen wirkſam find, unter 
ber Borausfegung, daß alle dieſe Ebenen unter fih in einer feften Ber- 
bindung ftehen. 

Unter diefer Vorausſetzung kann zuerft ber in F. 7 beiviefene Sa 
von der Verſetzung der Momente weiter ausgedehnt und fo ausgefprochen 
werden: Ein Moment fann niht nur in feiner Ebene, fon- 
bern auch in jede parallele Ebene und in dbiefer in jede 
beliebige Lage verfeht werden, ohne feine Wirkung zu 
andern, Denn es ift leicht zu fehen, daß ber daſelbſt geführte Beweis 
auch bier feine Anwendung findet, wenn man bie Punkte H umdb K, 
Big. 15, ober Die Gerade HK flatt in der Ebene des Momentes ſelbſt 
in einer dazu parallelen Ebene annimmt und im Uebrigen wie bort 
verführt. Es iſt alfo Dadurch die Müglichkeit der parallelen Verſetzung 
dargethan und burch Verbindung berfelben mit der Drehung in berfelben 
Ebene ergibt ſich wie bort die Möglichkeit jeber bellebigen Verſetzung 
eines Momentes aus einer gegebenen Chene in eine parallele. 

Daraus folgt fofort mit Beachtung ber Gleichung (1), daß wenn 
irgend eine Anzahl von Momenten, die in parallelen 
Ebenen wirken, gegeben if, das Refultirende berfelben 
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ihrer algebraifhen Summe gleich ift, da man alle biefe Mo⸗ 
mente in eine beliebige Ebene verſetzen und bort zu einem einzigen ver- 
einigen Tann. 

Umgekehrt wird es denn auch geftattet fein, ein gegebenes Moment 
in eine befiebige Anzahl anderer Momente zu zerlegen und dieſe in 
bellebige parallele Ebenen zu vertheilen, wenn fie nur ber Bebingungs- 
gleichung | 

Rr = 3.Pp 


Genüge leiften. 

Seien ferner zwei Diomente gegeben, deren Ebenen nicht mehr 
parallel ſind, ſich alſo unter irgend einem Winkel ſchneiden, 
und das Reſultirende derſelben zu ſuchen. 

Die gegebenen Momente mögen urfprünglich in ihren Ebenen liegen, 
wie fie wollen, fie können immer fo verſetzt werden, daß von einem 
jeden einer der Angriffspuntte in einen beftimmten Punkt der Durch— 
(hnittslinie beider Ebenen zu liegen kommt, daß bie beiden Hebelarme 
auf dieſer Geraden fenkrecht fiehen und demnach benfelben Winkel unter 
fh bilden, wie die Ebenen der Momente, und daß bie längs jener 
Durchſchnittslinie thätigen Kräfte derſelben in demfelben Sinne gerichtet 
find. In diefer Lage betrachten wir nun die Momente P.MN = Pp 
md P.MO = P’p, Fig. 22, von benen das erfte in ber Ebene 
ABCD, das zweite in ber Ebene ABEF liegt, und welche den Punkt M 
in der Durchſchnittslinie AB diefer Ebenen gemeinfchaftlich haben; wir 
werden dabei zuerft vorausſetzen, daß der Winkel OMN ein Rechter fet, 
daB alfo die beiden Ebenen auf einander fenkrecht ſtehen. 

Die beiden in M angreifenden, in demfelben Sinne thätigen Kräfte 
geben eine Refultivende R— P-+ P’; die in N und O angreifenden 
Parallelen Kräfte haben eine ganz gleiche, in entgegengefeßtem Sinne 
gerichtete, deren Angriffspuntt Q die Gerade ON fo theilt, daß man hat: 


Q_ ? 
P+P’ 


zeht man alsdann On parallel zu MN, wie Fig. 23 zeigt, fo iſt auch 
00:0ON = On: MN = On: 0M 

BP: 
— pP P+P I 


0ON:0Q=P-+P':P; 


alſo. 
L2n MAN 


On= om. an oo, 


Daraus folgt weiter: 


mr Ir 


und man findet damit 


‘ 


0 - Von’+ 0m — pp Ver +@rF) 
Das Maaß bed reſultirenden Momentes iſt aber 
(P+P)><MQ oder Rr, 
und bie vorhergehenden Werthe geben: 


2.) Rr = Y(Pp)? + (PP); 


man erficht daraus, daß das Refultirenbe von zwei unter Id 
vehtwinktligen Momenten dur bie Quabratwurzel anf 
der Summe der Quadrate ber gegebenen Momente auf 
gebrüdt wird, alfo in ähnlicher Weiſe wie bie Refulttrende zweit 
fürdernden Kräfte, deren Richtungen fenkrecht zu einander find (IJ. Buch 
6. 5). Berner ergeben fich bier, wie dort, wenn man den Winkel, den 
bie Ebene des Reſultirenden mit ber Ebene bed Momentes Pp bilde, 
durch den alfo die Lage ber erften Ebene beftimmt wird, mit 9 bezeichnet, 
die Verhältniſſe: 


0 = —— ; in ) 
3) —D ii 
y ’ . P’p’ 
ag I = 5, . 


Umgekehrt Tann man mittelft dieſer Ausdrücke ein gegebened Me 
ment M in zwei andere Momente M’ und M zerlegen, deren Eben 


die Winfel 9 md 2m — + mit feiner Ehene einfchließen; man ei⸗ 


halt dadurch 
M=Mc0s} ,„ M” = Msin$ 


als Werthe diefer Nebenmomente, 
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Es wäre. nun nicht ſchwer, bie Unterſuchung auch auf den Fall 
auszudehnen, wo Die Ebenen der beiden Momente einen ſpitzen oder 
Rumpfen Winkel unter. ſich bilden; ich übergehe jedoch dieſen beſondern 
dall, von dem wir in der Folge Teine Anwendung zu machen haben, 
da er in einem allgemeinen enthalten iſt, den wir ſogleich werden Tennen 
lernen. Ä 

Die Winkel, welche eine Ebene mit einer oder: mehreren andern 
einichließt, werben gewöhnlich und namentlich in Bezug auf bie Rich⸗ 
tung, in ber biefe Winkel genommen werben ſollen, mit größerer. Be- 
Rinmtheit Durch bie Winkel dargeſtellt, welche von ber Normalen ber 
erſten Ebene mit den Normalen ber andern, Ebenen gebildet werden. 
Indem wir nun biefes auch bei den. Ebenen unferer Momente anwen⸗ 
den, konnen uns diefe Normalen zugleich dazu bienen, unfere Momente 
oder ihre Wirkung ſelbſt darzuftellen und zwar fowohl ber Größe als 
Richtung nach, was auf eine andere Weife nicht mit derfelben Ein- 
fachheit mögfich wäre. Dazu iſt es aber vor Allem noͤthig, eine An⸗ 
nahme zu treffen über die Beziehung, welche zwiſchen ber Normalen zur 
Ebene des Momenies und dem Siume, in dem basfelbe drehen il, 
beſtehen fol, da die Normale ſich zu beiden Seiten ber Ebene erſtreckt. 
Wir wollen daher feftieben, daß die Normale immer fo auf ber Ebene 
des Momentes und zwar in einem der Angriffspunkte desſelben errichtet 
werde, dap für ein Auge, welches fi in einem Punkte der 
Rormalen befindet und gegen die Ehene gerichtet ifi, das 
Beſtreben des Momentes bahingeht, feine Ebene in dem— 
lelben Sinne zu drehen, wie fich der Zeiger einer Uhr be 
wegt. Diele beftimmte Normale, welche auf folche Weiſe ſowohl Die 
Rihtung ber Ebene des Momentes als auch den Sinn feiner Tpätigfeit 
in jeder Beziehung genau angibt, foll Die Achſe des Momentes 
genannt und zulebt auch bazu benützt werben, bie Intenſität bes 
Nomentes anfchaulich darzuftellen, indem man ihre Länge propor- 
tional zu dem Maaße Pp bes Momentes nimmt. Man wählt 
dazu, wie für die Einheit Ber foͤrdernden Kräfte auch eine beliebige 
Längeneinheit zur Vertreterin der Einheit der Momente und beſtimmt 
nach biefer und dem Zahlenwerthe bes Productes Pp die Känge ber 
Achſe des Momentes; auf dieſe Weife wird dann das betreffende Mo- 
ment durch feine Achſe der Größe und Michtung nach vollſtaͤndig ver 
beten, und man darf dabei mur im Auge behalten, daß bie Wirkung 
des Momentes darin beftcht, eine Drehung um biefe Achſe und zwar 
in dem vorher feſtachellten Sinne tervorzubringen. 


y)\ 

Der Lehrſatz über bie Verfefung und Beränderung ber Momente 
kann nach dieſen Beitimmungen nun einfach jo ausgeipruchen werben: 
Ein Moment kann, unbefhabet feiner Wirkung, einer 
fedben Veränderung und Verfegung unterworfen werben, 
bei welcher feine Achſe parallel und fein Maaß (das Pro⸗ 
burt Pp). unverändert bleibt, 


§. 13. 


Mittel der vorhergehenden Beftimmungen wird die Zufammen- 
feßung und Zerlegung ber Momente ganz auf dad für die fördernden 
Kräfte gegebene Verfahren zurückgeführt. 

Denn liegen die gegebenen Momente alle in derfelben Ebene ober 
in parallelen Ebenen, fo iſt das refultirende Moment gleich ber Summe 
ber gegebenen; in biefem Kalle find aber auch bie Achfen aller gegebenen 
Momente parallel und künnen in biefelbe Gerade verjeht werben, und 
bie Achſe des refultivenden Momentes iſt dann mit Berüdfichtigung ber 
Qualitätszeichen derfelben nach Gl. (1) gleich der algebratfchen Summe 
der Achfen ber gegebenen Momente, wie bie Refultirende von fürdern- 
ben Kräften, melche längs berfelben Geraden wirken, durch beten alge- 
braiſche Summe ausgebrüdt wird. 

Bilden dagegen bie Ebenen zweier Momente einen rechten Winkel 
anter fih, wie im Falle des 6. 11 und der Fig. 22, fo fchließen auch 
die Achfen diefer Momente einen rechten Winkel unter fich ein; es wird 
das Moment P.MN. durch bie Achfe MH, das Moment P’.MO durch 
die Achſe MK vorgeftellt werden, deren Längen ben Producten Pp umb 
P’p’ proportional find, und von Deren Enbpuntten H und K aus an- 
gefehen, jene Momente im Sinne eines Whrzeigerd drehen wollen. Die 
Achſe des refultivenden Momentes ifk dann offenbar bie Diagonale MJ 
des über MH und MK conſtruirten Rechtecks, denn man hat für dieſe 
bie Beziehungen: Ä 


MJ’= (Pp)?+(P’p)? = (Rr)®. 
und 


. n Pp 

tang % == tang JH = —— 

ng ng Pp 
mie es bie Gleichungen (2) und (3) verlangen. Auch fleht man, daß 
durch dieſe Achſe der Stun, in welchem das vefuktirende Moment drehen 
will, unferer Vorausſetzung entſprechend, richtig beſtimmt wird, und daß 
ſich umgekehrt bie Achſen MH und MK als vechtwinklige Componenten 
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der Achfe MJ ergeben, wie bie rechtvintiten Componenten einer foͤr⸗ 
dernden Kraft, 

Dieſe beiden Hauptfalie „auf welche ſich alle übrigen zurüdführen 
laſſen, genügen, um zu zeigen, ‘daß ſich die Momenten- Achfen gerade 
fo zufanımenfegen mb zerlegen laſſen, wie bie fürbernden Kräfte. 

Stud demnach drei Momente Mx, My, Mz gegeben, beren Ebenen 
ser Achten fenkrecht auf einanderſtehen, fo mögen fie in ihren Ebenen 
liegen, wie fie wollen, man Tann fie immer fo-verfeben, baf die Ans 
fangs= ober. Fußpunkte ihrer Achlen in bemfelben Punkte zuſammen⸗ 
treffen, und diefe felbft zu ihren früheren Richtungen parallel find. 
Die Achfe des refultirenden Momented Mn wird dann gerade fo gefun- 
den, wie bie Reſultirende dreier rechtwinkligen fürdernden Kräfte, und 
wenn 1, m, n die Winkel bezeichnen, welche dieſe letztere Achfe mit 
ben Achfen der drei gegebenen Momente einſchließt, fo Hat man 


Ma? = My? + My? 1 Mz? (4, 
und für dieſe Winkel die Gleichungen: 
Mx _ M Mz 
oi= » MM 7 ” =], . (© 


Dieſelben Gleichungen dienen auch wieder ‚dazu, ein gegebened Mo- 
ment M in drei unter fich vechtwinflige Mx, My, Mz zu zerlegen, 
deren Achfen bie Winkel 1, m, n mit ber des gegebenen Momentes 
bilden ſollen. | | 

Um endlich eine beliebige Anzahl von Momenten in beliebigen 
Ehenen zu einem einzigen zu vereinigen, wird man durch einen belie- 
bigen Punkt, der mit allen diefen Ebenen feft verbunden tft, drei recht⸗ 
winflige Coordinaten⸗Achſen legen, die Anfangspunkte aller Momenten- 
Achſen in jenen Anfangspunft der Coordinaten verfeben und die Winkel 
L, u, » beftimmen, welche jede dieſer Achfen mit den drei Coordinaten⸗ 
Achſen bildet. Man zerlegt dann jedes Moment M in drei unter ſich 
rechtwinklige: 


M cos 2 M cos u * Mcos» , 


deren Achfen mit ben entſprechenden Eoordinaten= Achfen zufammenfallen, 
und erhält fo drei Syfteme von Momenten, bie in den drei Eoordinaten- 
Ebenen thätig find, oder drei Syſteme von Momenten Achfen laͤngs 
der drei Coordinaten⸗Achſen. Dean findet daher nach (1) als reſul⸗ 
tirende Momente dieſer Syſteme: 
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Nx= 3.Hoosi in ber Gbene ber y2, 
6.) Mr= 3.Mcosu in der Ebene ber xz , 
Mz = 3.Mcosv in der Ebene ber xy, 


und der Inder x, y, ober z bezeichnet die Coordinatenachſe, in welcher 
bie Achfe des entiprechenben vejultivenden Momentes liegt, nder um 
welche basfelbe drehen will. Zuletzt geben die Gleichnngen (4) 
und (5) die Größe des Reſultirenden Ma aller Momente uud bie 
Winfel 1, m, n, welche beffen Adhfe mit ben drei Goorbinatenndhfen bilbet. 
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Zufolge der vorhergehend gefundenen Ausbrüde für die Zufanımen- 
feßung ber Momente werben wir bei biefen ganz ähnliche Lehrſätze für 
das reſultirende Moment erhalten, wie wir fie (I. Buch. $. 12) für 
die Reſultirende der fördernden Kräfte abgeleitet haben. So wird man, 
auf demfelben Wege wie dort, einen Ausdrud für das refultiende Mo— 
ment erhalten, welcher von der Lage der Goordinaten-Ehenen unab- 
hängig ift, nämlich: 


Mr? — M,? + M2 + M,2 + etc. 
+ 20 My con Hl, M, + 2M, My cool; M, + etc. 
oder auch in abgekürzter Form: 
7.) Mu — 3.M2 + 2S.MM cool , 


worin wie früher MW, M,M,, etc. bie Winkel bezeichnen, welche bie 
Achſen der entiprechenden Momente mit einander bilden. 

Berner kann auf gleiche Weife, wie in dem genannten $. bewieſen 
werben, daß die Projection der Achfe des refultirenden Momentes auf 
irgend eine Gerade ber Summe ber Projeetionen von den Achfen aller 
gegebenen Momente auf diefelbe Gerade gleich iſt, daß alſo auch die 
Brojection bes Refultirenden felbft auf irgend eine Ebene 
der Summe der PBrojectionen aller Momente auf biefelbe 
Ebene gleich tft, ober analytifch ausgedrüdt, indem man die Winkel 
zwifchen den Achſen der Momente und der Normalen zu dieſer Ebene 


durch MuN, MN, etc. vorſtellt: 
— 
8.) Ma cosMaAN = 3:MoosMN .. 
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Dezeichnet man dann die Winkel zwifchen biefer Normalen und ben drei 
Achſen mit g, h, k und macht MaN gleich I, fo hat man auch: 
Mr cos 9 —= Mxcosg-+ My cosh-+Mz cosk j 


und wenn es die Ebene des’ refultirenden Momentes ſelbſt iſt, auf 
welche die Momente projſicirt werben, fo iſt dieſes feiner Projection 
gleich, und demnach wird 


Ma— M; cos My Ma + Mg cos M, Ma +M% cos My Mn + eic. 
oder einfacher ausgedrückt, 
Ma — 3. MoosMin . c9. 


Das Reſultirende iſt folglich das größte Moment, das durch Pro- 
jetion der gegebenen Momente auf irgend eine Ebene erhalten werben 
kann, und die Summe aller Projectionen auf eine Ebene, welche auf 
der des refultivenden Momentes ſenkrecht fteht, iſt gleich Null, Für 
drei unter fich rechtwinklige Momente, deren Achfen mit der des Refuls 
tivenden die Winkel 1, m, n bilden, zieht man daran 


Ma = Mx cos! 4 Mycosm + Mzcosn . 


Einige andere bemerkenswerthe Eigenſchaften und bie befcriptive 
Daritelung ber Momente werben fpäter erörtert werben, wenn bie Zus 
fammenfeßung von Kräften, welche beliebige Angriffspunkte und Rich⸗ 
tungen haben, zur Unterfuchung gefommen ft. 


Drittes Kapitel, 
Geſammtwirkung paralleler Kräfte. Schwerpunkt. 


g. 15. 


Das einfachſte Syſtem von Kräften mit beliebigen Angriffspunkten 
ift dasjenige, bei welchem bie Richtungen aller Kräfte parallel find. 
Sch beginne deßhalb die Unterfuchung über die Geſammtwirkung ber 
Kräfte an einem feften Syftem mit biefem alle und zwar zuerft unter 
der Borausfetung, Daß alle dieſe Kräfte in derſelben Ebene Tiegen. 

Set alfo eine beliebige Anzahl von parallelen Kräften P,P’, etc. 
gegeben, welche alle in derfelben Ebene liegen, wie ihre Angriffepunfte 
M,M, etc, ig. 24. — Dur einen beliebigen Punkt A in dieſer 
Ebene ziehe man ein rechtwinfliges Achfenpaar AX und AY, von 
denen bie erftere mit der Richtung der Kräfte parallel ift, und beziehe 
auf dieſe die Lage ber Angriffspuntte M ,M’, etc. durch deren Coor⸗ 
dinaten x und y, während man den Sinn, in welchem bie Kräfte 
wirken, durch ihre Qualitätszeichen unterfcheibet und diejenigen Kräfte, 
wie P, welche ihren Angriffspunkt im Sinne ber. pofitiven x beivegen 
wollen, als pofitive oder P cosO, bie tm entgegengefehten Sinne wir- 
kenden, wie P’, als negative ober P cosrs nimmt. 

Sn dem Anfangspunfte. A der Coordinaten laſſe man nun längs 
der Achfe der x zwei der Kraft P gleiche, aber einander entgegengefeßte 
Kräfte angreifen, durch welche in der Wirkung ber gegebenen Kräfte 
offenbar nichts geändert wird; man wird nun aber die, in gleichem 
Sinne mit der gegebenen Kraft P in M, im Anfangspunfte A wirkende 
Kraft für fich allein als fürdernde, Dig beiden gleichen und entgegen- 
gefehten, in A und M angreifenden zufammen als drehende Kraft be 
trachten und in folder Weiſe die Wirkung jener gegebenen Kraft P 
in M in Bezug auf den Anfangspunkt A in feine fürbernde Wirkung P 
und in feine drehende Wirkung oder das Moment P.AM zerlegen. 
Das Maaß diefer drehenden Wirkung ift offenbar — Py, ba die Or— 
Dinate y des Angriffspunftes M zugleich der Abftand oder Hebelarm 
ber Kräfte des Momentes tft, und feine Wirkung nach unferer Annahme, 
Daß dasjenige Moment als pofitives betrachtet werben foll, welches feine 
Ehene in bemfelben Sinne drehen will, wie ſich ber Zeiger einer Uhr 
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bewegt, eine negative ift, und man flieht Ieicht, daß bied immer ber 
Hall fein wird, ſobald P und y gleiche Zeichen haben, daß dad Moment 
dagegen pofitio würde, wenn fie entgegengejeßte Zeichen hätten, und daß 
demnach der negative Ausdrud: — Py als allgemeiner anzunehmen if. 

Berfährt man dann auf diefelbe Weiſe mit allen übrigen ber ge= 
gebenen Kräfte, zerlegt alfo die Wirkung eines jeden in Bezug auf den 
Punkt A in eine fürdeende und in eine drehende, fo erhält man ſtatt 
des gegebenen Syſtems von Kräften zwei neue Spfteme, ein Syſtem 
von fürdernden Kräften P am Punkte A und ein Syſtem von Mo- 
menten — Py in ber Ebene der Kräfte Das erite derfelben, deſſen 
Kräfte alle längs derfelben Geraden, der Achfe der x, thätig find, läßt 
ſich durch eine einzige Kraft erfeßen, welche ber algebraiſchen Summe 
aller Kräfte gleich iſt; das zweite Syſtem kann ebenſo zu einem einzigen 
Moment vereinigt werden, indem man ſaͤmmtliche Momente desſelben 
mit Ruͤckſicht auf ihre Zeichen ſummirt. Die Wirkung des ganzen 
Syſtems ber gegebenen Kräfte in Bezug auf den Punkt A 
wird demnach durch eine. einzige. fürdernbe Kraft: 8.P 
und eine einzige drebende Kraft: 3.—Py oder — X. Py 
ausgedrückt ober vorgeftellt. 

Sn fehr vielen Fällen Tann dieſe Wirkung felbft als die einer ein⸗ 
zigen Kraft R angefehen werben, welche in einem Punkte x w in ber 
Ebene der Kräfte angreift, und deren Richtung zu der der gegebenen Kräfte 
parallel iſt. Es iſt einleuchtend, daß wenn dieſes der Fall fein folk, 
bie Wirkung der genannten Kraft fich. in eine fürdernde und in eine 
drehende muß zerlegen laſſen, von benen bie erfiere der Kraft S.P, 
bie-zweite bem Momente: — 3. Py gleich ifl. Man erhält aber durch 
eine gleiche Behandlung jener Kraft R, wie fie der Kraft P zu: Theil 
wurde, eine fördernde Kraft R am Anfangöpunkte längs ber Achſe 
der x und dann das Moment: — Rw, und damit hat man zur Ve⸗ 
ſtimmung der Kraft R die Gleichungen: 


R=3.P ,„ —Ry=— N.Py; 


bie erfte gibt die Intenſität diefer Kraft, die zweit den abnnd x 
Ihrer Richtung von der Achſe der x, naͤmlich — 
2. Py 

3.P’ 


ſo daß der Angriffspunkt ſelbſt in Bier Richtung, wie —— 
war, unbeſtimmt bleibt. 


Yv- 
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Wird aber in der erfien Bleihung Z.P, alfo auch R gleich Null, 
ohne daß au das Moment Z.Py Null iſt, fo kommt die Wirkung 
des gegebenen Syſtems auf biefes letztere allen zurüd und kann nicht 
mehr durch eine einzige Kraft erfeht werben. Bat man dagegen 


s.fy=0, 


ohne daß zugleih S.P Null ift, fo it w — 0, und bie Richtung der 
Refultivenden R FAlt in bie Achſe ber x. 


g. 16. 


Die Gleichung: 
qung v- S.Py _ p 
— 777 
gibt, wie ſchon bemerkt, nur den Abſtand ber Nichtung ber Reſultiren⸗ 
ben von ber Achle der x und kann uch als bie Gleichung Diefer 
Richtung, d. i. einer zu ber Achſe ber x parallelen Geraden, angefehen 
werben; es tft dabei gleichgültig, in welchen NRunkte diefer Geraden bie 
Kraft R angreift, ihre Wirkung if} ſtets biefelbe, 

Dreht man nun bie Richtungen. aller Kräfte ums deren Angriffs 
punkte durch einen rechten Winkel, fo daß diefelben zur Achſe der y 
parallel werben, Big. 25, fo ergeben ſich, bei gleicher Behandlung wie 
vorher, zwei ähnliche Spfteme, eines von fürbernden Kräften P und 
eines von drehenden Kräften Px, deren Maaß im Allgemeinen pofitio 
zu nehmen tft, ba ihre Wirkung einen pofitiven Siun hat, wenn P 
und x gleiche Zeichen haben, und dann erhält man durch Zuſammen⸗ 
ſetzung ber Kräfte desſelben Syſtems bie beiben Refultivenden: 2. F 
und 3.Px. Die Ricktung der Reſultirenden R &e6 ganzen Syftems 
muß dann ebenfalld der Achſe der y parallel fein, weil für eine andere 
Richtung diefer Kraft, wie man ſich durch Zerlegung derſelben in eine 
parallele und. eine jenfrechte Componente leicht Überzeugen wird, niemals 
Gleichheit zwifchen ben fürdernden Wirkungen diefer Componenten und 
ber förbernden Wirkung des gegebenen Syſtems erreicht werden Tann; 
man findet daher nun die Gleichungen: 


R=>3.P , Rx = 3.Px 
und zieht daran 
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Diefe Bleichung iſt nun bie Gleichung einer zur Achſe ber y parallelen 
Geraden, welche wieder alle möglichen Angriffspuntte. der Kraft R ent: 
halt und darnnier auch einem, ber zugleich der erften Geraden: w — b 
angehört und demnach als Angriffspunft von R für beide Lagen ber 
Kräfterichtungen angefehen werben Tann. 

Es ift aber nicht ſchwer zu zeigen, daß diefer Punkt in allen Lagen, 
welche die Kräfte gegen die Goordinatenachfen einnehmen Tonnen, in 
der Richtung ber Refultirenden R Tiegt und demnach immer Angriffs- 
punkt diefer Kraft bleibt. Denn dreht man bie Richtungen aller Kräfte 
in eine belichige Lage, zieht durch den Anfang A, Fig. 26, zwei neue 
Ahlen AX’ und AY’, von denen bie erftere parallel zur neuen Richtung 
ber Kräfte jet, und Gegeidjnet bie Goordinaten der Angriffspunfte der 
einzelnen Kräfte in Bezug auf biefe Achfen durch x’, Y, für bie Reful- 
tirende mit x, ww, fo tft wie oben 


R= *_.P 9 ‚Rvw=2.Py. 


Wird dann der Winkel zwiſchen ben Achien AX und AX mit » be- 
zeichnet, fo hat man zwiſchen den alten und ben neuen Goorbinaten bie 
bekannten Beziehungen: 
x=xc00-+ ysmo j x = Xcosw-+ Ysinw, 
Yy=ywsw—xısi®o , Y= wvcosw— Xsaw, 


wit welchen :bie zweite ber vorhergehenden Gleichungen bie Form am- 
nimmt; 


Row csw— X sino) — 3.Plyasu — xsino) 
oder: 
(RY— 3.Py)oso = (RX—3.Px) sin o ; 


und diefer letztern Gleichung wird offenbar für. jeden Werth von w 
Genüge geleiftet, wenn man zugleich 


RY=S5.Pfy „ . Rx=>3.Pı 
Kt. Die Gleichungen: 


3.Px 2. Py 
u 57 Zu 
deüdten demnach nabhängig von ben Mintel w, d. h. für jebe Lage 
der Rräfte einen Punkt in der Richtung der Refultivenden aus, und 





x == 
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man kann diefen deßhalb vorzugsteile ben Angriffspunkt berfelben neu= 
nen; wir werben ihn fogleich bei einem allgemeinen Syſtem von pa⸗ 
rallelen Kräften noch unter einem bejondern Namen kennen lernen. 
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Sn dem allgemeinen Falle, wo bie Kräfte nicht mehr in berfelben 
Ebenen liegen, nehmen mir irgend einen dem feften Syftem angehörigen 
Punkt A, Big. 27, als Anfang eines vechtwinkligen Soorbinatenfyftems, 
befien eine Achfe, 3. B. die AX, paralldl zur Richtung ber Kräfte ift, 
während bie AY und AZ eine beliebige Lage haben, beziehen auf dieſe 
die Lage der Angriffspunfte durch die Goordinaten x, y, z und unter- 
fuchen wieder die Wirkung der einzelnen Kräfte in Bezug auf ben An- 
fang A, indem wir wie immer diejenigen Kräfte als poftive nehmen, welche 
ihre Angriffspuntte im Sinne ber pofitiven x bewegen wollen. 

Dazu bringen wir wie vorher in dem Punkte A zwei der Kraft P 
gleiche und einander entgegengelehte Kräfte P längs ber. Achſe der x 
an, wodurch in ber Wirkung ber Kräfte nichts geändert wird; dieſe 
drei Kräfte P können aber auch als die nach A verfette fördernde Wir⸗ 
fung ber gegebenen Kraft P und als ein Moment P. AM betrachtet 
werden ‚. welches deren drehende Wirkung in Bezug auf ben Punkt A aus- 
drückt. Die Ebene dieſes Momentes geht durch die Achfe dev x, feine 
Achſe FANt demnach in die Ebene der yz, und feine Sntenfität {fl 


gleih P Vr+ 2°, Dieſes Moment zerlegen wir wieber in zwei unter 


fich vechtwinklige, deren Achien mit bem Achſen der y und z zuſammen⸗ 
fallen, und bie burch 





=Pz , PYy?+22. —! =—Py 














P Yy?-+ +22. 
Vr+: Yy?+.° 
ausgedrückt find, da bie Quotienten | | 
— und - — I. 
VrY+2 Vr+ 


die Coſinus der Winkel find, welche bie Achfe Pp des obigen Momentes 
mit den Achfen ber y und z bildet, wie man fich Telcht durch ben An⸗ 
blick der Fig. 28 überzeugen wird, welche bie Ebene der yz mit dem 
Rip der Shene des Momentes Pp, mit feiner Achſe Ar nnd deren 
Seitenadhfen — Py und Pz. voriielt, 


33. 


Durch gleiche Behandlung aller übrigen gegebenen Kräfte bildet 
man dann drei Syfteme von einfachen Kräften, von benen bas erfte 
wur fürdernde, in der Achſe der x thätige Kräfte enthält und durch eine 
einzige fördernde Kraft 3. P erfeht werben Tann, während bie beiben 
andern aus einer gleichen Anzahl von drehenden Kräften beftehen, für 
welche man bie vefultirenden Momente: 


—2.Py 9 . Pꝛ⸗ 


Dieſe drei Kräfte von einfacher Wirkung: 
2P, —z2Py , z.B 

Tonnen wieder in fehr vielen Fällen als bie fördernde und als bie brehen- 
ben Wirkungen einer Kraft R betrachtet werden, deren Richtung ber ber 
gegebenen Kräfte parallel if. Bezeichnet man daher, um bie Größe 
und Lage biefer Kraft zu beftimmen, die Coordinaten ihres Angriffs- 
punftes mit X, w, 2 und benft fich diefelbe von dieſem Punkte wie 
bie Kraft P in den Anfang A verſetzt, fo wird fie dadurch zuerſt in eine för⸗ 
bernde Kraft R, und in ein Moment R yr: + 2? zerlegt, welches 
Iehtere wieder zwei vechtwinklige Seitenmomente: 


—Ry , Rz 


gibt. Da aber biefe drei Kräfte bie Wirkungen ber vorhergehenden 
fürdernden Kraft 3.P umd der Momente — S. Py und 3. Pz erſetzen 
folfen, fo bat man die Gleichungen 


R=>.P, 
—Rr=— >23. „, Rz = 3.Pız 
und zieht daraus 
_ 3.Py __. 23.Pz 
 =yr ,»ı #57. Ä 








Diefe Heiden Gleichungen Iaffen den Werth von X wieder unbeftimmt 
und geben blos die Lage einer zur Achſe der x ober zur Richtung der 
Kräfte parallelen Geraden als Richtung der allgemeinen Refultirenden R. 

Werden nun die Richtungen aller Kräfte wieder um deren Aln- 
griffspunkte gebreht und zwar zuerſt fo, daß fie parallel zur Achſe 
der y werben, und bie Kräfte wie vorher zerlegt, fo erhält man wieder 
diefelbe fördernde Refultivende Z. P nun längs der Achſe der y wirkend, 

Decker, Handbuch ver Mechanik IL. 3 


und die beiden refultirenden Momente S.Px mb — 3.Pz in ber 
Ebenen der xy und ber ya. Diefe lebtern Tonnen dann als Ergebniſſe 
der Berfebung einer Kraft R==3.P von ihrem urfprünglicden An- 
rifföpunkte x w z in ben Punkt A angefehen werben, unb man 








bat zur Beſtimmung jenes Punktes die Gleichungen: 
RX = 3.Px „ — R& =— 3.Pı 
oder auch) 
x — 3x E— 3.Pz 
—3.P —2.P 


Die durch diefe Gleichungen beftimmte, zur Achſe ber y parallele 
Gerade fchneidet die vorhergehende Richtung der Reſultirenden R in 
einem Punkte, ber allen Richtungen dieſer Kraft gemeinichaftlich bleibt, 
wie man auch bie Kräfte um ihre Angriffspunkte drehen mag, und ' 
welcher nach dem Obigen durch bie drei Gleichungen: 
3.Px 2. Py 2. P 


u — 77 


sp’ 1757 


gegeben iſt. Denn es tft Teicht zu fehen, daß wenn die Kräfte noch 
ferner gedreht werben, bis fie zur Achfe ber z parallel geworden find, 
man immer wieder R 3.P findet, dann 


—RX=—3.Px „ Ry = 3,Py 

und folglich au 
rg ® _2.Px vr 3 
— 7577 — 3,P° 


Wird endlich die Richtung ber Kräfte irgend eine beliebige gegen das 
Coordinatenſyſtem, und bezeichnet man den Winkel, welchen biefe Rich- 
tung mit der Achfe der z bildet, Durch 9, den, welchen ihre Projectton 
in der Ebene der xy mit der Achfe der x einichließt, mit w, und denkt 
fih durch den Anfang A neue Coordinaten-Achſen der x’, Y, z’ fo 
gelegt, daß bie Achſe ber z’ mit der Richtung ber Kräfte parallel wird, 
wobei bie Lage der Achfe der y’ unbeftimmt bleibt und deßhalb in ber 
Ebene dee xy angenommen werben Tann, fo-hat man in Bezug auf 
Die neuen Achſen nach dem Vorhergehenden: 


RX=3Px ,„ RyY=_ZPy, 
wenn X’, w’ die Boorbinaten des Angriffspunktes ber Kraft R in 
Bezug auf bie neuen Achſen bezeichnen. Man Hat aber auch zwiſchen 
den alten und neuen Coordinaten nach 8. 22 der Ginleltung die Bes 
ziehungen: 








10.) x = 





— — 


x = 208 9 cos 4 y cos 9 sin — z8n) , 
V — xsin o - Yyc0o, 
md damit nehmen die obigen Gleichungen bie Form an: 


(RX—Z.Px) cos 9 cos @-+(RW—Z.Py) cos $sina—{RZ—Z.Pr)sin$, 
(RX--3.Px)sno—=(RY—2.Py)coso ; 


es geht daraus hervor, daß fie inabhängig von den Winfeln o und I 
oder für alle mögliche Werthe derfelben befriedigt werden, wenn 


RX=23.Px, Rvw=>fy, RBz=2.P: 


geieht wird, daß alfo der Punkt, deſſen Coordinaten durch dieſe ober 
die Gleichungen (10) beftimmt werden, in allen Lagen, welche das 
Syftem von parallelen Kräften um bie unveränderten Angriffspunfte 
einnehmen kann, tin ber Richtung der Refultirenden bes Syſtems Tiegt. 
Diejer Punkt wird deßhalb Mittelpunkt der parallelen Kräfte 
genannt. 


$. 18. 


Aus dem Borhergehenden erficht mar, daß bie Summe aller Kräfte P 
Immer biefelbe bleibt, mie auch das Coordinatenſyſtem liegen mag; bie 
Momente dagegen ändern fich nicht nur mit ber Lage der Achfen gegen 
die gemeinfchaftliche Richtung der Kräfte, fondern auch hauptfächlich mit 
der Rage des Anfangspunktes der Coordinaten; es iſt deßhalb immer 
möglich, durch Aenderung diefer Lage des Anfangspunftes den Summen 
der Momente in ben einzelnen Goorbdinaten= Ebenen oder ben refultiven- 
den Momenten einen beliebigen Werth zu geben, namentlich den Werth: 
Rull. Iſt z. B. die Achfe der z ber Richtung ber Kräfte parallel, und 
man verlegt den Anfang der Goordinaten in der Ebene der xy fo, 
daß man | | 

y=aY-Y . », =X—r 


bat, fo werben Die Momentenſummen in ben Ebenen der xz und yz 


E.P(w—y) „ E.P(x —x 
Der an ( Y) (X ) 


S.Px—.3.Py „ 3.PxXx— 3.Pr, 
und damit jede derfelben Null werde, muß man Haben 
E.Pyw=>.Py , Z.PK = 3.Px , 
Oder da w und X für alle Summenglieber denfelben Werth behalten: 
| 3% 





vw_s.Pp=Y_[.Py j xy..P=X3.Pr, 
woraus man zieht 


“=77 i = 7. 

Diefe Heiden Gleichungen drücken aber die Richtung der Refultiren- 
ben aus und zeigen demnach, daß für jeben Bunft in der Ride 
tung der Refultirenden des ganzen Syftems bie Summen 
der Momente inzwei zu dieſer Rihtung parallelen Ebenen 
Null werben. In Bezug auf ben Mittelpunkt der parallelen Kräfte 
hat man folglich für jede Lage der Achfen bie Momentenfummen gleich 
Null, d. h. 


1.) 2.x=0, zZz.Py=0, 2P=0, 


und umgefehrt fließt man, daß wenn ſich für ein Syſtem mit paral- 
Velen Kräften bie vorftehenden Gleichungen ergeben, der Anfang der 
Coordinaten der Mittelpunkt der parallelen Kräfte if. Sind nur zwei 
jener Gleichungen Null, fo Itegt dieſer Mittelpunkt in ber in benfelben 
nicht vertretenen Achſe, alfo wenn bie beiden erften. Null find, in der Achfe 
der z, und wenn nur eine berfelben Null ift, in ber Ebene, welche die 
nicht vertretenen Achfen enthält, alfo für die erfte der obigen Gleichun- 
gen in ber Ebene der yz, für die zweite in der Ebene der xz, u. f.f. 

Sn dem befondern Zalle dagegen, mo &.P — 0 iſt, ohne baf 
die Momente S. Px, X. Py, 3.Pz Null. find, können die Gleichun⸗ 
gen (10) nicht mehr befriedigt werden; es gibt dann keine einzelne 
Kraft mehr, welche die Wirkung des ganzen Syſtems erſetzen kann; 
denn dieſe kommt auf das Reſultirende der beiden von den obigen Mo— 
menten zurück, deren Achſen zur Richtung der Kräfte ſenkrecht find, 
alfo wenn die Achfe der z zu dieſer Richtung parallel ift, auf das Re- 
fultirende der Momente: &.Px und I.Py, welches durch: 


Mm, = V(z.: Px)2 +-(2.Py)2 


ausgedrückt wird, Diefes Moment und feine Gomponenten find ba 
durchaus unabhängig. von der Lage des Anfangspunftes, fie ändern ihre 
Werthe nicht und fünnen folglich niemald® Nul werden. Denn bie 
Gleichungen: 


z.Px=5.P(X+x) ‚ 2.Py=2.P(Y-+Y), 
unter die Form gebracht: 
3.Px=x2.P+2.Pfr ,„ Z.Py=yZ.P-+2.Py, 


eigen, daß fr 3.P=0,. 
3.Px=>.Pr , 3.Py=Z.Py 


wird, welches auch X und wW fein mögen. In diefem Falle gibt es 
natürlich auch keinen Mittelpunkt der Kräfte mehr. 


g. 19, 


Das bemertenswerthefte Beiſpiel für parallele Kräfte bieten uns die 
Erſcheinungen ber Schwere ober die Wirkungen dar, welche die Erbe 
durch ihre Anziehung auf die Körper, bie ſich auf ihrer Oberfläche be= 
finden, hervorbringt. 

Diefe Kraft ift nämlich, wie bereits im vorhergehenden Buche er- 
örtert wurde, an allen Orten ber Erboberfläche fenfrecht zu ber Ober- 
fläche eines ruhigen Waſſers oder ſenkrecht zur geometriichen Erdoberfläche 
gerichtet, d. h. zu derjenigen Fläche, welche durch die unter das fefte 
Land verlängerte Meeresfläche gebildet wird. Da nun bie Geftalt der 
Erde der einer Kugel fehr nahe kommt, fo fchneiben ſich alle Normalen 
ihrer Oberfläche nahe an ihrem Mittelpunfte, und es bilden zwei folche 
Vertifale ober Lothlinien je nach der Lage ber entiprechenden Orte 
einen größern oder Fleinern Winkel mit einander, welcher durch ben 
Bogen eines größten Kreifes gemeflen wird, der die beiden Orte ver- 
bindet. Der Halbmeſſer eines folchen Kreifes beträgt ohngefahr 6370000 
Meter; jener Bogen muß alſo 


6370000” 

206265 
lang fein, wenn die an feinen beiden Enden errichteten Vertikalen oder 
de Richtungen ber Schwere daſelbſt einen Winkel von einer Se⸗ 
lkunde einfchließen follen. Man Tann demnach bei einem Körper von 
gerehmliher Ausdehnung bie Richtungen ber Schwere für alle Punkte 
desſelben als parallel betrachten. Wir haben ferner in dem vorher- 
gehenden Buche geliehen, daß fich die Intenſitaͤt dieſer Kraft mit der 
geographiſchen Breite eines Ortes und mit ber Entfernung eines Körpers 
von dem Mittelpuntte der Erde ändert; aber auch dieſe Ortsverän- 
derungen müffen fehr beträchtlich werben, wenn bie Veränderung in ber 
Stärke der Anziehung ber Erde bemerkbar werben fol, jedenfalls weit 
größer, als die Ausbehnungen der Körper, welche wir in biefer Be- 
ziehung zu unterfuchen haben werben, und wir können deßhalb Die Schwere 
für alle Punkte desſelben Körpers und ſelbſt für mehrere Körper, bie 


— 31” nahezu 


— 88 


nicht ſehr weit von einander entfernt ſind, als unveranderliche Kraft 
annehmen. 

Nach dieſen Wahrnehmungen und ben weiten in F8. 43 u, f. f. 
des vorhergehenden Buches abgeleiteten Sägen müͤſſen wir uns alfo 
fämmtliche materielle Punkte (Atome) eines Körperd von parallelen 
Kräften angegriffen denken, welche alle in demfelben Sinne wirken und 
den Maffen derfelben proportional find, deren Refultirende daher ihrer 
Summe gleich ift und das Gewicht des ganzen Körpers vorſtellt. 
Die Richtung diefer Kräfte iſt unveränderlich; fie drehen ſich alfo alle, 
wenn ber Körper in eine andere Lage gebracht wird, um ihre Angriffe- 
punfte, und ihre Refultirende dreht fi um ben Mittelpunkt dieſer 
Kräfte, welcher hier den befondern Namen Schwerpuntt führt und 
am einfachften geradezu als Angriffspunft dieſer Refultirenden oder des 
Gewichtes des entiprechenden Körperd angenommen wird, In vielen 
Fällen, in denen es nämlich nicht auf bie Geftalt eines Körpers an- 
fommt, Tann man daher einen folchen blos als einen materiellen Punkt 
anfehen, welcher diefelbe Maſſe und dasfelbe Gewicht wie jener befikt, 
und ber den Ort des Schwerpimttes von diefem Körper einnimmt, und 
in allen Unterfuchungen, die das Gleichgewicht ober die Bewegung fefter 
Körper auf ber Erde betreffen, wird deren Gewicht als eine lothrecht 
abwärts wirkende Kraft in Rechnung gebracht, welche in dem Schwer: 
punkte des betreffenden Körpers angreift. 

Aus biefen Bemerkungen erhellt, wie wichtig es tft, ben Schwer- 
punkt eines Körpers oder eines feiten Syſtems von Körpern beſtimmen 
zu können, weßhalb denn auch dieſer Gegenftand im Folgenden aus⸗ 
führlich behandelt werden ſoll. 


§. 20. 


Zuerſt iſt es einleuchtend, daß fir ein Syſtem von Körpern ober 
Körpertheilen, deren Form und Anzahl beftimmt, und deren Gewichte 
und Schwerpunkte bekannt find, die Gleichungen (10) unmittelbar zur 
Beſtimmung des Schwerpunktes von dem ganzen Syftem bienen werben. 
Denn bezeichnet man das Gewicht von irgend einem derfelben mit P, 
die Coordinaten ſeines Schwerpunktes in Bezug auf ein belichtg ges 
richtetes Achfenfuftem mit x, y, z und bie bed gefuchten Schwerpunktes 
vom ganzen Syftem mit X, W, 2, fo kann man in diefer Beziehung 
jeden dieſer Körper durch fein Gewicht, alfo durch eine lothrecht in feinem 
Schwerpunkte angreifende Kraft erſetzen und erhält fo ein Syſtem von 
parallelen Kräften P, deren Angriffspuntte durch bie Coordinaten x, y, x 
gegeben ſind. Man hat demnach 


__. 3.Px _ 3.Py _ 2.Pı 

= 77. Y=gr.: 7-77 

als die Gleichungen, durch welche die Lage bes Mittelpunttes jener 

Kräfte oder des Schwerpunktes vom ganzen Syſtem vollfländig be= 
ſtimmt wird. 

Aus diefen Werthen und aus dem Umftande, daß alle Kräfte P 
in demſelben Sinne thätig find, ſchließt man fogleich, daß ber Schwer= 
punkt des ganzen Syftems immer zwiſchen bie Schwerpunkte ber einzelnen 
Körper oder Körperiheile fallen muß. Denn legt man bas willfürliche 
Goordinatenfyftem fo, daß alle diefe Schwerpunkte auf die pofitive Seite 
bee Achſen desſelben zu Liegen fommen, baß alfo alle x, y und z po= 
ftio find, fo Teuchtet ein, daß 8. Px größer fein wird, ald x,T.P 
md Feiner als X 3.P, wenn x, ben Pleinften, X den größten Werth 
von x bezeichnet, daß folglich 


x>n 0 wm <X 


fein muß. Dasſelbe gilt natürlich au für w und 2. 

Die vorhergehenden Ausdrüce und Kolgerungen behalten ihre Gül⸗ 
figkekt, wie auch die Anordnung bes Syſtems beichaffen fein mag, wenn 
mir alle Körper unter fich in fefter Verbindung flehen, alfo auch dann 
noch, wenn fie, in fletige Berührung gekommen, ald Theile eines und 
beöielben Körpers betrachtet werben Tonnen. Ste finden daher häufig 
in folchen Fällen Anwendung, wo man die Schwerpuntte einzelner 
Theile eines Körpers kennt und den bes ganzen Körpers daraus be= 
ſtiumen will, ober wo dieſer letztere und die Schwerpunkte von einem 
oder mehreren Theilen gegeben find, und ber Schwerpunft eines andern 
Theiles damit beftinunt werben fol. 





(12, 


g. 21. 


In diefer Weiſe koͤnnen jene Ausbrüce aber nicht mehr angemenbet 
werden, wenn das zu unterfuchende Syſtem von materiellen Punkten 
ein ſtetig anfammenhängendes, unb von bemfelben nichts weiter 
gegeben iſt, als bie geometrifche Form feiner Begrenzung und das Geſetz, 
nach weichem fich feine Dichte von einem Punkte zum andern ändert, 
und doch fieht man ein, daß durch diefe beiden Gegebenen bie Maſſe 
und ihre Vertheilung im Körper, folglich auch das Gewicht und deſſen 
Vertheilung umb damit die Lage Des Schwerpunktes befkimmt tft, ba 
diefe Lage alſo auch aus jenen Gegebenen muß abgeleitet werben Können. 


a0 


Bevor wir jedoch in biefe Unterfuchung eingeben, tft es nothwendig, 
ung über einen wichtigen Unterfchled klar zu machen, welcher zwilchen 
unferer phyfitalifchen Vorftellung von ber Bülbung eines Körpers 
oder Syſtems von materiellen Punkten und zwiſchen unferer mathe 
matifchen Vorftellungsweife darüber beſteht. Nach ber erftern Vor⸗ 
ftellung benfen wir uns, wie in ber Einleitung erläutert wurde, bie 
Körper aus einzelnen materiellen Punkten zufammengefeßt, welche ſehr 
Hein find (doch nicht, wie man fich oft ausbrüdt, unendlich Hein), 
über deren Größe und Ausdehnung wir aber nicht das Geringfte wiſſen, 
bie wir alfo auch nicht in Rechnung nehmen können; dazu kommt noch, 
daß diefe materiellen Punkte den Raum nicht einmal ftetig ausfüllen, 
fondern fih alle in fehr Kleinen gegenfettigen Entfernungen halten, bie 
wir ebenfalls nicht kennen, weßwegen es denn auch für und vein un- 
möglich tft, die Maſſe und das Gewicht eines Körpers biefer Vorftel- 
lung gemäß und mittel$ derfelben zu beſtimmen. Wir nehmen daher 
bet ber Berechnung diefer Größen von jener phyfikalifchen Vorftellungs- 
weife gänzlich Umgang und fielen uns einen phyfifchen Körper gerade 
fo wie den geometrifchen Raum, welchen feine Begrenzungen einfchließen, 
als ein ftetig zufammenhängendes Ganze vor; die Punkte, 
welche wir innerhalb desfelben durch Coordinaten beftimmen, find dann 
rein geometrifche Punkte ohne alle Ausdehnung, von welchen man nicht 
fagen kann, daß fie eine Maſſe, en Gewicht, u. f. f., beflten, 
ebenfomwentg ald man von Fläche und Rauminhalt eines geometrifchen 
Punktes reden kann. Es Tanıı folglich auch von einer phyfifchen 
Dichte in einem ſolchen Punkte nicht mehr bie Rede fein, da dieſe, 
wie im erften Buche ($. 45) erörtert worden ift, das Verhältniß eines 
beſtimmten Rauminhaltes zu der darin enthaltenen Stoffmenge ausdrüdt. 
Man bildet fich deßhalb ebenfo einen mathematifchen Begriff für 
bie Dichte, indem man ſich den Körper in beliebig viele Feine Theile 
zerlegt vorftellt, die Verhältniſſe zwiſchen Maſſe und Volumen biefer 
einzelnen Theile berechnet denkt, dieſe Verhältniffe als die Dichten für 
die Mittelpunkte der genannten Theilchen aufftellt und einen analytiichen 
Ausdruck ſucht oder als gefumden annimmt, welcher alle biefe Dichten 
nach der Lage jener Mittelpunkte durch ein mathematiſches Geſetz ver⸗ 
einigt, fo daß nach demfelben die Dichte für einen jeden folchen Punkt 
berechnet werden kann. Dieſer analytifche Ausdrud wird nun bie Dichte 
als eine ftetig veränderliche Größe und als eine Function anderer ftetig 
veränderlicher Größen barftellen; er wird für jeben geometrifchen Punkt 
des Körperd einen beftimmten Werth geben, und biefer Werth wird 
nun die geometrifche Dichte für jenen Punkt vorſtellen. 


41 


Diefe ftetig veränderliche, geometrifche Dichte iſt nun nicht mehr 
dad Verhältniß einer beftimmten abgegrenzten Stoffmenge zu dem von 
ihr erfüllten Raumes; fie iſt vielmehr das Aenderungsgeſetz einer 
ſolchen Stoffmenge in Bezug auf die Acnderung des Raumes, wie fich 
durch folgende Betrachtung leicht ergibt. 

Denken wir uns irgend ein fletiged Syftem von materiellen Punkten 
bis zu einem beſtimmten geometriſchen Punkte im Innern desſelben ab- 
gegrenzt; bezeichnen wir das Volumen biefes begrenzten Theiled mit V, 
bie darin enthaltene Maſſe mit M und die geometrifche Dichte in dem 
betreffenden Grenzpunfte mit q. Laflen wir nun das Volumen V 
unter irgend einer Form um einen Keinen Raum AV wachen, in 
welchen die Dichte den größten Werth q + I’q und den Tleinften 
Werth q — I” q erreichen foll, fo wird zu ber Maffe M noch ein neuer 
Theil IM binzufommen, welcher jedenfalls größer tft, als der, den 
derſelbe Raum faflen würde, wenn die Dichte durchaus conflant und 
der Eleinften Dichte q — 1’ q in biefem Heinen Raume gleich wäre, 
der alſo durch das Product: 


AY(q— d’q) 


gemeffen würde. Offenbar muß die Stoffmenge IM aber auch kleiner 
fein, als diejenige Maffe, welche der Raum IV faffen würde, wenn 
die Dichte überall der größten Dichte q + 9 gleich wäre, und welche 
durch das Product: 

AV(14 40) 


gemeſſen wird. Man hat demnach die beiden Ungleichungen: 
AU > Na fd) und <AVlgr fg); 
and denen man Yeicht die Gleichung zieht: 
d4auU=AV[ute(fya-fdg); 


wenn man unter « einen Zahlenwerth zwifchen O und 1 verfteht, und 
keitet daraus das Verhaͤltniß ab: 


AM 
AV 


Gehen wir nun wieder zur urfprünglichen Begrenzung und in ben 
gewählten geometriſchen Punkt zurüd, wo Die Sröben aM, A4V, q, 


I q einzeln für ſich Null werden, das Berhättmip 9 ET dagegen feinen 


=q+te(dga—Ld). - (a. 


44 
und das Product gq iſt nun auch das Maaß für das Gewicht ber | 
Bolumen- Einheit bes betreffenden Stoffes. 


$. 22, 


Um nun ebenfo bie Beziehungen zu erhalten, welche zwifchen ber 
Geſtalt und Dichte eines Körpers und ber Lage feines Schwerpunftes 
beftehen,, ſei P in Function der Goordinaten x, y, z bad Gewicht eines 
Körpertheiles, welcher auf der einen Seite durch drei zu den Coordina⸗ 
ten= Ebenen parallele und von biefen um bie Abflände x, y, z entfernte 
Ebenen begrenzt wird, und X, w, 2 ſeien bie Goorbinaten feines 
Schwerpunktes. Während nun y und z unverändert bleiben, wachſe 
ber Abftand x der zur Ebene ber yz parallelen Grenzebene um 4x 
und in Folge deſſen das Gewicht P um 4, P, indem man mit 4,P 
andeutet, daß dieſer Zumachd nur von ber Veränderung von x herrüßtt, 
Der Körper wird dadurch einen neuen Theil erhalten, deſſen Schwer: 
punft nach $. 20 in das Innere desielben fällt, weßhalb die Entfernung 
x’ diefes Punktes von der Ebene ber yz, welche größer tft als x und 
Kleiner als x + Ax gleih x + © Ax gelebt werben kann, wenn a 
einen Zahlenwerth zwiſchen O und 1 bezeichnet. Mit diefen Werthen 
findet man zur Beftimmung ber Abſciſſe & + 1X bed Schwerpunftes 
beider Körpertheile zufammen nach ben Gleichungen (12) den Ausdrud: 


PXx+4,P(x+ 04x) 


IX = PrZR 


und daraus durch Reduction: 

x P+PAX+4xX4P=xI,P+ads{P. 
Diefe Gleichung gibt Pe 

AP 

x dx mr 2,7 dx 
Geht man dann —* zu der früheren Grenze des Körpers zurück, 
wodurch x Null wird, jo hat man auch 4, Ir O0 und umfomehr 
7 IX 
dx 


ihre anfang: 4 — = und = , und man Im kabun: 


4,P 
— +04,P . 




















dP „ar 
F ray = ir’ 
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oder in einfacherer Form: 
einfach do d.Px dP 
—_— > X— , 
dx dx 


Derfährt man dann ebenfo in Bezug auf die beiden andern ben Ebenen 
ber xz und xy parallelen Grenzen des Körpers, fo erhält man bie 
dret Gleichungen: 


d.Px __dP d.Pw ___dP d.Pz 
a «’y ıy’ 

welche die verlangten Beziehungen zwiſchen ber Lage des Schwerpunktes 
. und dem Gewichte eines gegebenen Körpers in Function der Coordinaten 
ber Begrenzung, worin offenbar Form und Dichte enthalten tft, aug= 
drücken; fie geben die Menderungsgefeke der MionientePx, PV, Pz 
in Bezug auf die Aenderung der Coordinaten, d. h. fie zei— 
gen, wie fich diefe Momente ändern wollen, wenn man bie 
entfprechende Grenze des Körpers erweitert, und bieten un 
die Mittel, den Schwerpunft eines Körpers aus feiner Geftalt und feiner 
Dichte durch die Integralrechnung zu finden. 

Wir Haben nämlich oben gefehen, daß 


AP = jix. für. für. ga= [ax far. far.p 


wenn man Das Aenderungsgefeh gq des Gewichtes oder das geometrifche 
ſpezifiſche Gewicht in dem Punkte xyz mit p bezeichnet. Daraus folgt 
zunächſt, weil hier x, y, z ganz unabhängig find, und deßhalb bie 
Ordnung in der Aufeinanderfolge der Integrationen willkürlich ift: 


n= fer. far. p, für. fau.p, = jr. für», 
und Damit ergibt ſich zufolge ber Gleichungen (14): 0 
— = (dx.xS, = [ax.x (äy. [d2.p=[dx. [ay. [dz.px, 
4r7= (ar. = [ar.y fax. fdr.p= fax. für. [ür.or, 
Ara (d2.2,,=[da.2fax. (üy.p= fax. (ar. fdu.pz. 


Werden alfo diefe Integralien zwifchen den entfprechenben Grenzen, bie 
wie mit X und xo für x, X und. yo-für-y, Z-und.z, für z bezeichnen 








dp 
— zZ dz N) (14. 
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wollen, genommen, ſo daß ſie in beſtimmte übergehen, ſo erhalten wir 
zur unmittelbaren Beſtimmung des Schwerpunktes die vier Gleichungen: 


P [& fü fe pP; 
15.) Px [x fe fe px, Py= | fe fe PY; 

Pz JS fr fü pz | 
und ziehen daraus 


x Y Z 
u: fe fear px _ jejo dz.py 
Xe v Lo 


als Werthe der drei Coordinaten dieſes Punktes. 

In den vorhergehenden Ausdrücken ſowie in den Gleichungen (12) 
kann man aber auch wieder P durch Mg, p durch gq erſetzen, wo 
dann M tieber bie Maſſe des ganzen Körperd und q bie veränderliche 
Dichte in Function ber Coordinaten vorftelt, und findet dadurch die 
Lage des Schwerpunttes unabhängig von der Gonftanten g; denu man 
hat dann einerfeits für ein Syſtem ohne ftetigen Zuſammenhang: 


M=/].n, | 
MX=8.m ,„ MY=!8.ny ,„ M2=2.nmz,; 
und anf der andern Seite für ein ſtetig zufammenhängendes Syſtem: 


| 16} 





41 
X Y Z 
- ja. [ür.[ü. ’ 
x (1: fra qx, un = [üx. [a fe qy, )06.. 
un= (1x. [ür. [tun 
Xo Ze Le 


Die Lage bed Schwerpunftes in einem Körper ober überhaupt in einem 
feften Syftem von materiellen Punkten iſt demnach gänzlich unabhängig 
von der Intenfität der Schwere; fte tft diefelbe, ob ſich das Syſtem 
am Pol oder am Aequator, in der Nähe der Erde ober in fehr großer 
Entfernung von ihr befindet, und hängt blos von der Vertheilung ber 
Maffe in demfelben ab, weßhalb ber Schwerpunkt im Allgemeinen rich- 
Hger: Mittelpunkt der Maſſe eines Körpers oder feften Syſtems 
genannt wird. 

Für ftetig zufammenhängende Syſteme von durchaus gleicher Dichte 
(homogene Körper) iſt p und q conftant, und man findet für biefen Fall: 


Sßeße Self 
fe fefefe fe 1 fe fefe.fe- fe 1 
X 
See 2 
J IE fer 
ber durch diefe Gleichungen beftimmte Punkt wird gewöhnlich Schwer 


punkt des Bolumens genannt, obgleich Diefes als rein geometrifche 
Abgrenzung des Raumes Feine Maffe und Fein Gewicht Hat. Denn da 


Elfe 
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tft, fo nehmen bie vorhergehenden Gleichungen auch bie Formen: 


vx [ie [& für vr- = (ü.[# [en 
—— 


an, welche die obige Benennung rechtfertigen mögen. 


g. 23. 


Man geht ſelbſt noch weiter und beftimmt den Schwerpunkt 
einer Fläche, worunter man fich zwar eine materielle Fläche vorſtellen 
fann, d. h. einen Körper, beffen zur Oberfläche normale Ausdehnung 
oder Dicke in allen Punkten diefelbe und im Verhältniffe zu den andern 
Ausdehnungen ſehr klein, und deſſen Dichte conſtant iſt, worunter man 
ſich aber auch eine geometriſche Flaͤche denken kann, wenn man an- 
nimmt, daß an den Schwerpuntten ihrer beliebig Tleinen Theile pa= 
rallele Kräfte angreifen, deren Intenfitäten den Oberflächen dieſer 
Theile proportional find. Brpiuet man nun für eine ſolche Fläche mit O 
den Flächeninhalt eines Theiles berfelben, welcher yon zwei, ben Coor⸗ 
dinaten-Ebenen der xz und yz parallelen und von dieſen um yund x 
entfernten Ebenen begrenzt wird, mit P bie proportionale Kraft oder das 
Gewicht diefes Theiles und mit X, W, z die Coordinaten feines Schwer- 
punktes, alle diefe Größen als Zunctionen ber Veränderlichen x und y 
genommen, ſo hat man zuerſt die Ausbrücke: 


40 — [dx far. 2 un ‚ AP =p40=p[dx far. 2 a 


in deren Iebteren das Aenderungsgeſetz p auch das Gewicht Der 
Flaächeneinheit vorftellt. Laßt man dann einmal x wachſen, wäh- 
rend y unverändert bleibt, und darauf y, während x feinen Werth 
behält, und beftimmt die Goordinaten X + IX, W+ IX des Schwer- 
punktes ber vergrößerten Fläche, fo findet man, wie oben, die Aen⸗ 
derungsgeſetze: 


d.PxX __dP d.PY __ dp 
dx dx dy —7775 


_ Bd 
und da es aus dem Vorhergehenden 


d20 
=rje r dxdy rer 


gezogen nit, ſo folgt 


A.rx=p [dx far. an * „A. —* far. -Yizdr a: 
Die Ordinate z iſt aber mın eine Function von x und y, gegeben durch 
die Gleichung ber Fläche: F(x, y, z2)= 0 vdrz=fl(x,y). 

Wächſt Daher x um Ax, fo wird nicht nur bie Fläche O um 4,0, 
Ihr Gewicht um 4, P, fondern auch z um I,z zunehmen, und die Or- 
dinate des Schwerpunktes der vergrößerten Yläche O + 1,0 wird 
Z+AD werden; der Schwerpunkt der Fläche 7,0 Tiegt aber 
nicht mehr zwifchen z und z-+ 4,2, und es läßt fi aus dieſer Aen=- 
derung das Aenderungsgefeh für die Lage des Schwerpunktes in Bezug 
auf die Ebene ber xy nicht mehr ableiten; man weiß nur, daß wenn 
2 den unbekannten Abſtand des Schwerpunftes ber Fläche 7,0 von 
der Ebene der xy vorftellt, die dritte der Gleichungen (12) wird 


(P+AP)(Z +42) =Pz+rAdP. 
Ehenfo findet man, wenn y allein um Ay wächft, und 2” bie Entfer- 


nung des Schwerpunftes ber dadurch Hinzufommenden Fläche 7,0 von 
der Ebene der xy bezeichnet, den Ausdruck: 


(P+4,P)(2+4,2)=Pa-+7’A,P. 


ht man nun die Veränderlichen x und y gleichzeitig wachſen, bie 
eine um x, bie andere um Ay, fo erhält die Orbinate z breit Ver- 
Brößerungen: 4,2, A,z, 1,4A,2, und bie Ordinate bes Schwerpunftes 
br vergrößerten dlache O--+ 4, 0+4,0+4,4,0 wird ebenfo + 
48+4,0+41,4,8. Man wird ferner einfeben, daß die Ordinate 
des Sqhwecpunktes des dritten neuen Theiles 4. 4, O ber Fläche, wel- 
Ger durch die gleichzeitige Vermehrung von x und y hinzukommt, wieder 
wiſchen z und +1,24 1,24 4,4,2 liegt, feine Ordinate alſo 


 2-#7(4,24+4,2+4,4,3) 


fein wird, wenn y einen Zahlenwerth zwifchen O und 1 vorſtellt. Die 


dritte der leiigungen (12) gibt demnach für die neue vergrößerte Fläche 
Decher, Handbuch der Mechanik IL 


| 


(P+4,P+4,P+4,4,P) (= +4,84 4,5+4,4,%) 
—=Pz+r4,P+2"4,P4+4,4,P(@a+y4,24+74,.4+74,4,9), | 
und wenn man biefen Ausdruck entwickelt und die beiden vorhergehenden 
Gleichungen davon abzieht, fo bleibt noch bie Gleichung: 
PA,4,2+4,P.4,241,P.4,2424,4,P+44,4,P(4,844,3) 
+4,.4,8(4.P+4,P)-+4,4,P. 4,4, 

= 4,4, Cı+y4,s+y4,:+74,4,2) . 

Nimmt man nun die Verhältniffe aller Glieder zu dem Probucte 4x Ay 


ber beiden unabhängigen Vergrößerungen und laͤßt zuerſt wieder Ay 
Null werden, fo erhält man 
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A 4, P 
„ar - Amar "7x Amd.AP 
dy -+% Ax d Ax yt dy Ax dy 
z P 
ER 
+7 4F= —y tra, 2) ; 
oder in anderer Form 
P £ P 
d pi d 2 d.d p?: Fiat. 
a, My, = FE c4y4n) 
dy y “Ti 77T 4* 
Wird dann auch 4x Null, fo kommt dieſer Ausdruck auf 
dz dP dp | 
er: mar _ U oder RE, BP 
dy dy — dy dxdy  dxdy 
zurück, und man findet dadurch und mit dem Aenderungsgefeke 
d?P d20 


dxdy Pix dy ’ 
welches ſich aus dem obigen Werthe von „IP ergibt, das unbeitimmte 


Integral: 
4. Pz — — far. z — * 


Herden endlich die vorhergehenden Integralien in Bezug auf x und y 
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wuiſchen ben eutfpredhenben Grenzen genommen, ſo bienen bie fo bee 
Kimmten 





PX Y 
2 
Px—= — x PVpIdX. äy. 
Ye 





x 
d30 430 
0 = 
x dx. 1. in dy 9 OY Be: fer: -Yazav dy y (18. 


zur Beſtimmung ber Coordinaten X, V, 2 des Schwerpunktes ber 
gegebenen Fläche, deſſen Lage, wie man ſieht, von dem conſtanten 
Factor p unabhängig iſt. 


5.2. 


Endlich Tann man bdiefe Betrachtungen auch auf Linien ausdehnen 
und entiweber den Schwerpunkt einer materielten Linie beftimmen, 
d. h. eines’ Körpers, an welchem zwei Ausdehnungen durchaus gleich 
und im Verhältniß zur dritten ſehr klein find, oder ben Mittelpunft 
paralleler Kräfte, deren Angriffspunkte alle in einer geometrifchen Linie 
liegen, unb deren Intenfitäten den anliegenden heilen dieſer Linie pro- 
portional find. Im erften Falle feien s die Länge eines Theiles biefer 
nie, welcher von einer zur Achſe ber x ſenkrechten Ebene in ber Ent- 

g x vom Anfangspunkte begrenzt wirb, P beflen Gewicht umd 
X, X, z die Goordinaten feines Schwerpunttes, alle diefe Größen als 
Functionen der Veränderlichen x genommen, ba bie Beränberlichen y 
ud 2 duch bie Gleichungen ber betreffenden Curve: ’ 
y=fh(x) er. = hl) 


4* 


⸗ 32 


ſelbſt von x abhängen. . Erleidet daher x eine Aenbernug 4x, fo ändern 
ſich auch yundz um Ay und Iz, und man findet anf demſelben Wege 
wie in den vorhergehenden Fällen für die Goorbinatn: X +4 IX, 
Y-+ IY, 2 + 12 ber verlängerten Linie die Ausbrüde: 


PX-+4P(x-+a4,x) 

— P+4IP  —° 
Py-+4P(y+4,r) 

— P+AP 
P&z+AP(+:yJ4,:) 

— P+aAP ° 

worin @, A, y wieder Zahlenwerthe zwiſchen O und 1 bebeuten. Wer⸗ 
ben dieſe wieder vereinfacht, mit 4x dividirt, und die Anfangswerthe 


ber fich ergebenden Verhältniffe genommen, fo findet man wie frühe 
bie Aenderungsgefebe; 


d.Px dp d.Py dp d.Pz ap 
= X — u 


dx dı ’ ds 1 dx 7 dx 
68 iſt ferner, indem man die Dichte, unveränberlich vorausfeht und 
das Gewicht der Zängeneinheit mit p bezeichnet: 


j | dP __ds 
az , wur’ 
und zwiſchen ben Grenzen X und x, von x hat man: 
X X X 
ds ds ds 
Bee Free . Er Ber. 4 ra=plaxıd 


Xo Se Xo 


XAX 
TJM 


Z 4* 








woraus die Coordinaten X, V, 2 gefunden werden. Dieſe Größen 
find aber wieder unabhängig von p, und man Bat deßhalb auch ein- 
facher, indem man 

X is 


dx· —L 
Xo 


fest, die Gleichungen: 


19.) LX= 1x „is no 1x de m— n ds 
) 1 "dx ’ — Ix — x er 


Xo X 
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welche den Mittelpunkt ber parallelen Ruäe an der geomehrifchen Linie 
beftimmen. *) 
§. 29. 

Die Anwendung ber in den: vorhergehenden $.$. abgeleiteten For⸗ 
meln zur Beftimmung des Schwerpunktes auf befondere Fälle ſoll dem 
folgenden Kapitel vorbehalten bleiben und dann, ausführlich befprochen 
werden; gegenwärtig follen uns die Gleichungen (11) noch dazu dienen, 
einige bemerfenswerthe Gigenfchaften des Schwerpunftes eines Körpers 
oder eines Syſtems von Körpern Tennen zu. lernen. 

Denkt man. fich nämlich durch den Schwerpunft eines. feften Sy⸗ 
flemd von Körpern oder materiellen Punkten, deren Gewichte mit p, 
pP, p", etc. bezeichnet feten, drei rechtwinklige Achſen gelegt und darauf 
die Gonrdinaten x yz, xyz, x’y”z”, etc. der Schwerpunfte 
der einzelnen Körper ober Punkte bezogen, fo werben bie genannten 
Gleichungen: u 

S,pxı=0 ,„ 3.py=0 , 3.p2=0 

‚oder in entwickelter Form: 

pr +pfr+ Pf tee>=0, 

py+trpfytfyrek=0, 

pp’ +p7+tece=0. 
Erhebt man nun dieſe Gleichungen zum Quadrat, nimmt ihre Summe 
und bezeichnet die Summe: x? -+-y? 22, welche das Quadrat der 
Entfernung des Schwerpunftes des erften "Körpers von dem Anfang 
der Coordinaten ober dem Schwerpunkte des ganzen Syſtems aus- 
drüdt, mit r?, ebenfo X? + y2 +72 mit 72, u. ſ. f.; ferner die 
Summe: (x— x) +(y-Y)?+(2—7)%, welche das Quabrat 
der gegenfeitigen Entfernung dev Schwerpunkte der beiden erften. Körper 
des Syſtems yorftellt, mit o2, in gleicher Weife die Summen: (x—x” )2 
T4—-Y’P»+(—), (X PH (Y-Y)%+l@— 7") 
wit 072 und. o”2, u. f. f. und beachtet, daß man hat: 





*) 85 if übrigens in biefem wie in dem vorhergehenden Falle leicht zu fehen, 
daß wenn p nach einem gewiflen Geſetze längs der Flaͤche ober Curve ver; 
aͤnderlich und demnach dort eine Function von x und y, in biefem von x 
allein fein foll, die Gleichungen zur Beſtimmung der Coordinaten X, V, Z 
auf demſelben Wege gefunden werben und fi; von den obigen nur darin 
anteripeiben, daß das Aenderungegeſet pe ale veranderliche Größe unter das 
Jategralzeichen klommt. 
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2(xX tyY+ız)= (+ y!-+- 1?) +H{v3-+- Y?+ 2?) 

—- [a&—r)?+(y-Y)’+t@— 7)” 
=r4rI, 

(X +yY4z)=rR4+rt—g?, 

2a tHyYHr)eritrigt, 

u. ſ. w., 

ſo findet man 
Pr? + pr? + pr? etc. + pp (+ 9 _®) 

+pp" (+? — go) + pp’ (r?+r2—0"?) 
+ etc, = (0 | 

und demnach in abgefürzter Form: 
E. pers + 2.pp(+r3—g)=0. 

Der vorhergehende Ausdruck kann aber auch unter die Form: 
prrcp+ pP + Pte) Hr pH FR HP +ele) | 
+Preptp+p tele) nr 
— (pp o!+ppo?+pp oe" +ec.)=0 

gebracht werben und wirb, wenn man 

p+p+tpP+teeo=zr.p=P 

febt, einfacher ' 

20.) | PZ.p?=2.ppo?, 

unter welcher Form die erfte ber. erwähnten Eigenſchaften des Schwer⸗ 

punktes analytiſch ausgefprochen tft. 

Wenn alle Körper des Syſtems an Gericht gleich find, fo wird 
P=np, und demnach | 

"ıapz.rRr=p2.0 oder F.rmnz.r, 

worin n die Anzahl der Körper des Syſtems bezeichnet. 

Die vorhergehende Cigenfchaft iſt indeſſen nur ein befonderer Fall 
einer allgemeineren Beziehung zwiſchen den Abftänden des Schwerpunktes 
bes ganzen Syftemd und der Schwerpunkte der einzelnen Körper von 
einem beliebig gewählten Goordinaten = Anfang und ben gegenfeitigen 
Abftänden dieſer letztern unter fih. Denn behält man die vorhergehen- 
den Bezeichnungen auch für das neue Coordinatenſyſtem bei und nennt 


die Coordinaten des Schwerpunftes vom ganzen Syſtem in Bezug auf 
dasfelbe X, w, 2, fo werden bie Gleichungen (10): 


8 


PX = >.px „, PY=Z.p ,„ Pfz = 2.p:; 


werden dieſe dann wieber zur zweiten Potenz erhoben, bie Ergebniſſe 
addirt und diefelben Bezeichnungen für bie Ausdrüde 22 + y?-+z2, etc,, 
(x—- 2 +(y—yY)?+(z2—2)?, etc. angewendet, indem man 
dm Ausdruck: x2 + w2 + 2% in ähnlicher Weife durch mM? erfeht, fo 
ergibt fich mit derſelben Beachtung wie vorher: 
P2u3 = P3.pr— 2.ppo?. 
Diefer Gleichung laßt fih dann much die Form geben: 
PR? + 5.ppo?=P2.pr, (21. 

unter welcher fie zeigt, Daß wenn ber Schwerpunft eines Sy— 
ſtens von unveränderliher Form immer in gleicher Ent- 
fernung von einem feften Punkte bleibt, bie Summe der 
Producte aus dem Gewichte eines jeden Körpers in das 
Quadrat der Entfernung feines Schwerpunktes von bem 
fetten Buntte immer denfelben Werth behält, wie aud 
das Syftem feine Lage um den feiten Punkt ändern mag. 
Denn man ficht leicht, daß unter ber gemachten Vorausſetzung fowohl 
R ald alle o conftant find. Ä 

Aus berfelben Gleichung geht ferner hervor, daß die genannte 
Summe ben Fleinften Werth erhält, wenns —= 0 tft, alſo wenn der 
Schwerpunkt bes ganzen Syſtems felbft als Anfangspunkt angenommen 
wird. Dieſer Schwerpunft befitt demnach auch die Eigenfchaft, daß 
die Summe ber Probucte aus bem Gewichte jebes einzel- 
nen Theiles des Syftems in das Quadrat der Entfernung 
ſeines Shwerpunftes von jenem Bunkte ein Kleinftes ift. 

"Endlich überzeugt man ſich leicht baburch, daß man alle Glieder 
der Sleichungen (20) und (21) durch bie conftante Größe g? dividirt, 
wodurch fie die Formen: | 


MZS.mr? = 5.mm’o? (22, 
MS.n? = MIR? 5 .mm'o2 (23. 


annehmen, daß biefelben Beziehungen auch für den Mittelpunft der 
Maffe des Syſtems und die Maffen feiner einzelnen Theile gelten, daß 
alſo namentlich die Summe: S. mr? für jeden Punkt, um welchen fich 
das Syſtem drehen laͤßt, unveränderlich und für den Schwerpunft ober 
Maffentittelpunft des Syſtems felbft ein Kleinftes if. 


und 


Biertes Kapitel. 


Analyttfche Beſtimmung des Schwerpunktes. Anwendung 
desſelben sur Berechnung des. Flächen- und Raum— 
Inhaltes. 





I. Schwerpunkt homogener Linien. 


$. 26. 


Die Soordinaten des Schwerpunftes einer gegebenen Curve werben, 
wie in $. 24 gezeigt worben iſt, durch die Gleichungen: 


LX— 1x. es eo 1 ds LE — 1 ds 
= I N = x. J = x. 
Xo Xo 30 


gefunden, nachdem die Ränge bderfelben durch das Integral: 


x 

ds 

L |. "ix 
% Xa 


beftimmt worden ifl. Alle diefe Ausdrücke hängen von einfachen Sn- 
tegrattonen ab; es fol dephalb mit der Anwendung biefer Gleichungen 
begonnen werden, und zwar wollen mir zuerft einige einfache Fälle be 
trachten, in denen der Bogen s felbft als unabhängige Beränderliche 
und die Soordinaten x, Y, 2 als Functionen derſelben eingeführt werden 
können. 

Iſt nämlich in einem ſolchen Falle s die Länge bes Bogens der 
gegebenen Curve von einem feiten Punkte C derfelben an gerechnet bis 
zu einem Punkte M, ig. 29, defien Goordinaten x, y, z find, und 
bezeichnen S und s, die Werthe von s für die Punkte D und B, von 
denen das Stück BD der Curve, deſſen Schwerpunkt man fuchen ſoll, 
begrenzt wird, ſo daß man hat: 


D=S , OB=9 ,„ BD=S—-„=L, 
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fo werben die Gleichungen (19) durch bie Vertauſchung der Veraͤnder⸗ 
lichen x und s die einfachere Form annehmen: 


8 8 8 
IX=Ids.x , IY=fds.y , in =|ie., (2A. 


worin nun x, y und z Functionen von s vorftellen, 

Iſt 3. DB. der Schwerpunkt einer Geraden BD, Fig. 30, zu fuchen, 
deren Ränge .L gegeben ift, welche in einem Punkte B anfängt, deſſen 
Goorbinaten a, b, e find, und bie mit ben drei Coordinaten-Achſen 
die Winkel &, 8, y einfchließt, fo bat man 


x=a+508a „ y=b+soß „ 2z=c-+3scoy, 
9 =. 2 =4L; 


und damit folgen bie Ausdrüde: 


L J 
1x = [dr (tem) , LY =1ds.(b-+s00sß), 
0 0 


LE 4. (c-+sc0sy) ; 
0 

die Integration gibt daher 
IX=al+ 212 cos , LY=bL+Z 1 cosß; LZ=cl.+-Z1%oosy 
und damit Coordinaten: 
X=at2 Lcosa , v=b+2Losß , L=c4+5Lony 
Diefe 9* zeigen, was ohnehin auf der Hand liegt, daß der Schwer⸗ 
punkt einer Geraden in ihrer Mitte liegt. 

Bezeichnet man daher die Coordinaten des Anfangspunltes einer 


Geraden mit x, Yos 20, die des Endpunktes mit x,, Yu, 24, ſo 
hat man auch 


| 
x=2(n+2), w=(n+tn), 2=,(ut2); 


und dieſe Ausdrücke Fönnen dazu dienen, den Schwerpunft von dem 
Umfange eines beliebigen Vielecks zu beftimmen, welches durch bie 
Coordinaten feiner Eckpunkte gegeben tft: — Werden diefe der Reihe 
nach durch: x. yo 205 X Ya Zen 22 Ya 2a, etc. bezeichnet, und die Seiten: 


| Va -Hn-yy+Hu—n) N Va Hn-n) Hua), ee, 


durch 1, , I2, etc. ausgebrüdt, fo kat man einmal für bie Goorbinaten 
ber Schwerpimite der einzelnen Seiten bie Werthe: 


(+2) ) (n+n) h (at), 
(+) ; —R —EXR 


at) 5» Zt at, 
etc. eic. eic. 


und damit folgen für die Coordinaten X, V, = des Schwerpunkte 
vom ganzen Umfange, befien Länge: 
„+tl+tktee—L 
fet, die Gleichungen: 
21x =, (u +, I) rk (u +) tl +23) ele., 
2Ly =), (vty)tlkluty)+tllyty)tete 
212 =,(u +4) +tk(ua ta) () rec. 


Für ein Dreieck, deſſen Ebene die der xy tft, und deſſen Seiten mil 
a, b, o bezeichnet find, hat man demnach 


2L.X=a(u +, )+b(y +) +e(g +9), 
2lyv=aly+y)+blyuty)+telyv+ty) ; 
und wern man einen Eckpunkt desſelben als Coordinaten-Anfang und 
eine der in demſelben zufammentreffenden Seiten als. Achfe der x ar 
nimmt, z. B. bie Seite c, po wird u — y — =0, u =6; 
Yı = h, und bie vorfichenden Gleichungen werben 
2IX =(a+b)y+c(b-+eo), 
2Ly =(a+b)h, 
woraus man zieht: 














= y4 — t 2°ahbre’ 
4 a+tb 1, _  +eh 
vezhr ar itıre 


Diefer lehtere Werth zeigt, daß der gefuchte Schwerpunkt ber Mittel- 
punkt O des in das Dreied abe, Fig. 31, beſchriebenen Kreiſes tft, 
wenn die Seiten dieſes Dreiedd bie Mittelpunkte ber Seiten bes ge- 
gebenen verbinden und demnach 4a, 4b, 4e find; denn die Ober- 
fläche f diejes Dreieds iſt ch, für den Halbmefier Od des genannten 
Kreifed hat man demnach 


jafibtfe ahbfe 20. 
und für ben Abftand feines Mittelpunttes O von ber Grundlinie des 
gegebenen Dreieckes folgt In — Od=Y. 

Dasſelbe wird ſich aber auch ergeben, wenn eine ber beiden andern 
Seiten ald Grundlinie angenommen wird, folglich tft der Punkt O der 
gefuchte Schwerpunft. 

Kür das gleichfeitige Dreied wird a—=b== e, und daher einfach 
w=H+Hb; bie fällt der Mittelpunkt des Dreieckes abe mit dem des 
hineinbeichriebenen Kreiſes und dem bes gegebenen Dreieckes zufammen. 


. 6. 27. 


Wenn die Curve, deren Schwerpunft beftimmt werben fol, eine 
ebene Curve ift, jo kann man ihre Ebene als die ber xy nehmen, wo⸗— 
durch für alle Punkte derfelben 'z und demnah auch zZ Null wird. 
Daraus fchliegt man, was von felbft einleuchtet, daß der Schwerpunft 
in ber Ebene der Gurve liegt, daß alſo die Gleichungen: 


8 8 
LX =|ds.x j ix [0 
Bo % 
zur Beitimmung desſelben hinreichen. 

Diefe Gleichungen laſſen ſich in der vorflehenden Zorm noch auf 
einen Kreisbogen anwenden, da man bei biefem x und y leicht in 
Function von s ausbrüden Tann. Legt man nämlich den Anfang A 
ber Goordinaten in ben Mittelpunkt ded Bogens BC, Big. 32, und 
bie Achſe ber x ' durch den einen Endpunkt B beöfelben, fo hat man 
für einen Punkt M, deſſen Goordinaten x und y find, und wenn r ber 
Halbmeſſer des Bogens it, 


x=rcos-“ y-rsio- 
— r 2 r 9 


und damit wird einmal 


— — 


. LX = ds.ro rn rent 
x r r 
Se . 
oder, da 9 =0,S=E if 
IX = rin . 


Ferner ergibt fich 


L g L 
LY = [tern rä (1-=*) 
0 r r 


oder auch 
I = 2r3 ins l 
2r 


In vielen Fällen wirb die gegebene Curve, wie in dem vorliegen- 
‚den, aus zwei congruenten Hälften beſtehen; es ift Dann einfacher, bie 
Achſe der x durch die Mitte des Bogens zu legen, weil dann der 
Schwerpunkt besfelben in dieſe Achſe faͤllt, alfo nur der Werth von x 
zu finden iſt, und die Gleichung: 

+4L 
LX —=Ids.x 


allein für diefen Zweck hinreicht. 
Für den Kreisbogen CBC, Fig. 32, bat man in diefer Weiſe, da 
x noch den vorhergehenden Werth behält, 


+4 L 
LX —= ds. ro —r (mitm Ze) 


r 
—4L 
oder 


L 
—— 2 i m 
LX = 2r?sin 57 


Man weiß aber, daß 2r sin, die Länge der Schne CO’ —=a des 


Bogens CBC’ vorftellt, und findet damit durch die vorhergehende Gleichung 
Die Beziehung : 

LX=ar. 
Der Abftand X des Schwerpunftes eines areisbogens 
von deſſen Mittelpunkt ſteht demnach zu dem Halbmeſſer 
in demſelben Verhältniſſe, wie die Sehne zu den Bogen. 
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Zu demfelben Ergebniß kann man indeſſen auch ohne Sntegral- 
rechnung durch folgende Betraihtung gelangen. 

Wie bereits bemerft wurde, liegt ber Schwerpunkt des Bogens 
BCD, %ig. 33, jedenfalls auf dem Halbmeffer AC, imelcher ben 
Krümmungsmittelpunft A mit der Mitte C verbindet; feine Entfernung 
x von A ift aber nothwendig eine Function des Halbmeſſers r und 
ber Länge des Bogens oder richtiger ausgedrückt der Länge und ber 
Krümmung desſelben und demnach, wie die Länge felbft wieder, eine 
Function des Halbmeffers und des halben entfprechenden Winkel « am 
Mittelpunkt, alſo 


x=f(re), 
und wegen der Homogeneität 
x=rf(e). 


Es iſt aber einleuchtend, daß biefer Schwerpuntt auch auf der Geraden 
liegen muß, welche die Schwerpunfte der beiden Hälften BC und CD 
bes gegebenen Bogend verbindet, und daß für die Abftände x, von A 
diefer Yebtern auf den Halbmeſſern AE und AE’ diefelbe Form gilt, 
die wir für X erhalten haben, wenn man darin ja flatt « feht, daß 
man alfo auch Hat 


x, — t 


Ferner geht aus der Figur hervor, daß die Halbmeſſer AE und AC 
den Winkel 1a einfchließen, daß alſo ie 


1 1 
x=x, ‚074 = rl 3 Ze) za 


fein wird, woraus ſich burch Vergleichung mit dem obigen Werlhe von 
x ergibt: 


le) = = (2-0) cos . 


Erſetzt man dann in diefer Gleichung nach und nah a durch 1e, 
dieſes durch da, u. ſ. f., fo findet man ebenfo: 


‚1 1_ 1 
KZze)=f. 70.070; 
1.,._,41 1 
KTe)mfze.mge; 


u. ſ. f. 


| md damit 
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1 1 1 1 1 
(0) = ws z.0 008 7 00085 @ ..... cose Ii ) · 


Die rechte Seite dieſes Ausdrucks nähert ſich für ein unbegrenzt wachſen⸗ 
des n einem beftimmten Grenzwerthe, da ſich bie beiden Factoren 


008.0 und je &@) immer mehr ber Einheit nähern, je größer n 


wird, je näßer alfo „a bem Werthe Null kommtz denn wenn fi 
der Bogen BD auf feinen Mittelpunkt C zufammenzicht, fo Hat man 
offenbar K=r, 2 =0, alſo f(0) = 1; es wird denmach 
el —enel 1 1.1 _ 
f(a)=ws za 0 Lam Tamm ma... = —:9 
alſo auch 


sin & 
x = tr— $) 
o 


was mit dem vorigen Werthe übereinkommt, wenn man Zähler md 
Nenner mit 2r multiplicht. 
Für den Viertelfreis wird a = —* ain c = Vẽ. 
2y2 
r TE 


= 0,9003 ,.r 3 


für den Halbtreis hat man e ==, sina = 1 und deunmach 


X — 2 =. 0,6366 ...r . 
— TE 
*) Bon biefer Gleichung überzeugt man fich leicht mittels ber Beziehung: 
inx —2sin! 1 2e gin 1 1 sin. | 2008 
sin «—2 Sin a 008 zu—2’SiN 50008 Za00B za?" Bin zu GOB ;=008, 
indem man fie durch « dividirt und unter die Form bringt: 


1 ‚cos . 








1 
sin—« 
ine __ cos cos 4 cos Mæ cos. 
004 2 1 Ba 
Pros ‘ . 
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8. 28. 


In den meiſten Fällen iſt es einfacher ben Bogen in Function der 
Coordinaten auszudrücken; man hat dann allgemein, wenn 


vw=fi() ,„ ı.=hü) 
die Gleichungen ber gegebenen Curve find: 


ds _ dy\”, /d=\” 
2 Ve)" 


und es werben darnach: 
x 
L = (i Vi (2) + (* 
Xo 
x — 
ix = (ir 44 (2) + (=) 


X 


— — — — 25. 
X dy 2 (di 2 ( 
LY' = fix h(x) 1+ ix + dx 


Xo 


X 2 2 

dy dz 

Lz = fdx.&(x)W/ 1+ &) +(& 
Xo Ri 


die Gleichungen, welche zur Berechnung ber Länge ber gegebenen Gurve 
und der Goorbinaten ihres Schwerpunktes dienen. 

Um fi von ber Richtigkeit des erſten dieſer Ausdrüde, aus wel- 
Gem bie drei folgenden vermöge ber Gleichungen (19) hervorgehen, 
Rechenſchaft zu geben, darf man mur beachten, dafs ſich die Veränderlichen 
y und z wegen ihrer Abhängigkeit von x für eine Aenderung 1x der 
leztern ebenfalls und zwar beziehungsmwelfe um 4y und 42, und ber 
Bogen s um eine entiprechende Größe „75 ändern werben, und es fft 
leicht zu fehen, daß dieſe Iektere Aenderung oder der Bogen 15 größer 
fein muß ala feine Sehne, aber Heiner als bie gebrochene Linie, welche 
ihn umfchließt und die gebildet iR aus bem Gtüce der Tangente, deſſen 
Endpunkte benfelben Abfeiffen x und x + 4x entfprechen, wie die End— 
punkte des Bogens, und aus ber Geraden, welche ben zweiten Endpunkt 
dieſes Stückes der Tangente mit dem des Bogens Is verbindet. 
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Die Tangente an der gegebenen Eurve in bem Punkte xyz bilbet 
nun mit der Achje der x einen Winkel 1, für welchen man in ber Ein⸗ 
leitung ($. 26) He bat; 


va 


bie Länge bes betreffenden Stüdes ber Tangente, befien Projertion in 
der Achſe ber x der Anderung Ax gleich ift, wirb daher burch: 


== V+H(@)+le) 


ausgedrückt, und bie Goordinaten feines zweiten Enbpunktes find: 
 d d 
x+Ax , +42 ) +41 - 


Die Coordinaten bes entiprechenden Endpunftes von As find natürlich 
ıt dx , yr4dy ; ı+fı, 
und daraus folgt 


VE) 


als Länge dev Geraden, welche ben zweiten Endpunft bed Tangentenſtückes 
mit dem des Bogens verbindet. 
Man hat ſonach 


ASVAXP Ay Aa 
und 


— / +(2) +2) 1/ (}-% Ay + 23): 


und wenn man das Verhältniß der Aenderung bed Bogend zu der von x 
nimmt, ebenfo 


| 
| 
! 
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As Ay\, (dı\" 
— Bye 2 


man kann baher 


—* VE 
Azioo) +6) -V+@)+@)] 


feben, indem man mit 4 und y Bahlengrößen zwiſchen O und 1 bezeichnet. 
Geht man dam wieder in den Punkt xyz zurüd, fir welchen die 


48 41 2 ds dy dz 
Verhaͤltniſſe: 72’ Ir’ — ihre Anfangswerthe: de’ Is’ ix 
erhalten, fo —* man den laser: 


V+l@)+) 


für das Aenderungsgefeh ber Bogenlänge in Bezug auf x. 


Für eine ebene Curve, deren Ebene als bie der xy angenommen 
wird, beven Gleichungen alfo 


 y=fßa) , ı—=(0 
And, Iommen die Gleichungen (25) auf folgende zurüd: 


BAze) 
fa Yo) 


von denen nun mehrere Anwendungen folgen follen. 


Decher, Handbuch der Mechanik II. 5 


/ 
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6. 29. 
Als erfted Beifpiel diene noch einmal ber Kreis, deſſen Gleichung 
xy? — rl 
it, und für den man Hat: 
ds dy — r_ r 
75 *8 =, - a . 
Damit ergibt fich zuerſt der Ausdrud 
X 
L = ridx. ; 
X Vr—x 


welcher nur durch Auflöfung in eine Reihe integrirt werben kann, deſſen 
Werth aber unter ber Form: 


L= rd.arc sin — 


aus den bereitd berechneten Sinustabellen und der befannten Größe bes 
Kreisumfanges gefunden wird. Yerner hat man 


.. 
LX — r Te r — p AL —- ) 
r 
alfo wem ,—=0, X=x genommen wird 2 in welchem Falle ber 


Bogen an ber Achſe der y anfängt, 


IX =rR—rVYR—-22=r(r—y). 


Wird dagegen X=r, x, =x gefeht, damit ber Bogen an ber Achſe 
der x endigt, jo erhält man 





IX — rYr?— x2 =ıy.. 
Zur Beſtimmung der zweiten Ordinate w hat man nach ber letzten ber 
Gleichungen (26) einfach 
X 
LY = jdx.r=r(X—x,) 


Xo 


und für dieſelben Grenzen wie oben „ entweder 


! 
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LY = rx 
oder - 
LIY=r(r—x). 
Für den Quadranten werden dieſe Ausdrüde 
IXx=r=LY, 


da für die erfien Grenzen x==r, für die zweiten x—0 gelebt werben muß. 


$. 30. 


Die Gleichung der Barabel auf Achfe und Scheitel bezogen: 


‚y?= 2px 
gibt die Aenderungsgeſetze: 


dx y ds dx\- 
re #=V+(£) 


wenn man y als unabhängige Beränderliche nimmt , wodurch die Aus⸗ 
drücke für LX und LYW ſich leichter integriven lafien. Man zieht 


daraus zuerft: 
V 2 2 
As = dy. * 


= 4: vVPr+Y+ 4. logn.. (+ p*+ 7°) 


und erhält damit für ein beliebiges Bogenſtück zwifchen ben Orbinaten 
Y und yo bie Länge: 


= en (YYrr+Y2 -y Vr*+t%°) + > plogn 


l 


Sven, 





Y+VP+m 
yo+Yp*+Y® 
für einen Bogen dagegen, ber im Scheitel anfängt und mit der Orbdi- 
nate y enbigt, einfacher 

2_ | v2 n2_|_ v2 

nt „Ver 4 Lo jogn +VP+Y 
37 p 2? p 
Zwiſchen denſelben Grenzen: y und O hat man ferner 
5* 








— — 


1 y — . 
—A + [a svorr = * [e+m'—p} 
P Jo p | 
und 
10* ı[! . 
LX = — dy.xYp®-+y2 = Zn: dy.y Vr-+y: 
PJo P*) o 
1 1 7 — 
= —— —— 
oder ba nach dem Werthe von L ſich 


y 
dy.Yp*+y° = pl 
N) 

ergibt, 





1 p2 1 ’ 
IX =: Ur VPtrm geh. 


Diefe Ausdrüde geben bie ei von X und W, wenn der von L 
zuvor berechnet worden ift. 

Man kann den vorhergehenden Werthen eine elegantere und zugleich 
für die Berechnung zweckmaͤßigere Form geben, wenn man barin für 


y_ di 
„1 bie Function tang « 


einführt, wo dann = ben Winkel bezeichnet, welchen die Tangente im 
Endpunkt des betreffenden Bogens mit der Achſe ber y, ober mit der 
Tangente im Scheitel einſchließt. Man bringt dazu ben Werth von L 
zuerſt unter bie Form: 


und findet dann 
L= Se Ltang ⁊ secz -}-logn (tange + secz)] 
= 5 p [tangz sec 4 logn mg (+7 2)] . 
Ebenſo ergeben firh die Ausdrücke: 
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1, g 1. 
Ix = Fp tang ⁊ sec? ⁊ FIp 


LY = 3° (mer) ; 


aus welchen wieder X und W mittels des Werthes von L berechnet 
werben Tonnen. 


g. 31. 


Aus der Gleichung der Ellipfe in Bezug auf Mittelpunft und 
Achien: 


zieht man: 


dy Shen a+ — (a2 — b?)x2 
2=-r ’ a’ a g2 (a2 — x2) u 
Dean hat alfo für Rn Bogen, welcher mit x "in 


at-(ad-b2)x3 , 1-e?x’ 2 — — — 

=£ Ver a ⏑ fi vr I,” a ‚Vi—e?cos?u , 
indem man, wie in ben 6.6. 86 und 87 des I. ne ſetzt: 

aꝰ — ba 

Dieſe Ausdrüde können nur annaͤherungsweiſe durch Entwickelung 

der Wurzelgröße in eine Reihe integrirt werden, wobei aber darauf zu 

fehen tft; daß dieſe möglichft ſchnell convergirt. Entwickelt man nun 

ben Zähler Y1—eRx2 nad) der Binominl- Formel, fo erhält man 


zwifchen ben Grenzen X =x, x, =0, alfo für einen Bogen, welcher 
an dem Scheitel der Fleinen Nahe anfängt , den Ausdruck: 


x 
=iE — — 11, ee EHE 6__etc, ) 


as y2 1 b?x2 aꝰ hæ 





x 
— e, 7cosu· 




















o VYi-r: 2.4 2.4.6 
welcher, wenn bie Integration mittel der Reductionsformel: 
x %n . ra? 
dr. _——— 1 iv. 
0 1 — x'3 0 yi — X 2 


ausgeführt tft, unter die Form gebracht werden kann: 
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Lamm (30) - n 3° *)-; 78°) - ao} 
+HyYi-rlrize) +36G5r) +3Ge) tet 
HEHE) 
erg 

+ae. |. 


um das Geſetz für die Bildung ber Glieder augenfällig zu machen. 
Man fleht leicht, daß diefe Reihe ziemlich ſchnell convergirt, wenn e? 
feiner als 4 oder wenigſtens Kleiner ald + tft, baß fie aber für größere 
Werthe von e, namentlich wenn diefes fehr wenig von 1 verſchieden tft, 
ber betreffende Bogen alfo einer fehr ercentrifchen Ellipſe angehört, nur 
jehr langſam eonvergirt und deßhalb nicht mehr zur Berechnung von L 
dienen Tann. 

Um daher auch für biefen Fall eine fehneller convergirende Reihe 
zu erhalten, jebe man in dem unentwickelten Integral 


ex =—ewsu=w, 


wodurch fich Hasfelbe unter die Formen: 





bringen läßt und entwickele ben Nenner tn eine Reihe; man erhält fo, 
2 
indem man 1— 3 burch 8% erſetzt, ben Ausdrud: 


4 BR ıt 3 4* 1.3.5 g5 
L= für (+3 2 wi Fat Zar die 
und nach Ausführung ber Integration mittels der Formel: 


I — w 2n—3 1 
1} — — —— d — — 
— dm Ad) * ZeiR ae 
ergibt ſich der Werth von L unter ber Form: 
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L= rue EHE 4 4) + a 22) + 3 
+ .ex| 1 +7 errareı ) +5 ; 6) rei 
2 | 2 
Hz) te 
+ ac. |, 
welche zeigt, daß dieſer Ausdruck um fo fehneller conoergirt je Heiner 
ß,'je excentriſcher alfo die Ellipſe tft. *) " 


Zur Beitimmung von w erhält man ferner mit ben obigen Werthen 
und indem man aa—b2 durch c? erſetzt, allgemein 


x  /qy\ 2 x p 
LI Idx. V 1+ (&) [u at c}x2, 
Xo x Xo a 
und zwiſchen den Grenzen u —=0 und X—=x wird 


— 7 — cx 
LY = Veen 4 arc sin 7 


Der Werth von LX dagegen läßt ſich wieder leichter finden, wenn 
man y als unabhängige Beränderliche nimmt, wodurch berfelbe mitt der 
Beachtung, daß y Heiner wird, wenn ber Bogen s wächft, bie Korm 
annimmt: 


Y 
LX - [av Vb’+(2°—b?)y?= JE Vu +oy; 


Yo 
für die vorher angenommenen Grenzen X— x, u, * 0 wird Y— Y 
md yy=b, und man findet dann 


Ix=;, — ‚Vb*-+.ory% ayp=— (2 cn) 
ab? be+byb?+c b2-+-c? 


26 ""yLYbrroye ey+ Vi toys 
ober da IL 09 — a8 if, einfacher 





Brei, 4* 00 geht der. elliptiſche Bogen in eine Gerade über, und 
man findet Durch den obigen Ausdruck L=ax —x, wie es fein mn. 
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ıx= 7a a — y GM. pa) . 
Zür den elliptifähen Ouabsane hat man 
sa, y=0 ,„ x 
wodurch fich zuerft 
ao sin] = 2m , J 
ergibt, und dann die Werthe Mm: 


= 371-(2°)-364°) 13 3 


wenn e? kleiner als + iſt, und 
L= urn HE + +7 (2°) +6 —9 + ee. 
+ ee] +4 (3°) +5 G ;#) + ee. 
+z#16 (@ ar) + et 


4 ar. | 


für Werthe von e?, welche zwifchen 4 und 1 liegen. Ferner hat man noch 


b2 b 
0 "a+c]’ 
2 
LY = zb (+ ent) , 
womit die Zöfung der Aufgabe erreicht iſt. 


j Vera Br Vierer] 


x 
=-=1, 


1 
IXx=5, 











632, 

Gine der beachtungswertheften Curven für bie Mechanik iſt wie 
das erſte Buch ſchon gezeigt hat, die Cycloide. Sie kann dadurch 
erzeugt gedacht werben, daß ein Kreis, deſſen Halbmeſſer unveränderlich. 
ift, auf einer Geraden AB, ig. 34, ohne zu gleiten, fortrollt; bei 
diefer Bewegung wird ein beliebiger Punkt M der Kreislinie bie genannte 
Gurve befchreiben. 

Um darnach die Gleichung diefer Linie zu erhalten, nehmen wir 
bie Gerade AB als Achfe der x und den Punkt A, in welchem bie 
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Kreislinie mit ihrem Punkte M die Gerade AB berührt hat, als An⸗ 
fangspunft, ſo daß AP—=x, PM==y tft, und bezeichnen den Winkel 
MOD mit t; es tft dann 


x— AP = AD—PD = MD-—MN 


= a(t—sint), 
y=PM=DN= 0D-—ON 
= a(1l— cost), 


und man kann demnach bie beiden Gleichungen 
x — a(t—sint) 
y= a(1— cost) 
zufammen als Gleichungen ber ChHeloide betrachten. Will man_ nur 


eine Gleichung zwiſchen x und yerhalten, fo muß man t aus benfelben 
eliminiren, wodurch fich der wenig einfache Ausdruck: 


— a—y_ — y3 
x = aarc cos = V2ay y 


ergibt, Das Aenderungsgefeh der Coordinaten iſt dagegen fehr einfach; 
denn man hat aus den vorhergehenden Gleichungen: 





2 =all-us)=y j TI = asint 
und 
dy — — 
—— 
da dd — — (a 
dt 


In vielen Fällen tft e8 aber, wie wir ſchon tm britten Abfchnitte des 
vorhergehenden Buches gefehen haben, wichtiger und außerdem für bie 
Veſtimmung der Länge und der Goordinaten des Schwerpunftes eines 
Bogenſtückes einfacher, wenn man ben Anfangspunkt der Goordinaten 
in den Scheitel E verlegt und die Normale EC als Achfe der x an- 
ninmt; man bat dann 2a—x für y und na-+-y für x und demnach 
-7 für 2 zu ſetzen und erhält Damit das neue Aenderungsgeſetz: 


ir arzt Am db. 
dx x Yax— x 


Daraus folgt dann für einen Bogen, ber mit x wächſt, 
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ds _ 2a 
dx — x 


und 


1 (ir V&=:( 2aX— -V) » 


alfo für einen Bogen, der im Scheitel E anfängt und mit der Abfciffe 
x endigt, einfach 


L = 2Y2ax . 
Ferner erhält man zur Beftimmung bes Schwerpunttes allgemein 


X 2a x — 2 
LX — = 1x. VBer=Zu(xt-at) 
Xo X 
und für bie vorigen Greyn: X =x, u=0 


2 — 1 1 
IX = zıY2aı = zLx R x= 72; 


man fieht daraus, daß der Schwerpunkt eines Bogens ber 
Cycloide, welder den Scheitel der Eurve zur Mitte hat, 
auf der Normalen in biefem Punkte um ein Drittheilfeines 
Pfeiles vom Scheitel entfernt liegt. 

Endlih Hat man durch theilweiſe Integration: 


x 2a © a Ay 
LY eV =L(Y—y)— ia 


oder wenn für 4 * deſſen obiger Werth (b) geſett und zwiſchen ben- 


ſelben Grenzen ie vorher integrirt wird, für welche man Y=Yy, 
Yo =0 zu jeßen hat, 


IW=1y—2 | 1x Ya Hirt Vi [a-»'- eo") 
0 


und demnach ergibt fich 


v= 2 (aV 2-02 V ) 
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Für die halbe Cycloide iſt x= 24 VY 7a, und man findet 
mit diefen Werthen 


I=4a , x=4a, 113”) =1088.... 
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Als letzte Anwendung der Gleichungen (26) fol noch die Lage 
des Schwerpunftes von einem Bogen ber Kettenlinte unterfucht 
werden. Die Gleichung diefer Curve hat, wie im folgenden Buche 
gezeigt wird, bie Form: 


„> 1 (te ). 


worin e die Baſis der natürlichen Logarithmen und p den Parameter 

ber Kettenlinte, d. 1. den Abftand ihres Scheiteld C, Fig. 35, von der 
Achſe dev x bedeutet, Außerdem hat man, wie auch leicht aus biefer 

Gleichung abzuleiten iſt, 


d 115 - 
= rg,» L=grle-e?), 
wenn ber Bogen vom Scheitel anfängt, ale X=x, u —=0 iſt. Es 
ergibt fich daraus | 
ds 1 = 0. 
a -7l'te?): 
und damit erhält man zwiſchen benfelben Grenzen, 
— Dr dr Hier ER ET Are WE 
ıx = Zpx(e te )-zr(e te )+r 
oder mit ben Werthen von L und y einfacher: 


LX = Lx—py--p? 


Ferner hat man 


X * x x x x 
1 ”, 77 1 7,713 
IV = — . pP PR _ , p pP 
73 jir( 42”) zei (#407). 
woraus nach und nach folgt: 


, X=ı--(/-P- 
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ı Ih = -,: - 
L\v= 7p lt» (* +e °) (e’—e ) 4 
12 41544 — 4254 
Lıv=„LytzPpX . v-zYto,° 
Diefe Werthe von X und W Tönnen. fehr leicht conſtruirt werben, 
wenn man die obige Eigenfchaft der Kettenlinie: s — Pl unb eine 


andere, wonach auch y?=L?2--p? tft, zu Hülfenimmt. Soll nämlich 
der Schwerpuntt des Bogens BC beitimmt werben, fo fällt man bie 
Senkrechte BP=y auf die Achſe AX, beichreibt über berfelben als 
Hypotenuſe ein rechtwinfliges Dreieck BPG, deſſen eine Kathete GP = p 
ift, während nach ber vorhergehenden Gleichung die andere BG —= L 
fein wird. Durch den Scheitel C zieht man fobann eine Parallele CK 
zur Achfe der x und durch den Durchſchnitt K diefer lektern mit der 
Geite BG zur Achfe der y eine Parallele KO; dieſe Gerade wird durch 
den Schwerpunft gehen. Denn wegen ber Achnlichkeit der Dreiede 
BJK und BPG hat man: 
JIK:PG =BJ:BG, 
oder 


und folglich auch 
cK=x-p = X. 





Um dann W zu erhalten, zieht man durch bie Mitte E von BP eine 
Senkrechte auf BG und errichtet in der Mitte L von AP eine zweite 
Sentrechte, welche die erftere in einem Punkte N fchnetdet, fo daß man 
LN=Y hat, und der Durchfchnittspunft O der Geraden KO und NO 
ber gejuchte Schwerpunft fein wird, Denn zieht man dur E zu AX 
die Parallele EF, fo ergibt fich aus ber letztern Gonftruchon vermöge 
der Aehnlichkeit ber Dreiede EFN und BPG die Broportion: 


FN:EF—=PG:B6 
und daraus der Werth von FN: 


woraus weiter folgt: 
LN = EF-+FN = PE-+-FN =I1+3:2 _Y, 


7 


Man fließt Daraus, daß ber Schwerpunft des Bogens BCD in M 
auf der Achfe der y liegen wird. 
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Um hier fogleich ein Beifptel für die Berechnung zu geben, fel 
bee Schwerpunft eines elliptifchen Quadranten zu beftimmen, deſſen 
Halbachſen a=2", b= 1”,60 find, 


Zunft Hat man 
c —= YA 2,56 =YV1,4 —= 17,20 
e=?=0,6, 0=0,8, Ze= 0,0 
In. = 12.0,09.0,36 —0,00608 
ne = 22.0,00608.0,35 = 0,000912 
RT = 7: 0,000912..0,36 = 0,00018 
uff 
Damit ergibt ſich dann nach dem erften Werthe von L in 6. 31 
1 0 _ 3 et ec. = 1— (0,09 40,061 +0,0009 + 0,0002). 
mo — 1— 00972 — 0,08 , 


L = r.0,%028.1” . 
Ferner ft a+c=3,2, und man hat 


_ (1,6) 1,6 
1x = 1( zz)’ 


LY= 08(! ‚+75 em‘) . 


Die weitere Rechnung wird dann mit ber Beachtung, daß logna— 
Mloga==2,30258loga ift, folgende: - 


3 














log 0,9028—9, 95559 log a 69897 —10 log zZ ITTBIS 
lo g L—0 45274 =—0 ‚30103 —=log sin 36° 52,2 
Lem 7 —— log sin 2172 
d. E.logl—9,54726 log (0,30103)—9,47861 
log Lx—0,54141 log M—0,36222 log 2212,2==3,34483 
=  10g1,6=0,20412 d.E. log 3437,7=6,46373 
log 20 log 1,6-—0,20412 log 4—0,60206 
x—=1",2265  4,E.1og1,2—9,92082 d. E. log 1,2—9,92032 
d. E. logL—9,54726 
log Lr=0,47655 
log (1,4787)—0,16989 log 2,1451—0,33144 
log v=0,02381 Lı—=241,4787 Lr—0,8(1,6-+2,1451) 
—1",0564 Lx—3,4787 Lr—2,961 


Die Ergebnifle find demnach: 


L=- 7802 , Xx— 18, 2260, — 1°,0564 . 


IE. Schwerpunkt homogener Flächen. 
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Um die in $. 23 erhaltenen Ausdrüde (18) zur Beſtimmung des 
Schwerpunttes anwenden zu fünnen, muß das Aenderungsgefeb : 
d20 
dxdy 


ber Oberfläche O in Bezug auf bie beiden unabhängigen Beränderlichen 
x und y in Function diefer letztern ausgebrüdt werden. 

Bleiben wir num zuerſt bei ben ebenen Zlächen ſtehen und nehmen 
deren Ebene als Coordinatenebene der xy an, ſo haben wir einmal 
für jeden Werth von x und y 


der Schwerpunft liegt in der Fläche felbft, und es reichen die drei erſten 
der Gleichungen (18) zur Beftimmung dieſes Punktes hin. Ferner if 
Veicht zu fehen, daß das obengenannte Aenderungsgefeb in diefem Kalle 
der Einheit gleich if. Denn bie von der Curve MN, %ig. 36, und 
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den zu ben Goordinaten-Achfen parallelen Geraden MG ımb NG bes 
grenzte Fläche, deren Zlächeninhalt O fet, wird um das Flächenſtück 
NGmk wachſen, wenn die Abfeiffie AP=x um Pp= /x zunimmt, 
während die Grenze QG unverändert bleibt, und man wird haben: 


M6Gnk = 40, 


indem man mit 7,0 wieder die durch die alleinige Vergrößerung von 
x bewirkte Aenderung von O bezeichnet. 

Läßt man nun auch AQ—=y fih um Qgq—= Ay ändern, fo wird 
die Fläche O auch um das Flächenſtück NGnh größer werden oder eine 
Acnderung 4,0 erhalten; es wird aber auch ber erſte Zuwachs 
MGmk— 4,0 um ein neues Stück Ghkl vermehrt werden, welches 
mit 4,. 4. 0 bezeichnet werden muß, und deſſen Oberfläche offenbar 
duch das Product 4x Ay gemeflen wird. Man zieht daraus das 
Verhaͤltniß: 








4,0 
4.40 _ ir _, Ä 
Asdy a 


deſſen Anfangswerth natürlich denfelben Werth behält, und wonach 
man hat: 





dO dO 
tw _, 
dy dx “ dxdyy 


da man offenbar zu bemfelben Ergebniß gelangt, wenn man zuerſt y 
und dann x wachſen läßt. Damit haben wir alſo zur Beſtimmung bes 
Schwerpunktes einer ebenen Zläche die Gleichungen: 


X pY 
= (x. [art 
X 0 
X 0Y Ä X fY 
OX = jün.fare » ; OY = ja. jar.r . 


Wenn bie gegebene Fläche von zwei verfchledenen Curven begrenzt 
wird, deren Gleichungen: 
y=h(x) N) Yy=F(x) 
find, und vom zwei zur Achſe der y parallelen Geraden, wie in Fig. 37, 


(AM. 
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fo werben bie Grenzen Y und y, von x abhängig und find bie Werthe 
von y und Y für denfelben Werth von x, alſo 


Y=F(x) , yv=hlı); 


wenn man bafer die Gleichungen (27) in Bezug auf y integrirt, fo 
nehmen fie die vo an: 


X 


"x x] , ox ix. x{F (x), (z)] , 
1 2 
24 far.ır (x)—f?(x)]. 
Xe 

Diefelbe Form behalten biefe Ausdruͤcke, wenn die beiben begrenzenden 
Bogen berfelben Curve angehören, wie in Big. 385 Die beiben Grenz= 
werthe Y und y, ergeben ſich dann gleichzeitig für denjelben Werth 
von x aus der Öleichung diefer Curve unter der Form: F(x,y)=0. 

Die Gleichungen (28) werden dagegen viel einfacher, wenn eine 


ber begrenzenden Linien eine Gerade und zugleich bie Achfe der x iſtz 
man hat dann als Gleichung dieſer letztern 


y=hlx)=0;, 
und damit ergibt fich 
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Xo Xo X 


X X | 4 X 
0=|1x.0@ » 0X =fdx.F(x), OW=-—-|dx.F?(x) 
oder, wenn man F (x) nun durch y erfeßt noch einfacher: 


X X 1 x 
29.) 0=|a., ) 0X=HIdx.ıy, or= 3 |üx.r N 


X) Xe Xo 


unter weldher Form dieſe Gleichungen gewöhnlich angewendet werben, 
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Die Formeln (27) können dazu angewendet werben, ben Schwer⸗ 
punft eines Dreiecks ABC, Fig. 39, zu beſtimmen. 

Durch die Spite A biefes Dreiecks, welche als Coordinaten⸗ Anfang 
genommen wird, ziehe man die Achſe AX ſenkrecht auf die gegenüber- 
liegende Seite B C, deren Länge mit a bezeichnet: fei, und ſetze bie 


st 
Gatfernung A.D derſelben von ber Mchfe ber y glei) h. Die Gleichnngen 
der begrenzenden Geraden AB und AC werben dann die Form haben: 
y=ix , y=!tx,, 
und man hat in die Gleichungen (27) die Werthe einzuführen: _ 
Fı)=t'x, AKl)=tz , X=h, n=90. 
Dadurch ergibt fich zuerft: | 


ol 1 
0 = [12.69 = —(t—t)h?, 
0 2 


der dal t)h=BD— Daft, 


| O= Zah . En 
Ferner findet man | | 
m 1 1° 
0X = Idx.(!—t)x? — —(/—t)h} = — ah? 
0: 3 3 
und Daraus mit dem Werthe von O 
| X 24 
Zuletzt wird | | | 


(Y= ix: 1 v3) 1 v2—13 n— lan 1 (Fi h 
= in ZI ze. ZOFNh 
=. (+4 jı= DE oder v=(lt)x. 

Aus diefen Werthen folgt, daß der Schwerpunkt O eines 
Dreiecks auf der. Geraden AE liegt, welche die Mitte E 
ber Brundlinie BC mit der Spike A verbindet und zwar 
um zwei Drittheile ihrer Länge von A entfernt; denn es iſt 
offenbar 4h(# +8) die Ordinate DE des Mittelpunftes E von BC, 
alſo y=4lr+H)x die Gleichung der Geraden AE. 

Es dürfte wohl wünfchenswerth fein, dieſes Ergebniß auch auf 
einem andern, einfachen Wege, ohne Anwendung ber Integralvechnung, 
aber auch ohne Anwendung ber Methode der Theilung in's Unendlich⸗ 
Meine zu erhalten, und biefer fireng richtige Weg ift der folgende. 

Sei ABC, ig. 40, das gegebene Dreieck, befien Seite AB als 
Achſe ber x genommen, befien Oberfläche mit O und befien Höhe CD 
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wit I bezeichnet werden fol. Theilt man biefes Dreieck durch Die Ge 
saden ab, ac, be, welche je ziel ber Mittelpuntte a, b, e feiner drei 
Seiten verbinden, in 4 congruente und dem ganzen ähnliche Dreiede, 
fo wirb jedes von diefen bie Oberfläche 40 und bie Höhe 4h erhalten; 
nennt man dann ben Abftand des Schwerpunktes eines folchen Dreiecks 
von ber zu AB parallelen Seite y, fo bat man gemäß ber Gleichung: 
Pyv =Z.py den Ausdrud: 


_ 5 Aoratorıtorrtocdgstod 


und zieht Daraus j 


1. 
vegatzt 
Es ift aber an und für fich eimleuchtend und überbied durch das Gelek 
der Homogenettät leicht zu beweifen, daß bei ähnlichen Flächen bie 
Schwerpunkte ähnlich liegen, daß alfo in unferm Kalle y=4Y fen 
muß *); baburch ergibt fich fogleih ans ber vorſtehenden Gleichung: 
3 1 1, 
7 X — 76 y , V — zn . 
Was nun für die Seite AB als Grumblinie gilt, iſt auch für jede 
andere richtig; zieht man alfo in dem Dreie ABC, Fig. 41, zwei 


S 


*) Der. Abſtand "W iſt nothimendig: eine Function. ver tel Selten a,b, c we 
gegebenen Dreiecks, und y eine gleiche Bunction von den Selten ieh 4b, $c 
eines der Heinen’ Dreiecke, alfo 


1 1 
2 J0); 


daraus kann aber nad) 5 4 ber Ginleitung . werten? 


fl, b, c) * lg 


41 1 
Y=a.p(a,h,o) N) 1* 48.92 an Fr c)> 


wo dann op nur eine ſolche Function fein Tann, deren Ben von ber Einpeit 
der Länge unabhängig iſt und folglich derſelbe bleibt, wenn man na, nb, ne 
flatt a, b, c hineinfegt; 'man hat “. 


1 1 
a,b) = = oda, 5b 39 3 
und dadurch 


Gerade ab und cd parallel zu ben Seiten AB und BC und fo, daß 
ihre Abſtäände von denfelben einem Drittheil der entfprechenden Göhen 
gleich find, fo werben fich diefelben im Schwerpunkte O fchneiden und, wie 
leicht zu ſehen iſt, fich gegenfeitig halbiren, woraus fofort folgt, daß 
diefee Punkt auf der Geraden CD liegt, welche die Mitte D von AB 
mit der gegenũberliegenden Spike C verbindet, ' 
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Die Lage des Schwerpunttes eines Dreiecks Tann auch fehr einfach 
durch die Coordinaten feiner Eckpunkte ausgebrüct werden. Bezeichnet 
man diefe nämlich mit 3% Yo» X Yı> x⸗ Ya, fo findet man für bie 
Coordinaten ber Mitte D von BE, Fig. 42, die Werthe: Ze 


z(n+2) ’ zu+n 


ud damit für bie des Punltes O, welcher die Gerade CD fo theilt, 
"DO =1C00 —=4CD wid: nn u 


X 


tet 
104 +3 nn tnl=Wotntw 


man ſchließt daraus, daß die Coordinaten des Schwerpunttes 
von einem Dreiede bie arithmetifchen Mittel aus ben ent- 
ſprechenden Coordinaten ber drei Eepuntte find. Wenn 
ein Ekpunkt dev Anfang der Coordinaten ift, 3. B. der, deſſen Coordinaten 
X yo find, fo wird einfacher 


= 3(4+2) ‚, = ut) 


Mittels dieſer Werthe läßt ſich nun ber Schwerpunkt eines belie- 
digen ehenen Vieleckes durch bie Coordinaten feiner Eckpunkte berechnen, 
indem man dasfelbe nom Anfang der Coorbinaten aus, welcher ber 
infacheren Rechnung wegen am beften in einen jener Ecpunkte verlegt 
wird, in Dreiecke zerlegt und auf biefe die Gleichungen (12) anwendet. 
Dazu {ft aber nothwendig, daß man auch den Ylächeninhalt biefer 
Deriede durch hie Coordinaten ihrer Eckpunkte berechnen Tann, und 
dieſes geſchieht mittel des Aubbumdd: F | 


0= lan -m)+tz („—-Y)+S(p—Y)]; 


wenn Feiner ber Eckpunkte im Anfangspunfte Legt; im andern Zalle 
wird z. B. x0 ZYo 0, und dann einfacher: 


0= ann Yı): 


Diefe Ausdrücke laſſen fich Teicht aus Fig. 42 dadurch ableiten, daß 
man die Oberfläche des Dreiedd BCE poik, bie ber brei Trapeze 
EBJH, BCGF und CEHG ausbrüdt, ben fo erhaltenen Ausdruck 
enttoistelt und veduzirt. 

Wendet man biefe Bemerkungen auf bad Fünfeck ABCDE, Fig. 43, 
an, fo erhält man daraus zuerft die Dreiecke ABC, ACD, ADE, 
und für beren Oberflächen und Schwerpunkte hat man 


Y=-3@mHn), 1=3C4m), Y=slutn) 
(= 56 Yy-„2), X= +2) ı Y- —X 


1 ” 1: 1 
0, = 02 (X y—-YX%), 7 = 3 (4+%) , Y= 3(1st%) : 


und für ie Goorbinaten des Schwerpunftes vom ganzen Fünfeck findet 
man damit 
0,x-+03x"+0,x” x _ Ayr+%ıyY+9r" 
0,+03+03 ’ 0,+9,+0 
Man Tönnte auch den Eoordinaten- Anfang In das innere bed 
Vieleckes verlegen; man erhält dann nur eine um zwei größere Anzahl 
von Dreiecken, die Ausdrüde für den Flächeninhalt und die Coordinaten 
der Schwerpunkte dieſer Dreiede, jo wie für das Vieleck felbft behalten 
übrigens diefelben Formen, wie in dem vorhergehenden Falle. Kerner 
ift es nicht ſchwer, die entfprechenden Ausdrücke für ein Dreieck und 
darnach für ein ebenes oder nicht ebenes Viele in Bezug auf brei 
Goordinaten= Ebenen abzuleiten; wir werden fpater darauf zurückkom⸗ 
men, und es mag biefe Ableitung einftweilen.dem Leſer überlaſſen bleiben. 


x= 


$. 38, 


Der Schwerpunkt von einem Trapez kann mittels bed Vorher⸗ 
gehenden auf verſchiedene Weiſe gefunden werden. 


— _ 


Nach den Ergebniffen für das Dreieck Liegt er jebenfalls auf ber 
Geraden, welche die Mittelpunkte der beiden parallelen Seiten a und b 
verbindet. Zerlegt man dann das Trapez ABCD, Pig. 44, befien 
Höhe h fei, durch eine Diagonale CD in zwei Dreicde ABC und 
BCD, fo erhält man für die Oberflächen berfelben und für die Abftänbe 
y und y” ihrer Schwerpunfte von der Seite AB a bie Werthe: 


1 1 1... 2 
\=jzah N Yy=zh ’ G=Zbh', Yr=7zh; 


und mit diefen wird 
0Y-= O,yY.+ 0,Y’ , 

1 arbypıy — Tan + Zpn2 — 1n2(a-+ 2b) 

2 6 6 6 i 
alſo au 
I auch a+2b 
| a—+b ’ 
mit welcher Gleichung die Lage des Schwerpunktes beſtimmt iſt. Durch 
Sonftruction Tann man bdiefen Punkt entweder dadurch finden, daß man 
bie Schwerpuntte der beiden Dreiedfe durch eine Gerade verbindet, oder 
nach dem vorhergehenden Werthe von X dadurch, daß man bie Seite 
aum ein Stäf =b und die Seite b nach entgegengefehter Richtung 
um ein Stück S a verlängert und die Endpunkte G und H biefer Ver— 
längerungen burch eine Gerade GH verbindet; in beiden Fällen’ wird 


die genannte Verbindungslinie die Gerade EF im Schwerpunfte O 


en Im erſten Falle iſt dies von ſelbſt einleuchtend; im zweiten 
man 


0OF:0E=EG:FH= a+ 7b : Sa+b, 
alſo auch 4 
0E:EF= zatb S(a+b) 
und daraus ergibt fich wieder 
0E = —— 
oder ba noch die Propottion: 
OE:w=EF:h 
Rattfindet, für W berfelbe Werth wie oben. 


1 
vwjzh 


a+2b 
atb ’ 


Für ein Parallelogramm ifi b=a, alo Y—= D wie dies 


ohnehin einleuchtet, da der Schwerpunkt desſelben offenbar im Durch⸗ 
fehnitt der beiden Diagonalen Liegt. 
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In den meiſten Fällen dienen bie Gleichungen (29) zur Beſtim⸗ 
mung des Schwerpunftes ebener Flächen, die von ftetigen Curven be- 
"grenzt werden oder von einer ſolchen Gurve unb einer oder zwei 
parallelen Geraden, 

Sp findet man für den Kreis, deſſen Mittelpunktsgleichung 


y= t+Yr!— x! 


gibt, und zwar für ein Segment, das von der Achfe der x und einer 
oder zwei zur Achſe der y parallelen Geraden begrenzt wirb, 


x X 
— 1 1 x 
0-[a.Yi —xı 2. (23V —"+zr arc sin ) 
und darnach für die Grenzen: X=x, x —0 


— sort! 1 Barcsint. : 
0 == zıVr x tzr arc sin — =ziıytzr arcein— ; 


2 
für die Grenzen: X=r, = x dagegen Kat man 


1 1 X 1.1, —— 
0= ze (gem) -zZiyr—x 


1 29000 &— Ixy 
2 r 2° 
ober wenn man die in.$. bi beim Lreisbogen gebrauchte Bezeichnung 


einführt, nämlich r arc 00— = —L ‚, y=amııd noch x = h fett, 


— 
— 


o= Z—eL- ah) . 
Es if un: 


0X = n zart = — 3 | Ve —3193)3 —F 
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und dann zwiſchen benjelben Grenzen wie verher, entweber dem Sr: 
ment ACDF, Fig. 45, entfprechend (X==x, 0) . 


1 3 fpy2 £ 3 
0x = gr Ve, 
oder dem Segmente BEG(X=r, u —=x) 
— 1 
aus welchem letztern Werthe man zieht: 


y3 
= 35. 


Dieſer Abftand X’ gilt offenbar auch noch für das Segment EBE’, 
beflen Bogen EBE L von der Achfe der x halbirt wird, Man wich 
daın EE = 2y’ =. feben und noch 


0 — Z(rL—ah) 


haben; der Werth von X wirb dadurch die Form: 
x- __AN! _ a’ 


— — — — — — 


3.40. 120 "6frL—ah) 


annehmen, und diefe zeigt, daß ber Abſtand des Schwerpunftes 
eines Kreisabfehnittes vom Mittelpunfte des Kreifes fi 
sur Sehne verhält, wie das Quadrat der Sehne zur zwölf: 
fahen Oberfläche des Abſchnittes. 

Um die Ordinate W zu berechnen, Hat man 


1 X 1 . 
ox =, |. 0-9) 50-9 


Xo 


und darnac enlweder zwiſchen den Grenzen X—=x, 1,0 für das 
Segment ACDF: 


0Y = (9-29) = gi@e4r) 2 
Oder für dad Segment BEG zwiſchen ben Grenzen X=1r, = —=(: 


0y = 422) (29) = Fa) rt 7%) . 


_—__L_ ___ 
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Sm letztern Falle kann men uh r—x—=r—h=h, ya Sehe, 
wodurch fich bie Form ergibt: 


0Yv= te) . 
Für den Viertelkreis ergibt fih aus biefen Ausbrüden 


4 
x = V = 3%" — 0,42441..r * 
und dieſer Werth von X gilt dann auch für den auf der poſitiven 
Seite der x liegenden Halbfreis, für welchen W.— 0 wird. 


⸗ 
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Schr einfach ſind die Ergebniſſe für ein Parabelſegment, 
welches vom Scheitel anfängt und von ber Adyfe der Curve und einer 
dazu fenkrechten Geraden begrenzt wird. Man bat nämlich: 


2 3 
0=zı ; x=;X ‚  Y=JzYn 


und es mag genügen, diefe Werthe angebentes zu haben. 
Die Gleichung der Ellipfe uf Achſe und Scheitel bezogen, If: 


—W 2 2 
| ’= z( ax—ı?), 
und damit werden bie Ausbrüde zur Beftimming des Schwerpunftes 


- von einem elliptifchen Segmente, das von ber großen Achfe und einer 
Barallelen zur Heinen Achfe begrenzt wird, nach und nach: 


0=|i X. — a 0 





oder 
a — x 

v 0 =. Zabarecos (a x)y 0 

| x, x br 

— F — —VC _n 

0X = in. a Vu na - [du yi x⸗ 35 (2ax — 3?) 
0 a? 

ET 


ed 


— zb ato I —— >. 


8. 


bp (* —W | 
0OY = Dr} ix. (dan )= (da x) x⸗ 


Iſt dad Segment ein Quadrant, alſo x—=a, y=b, fo hat man 
durch dieſe Ausdrücke 
1 1 1 
= ab N 0X = ntbl3r—4) N 0Y= zab, 
da. 4b 


Xa— — , = —. 


378 
“ Für die Halbe Eliipfe wird <= 2a, y=0, und demmach 


1. 1 2 
0=zn , 0X=zneb, OV=Zab, 
x=a , [= .—. 


Seht man in den ‚vorhergehenden Ausdrücken a=b = r, fo 
kommt man auf die für den Kreisabfchnitt erhaltenen Werthe zurüd, 
wobei men aber zu beachten bat, daß ber Anfangspunkt nicht, wie 
früher, im Mittelpunkt des Kreifes, fondern auf der Kreislinie liegt, 
daß alfo X Hier den Abſtand vom Scheitel bes Bogens vorftellt. 


$. 4. 


Beichließen wir biefe Anwendungen mit dem Segment der Cy⸗ 
eloide, welches von der Normalen im Scheitel der Curve und einer 
dazu ſenkrechten Geraden begrenzt wird. Für biefes hat man 


x x d x — — 
u a2 - [ix - xy— dx.VY2ax— x? ; 
0 0 x 0 


wein für ST Beffen entfpredjenber Werth (b) in $.32 eingefühet tik 
Vejeichnet man dann ben Werth bed Integrals: 
. 
— 7 0 1 a—ı 1 — 
d x CO la —_ y? 
je.va= xt = 3 a? arc cos = 5) (a x) Y2ax tt, 


welches nach dem vorhergehenden ©. offenbar bie Oberfläche eines Kreis⸗ 
ſegmentes vorſtellt, deſſen Halbmeſſer = a iſt, alſo bie Oberfläche von 


00 


einem Segmente bed erzeugenben Kreiſes zwiſchen benfelben Grenzen 
mit O’, fo wird 
0= xy— 0’ N 


b. h. die Oberfläche des cyeloibifhen Segmentes APM, 
Fig. 46, iſt dem Unterfchied ber Flächeninhalte des Rechtes 
APMN unb bed Kreigfegmentes APR gleich, woraus folgt, 
daß auch das Segment AMN bem Iegtern gleich fein muß. 

Für die halbe Eycloide wird x—=2a, y= ra, und damit findet 
man 0’ — 4ra3 == Oberfläche des Halbkreiſes ARB und 


0= Int nt = 3. Fan ; 


biefe Fläche ift mithin genau Dreimal fo groß, als bie ber 
Hälfte bes erzeugenden Kreifes. 
Kerner iſt: 


x x 
' 1 1 dy 
. U nd 2 —— ꝰ 2 — . 


das Iebte Integral nimmt mit dem Werthe von N die Form: 
x 
j® . xV2ax — x? 
0 


an, und wenn man barin Zax— x?—=z? fett, jo bat man wie im 
vorhergehenden $. 


x x 
[ev —_ ı! — J — er z? 
0 0 
N IV rrvasmere 
- 1 ya 

und damit j ; j 

0x =zrr-g0 +7 Va) » 
Diefer Ausdruck gibt für die halbe Cycloide ben Werth: | 

OX = Im’ ne == Im .: 

und mit dem von O folgt daraus 


eg 


14 


Endlich if: 
1f- 1 x dy 
= —7— .Y2 = — 2— — 
ov 2 Se zer [ix xy 


und wenn für ni „ fein Werth (b) und für y der fich daraus ergebenbe: 





= 











* +[#- — 2ax— x) 


Ang wird, fo ergibt fich zuerſt 


x x 
je Br - [. Qu + [ir Ye 
0 


1 dz 
— ar? — 32 — 
ax? 7* 4420 . 0’ — 1° 


‚Indem man arc cos durch z erſetzt. Mit dem Werthe von 0’ 


‚1, 1 — — 
0= Zr (a—x) VY2ax x R 


mit dem: Ausdruck für das Aenberungsgefeh nn, nämlich 
a__ 1: 
dx V2ax— x! 
und mit der Beachtung, daß für = 0 auf) z= 0 wird, erhält man 
dz 1- 1 
‚Ce? = — 937? — 2? — 2 
[03 244 * ext gar 


0 
und dadurch - 


_i 2 12,3 1 1 3.2 _ F 
on ⸗ „x zex getzetrgeı az0’ ; 


für die Halbe Cycloide folgt daraus 


se 3 aslı_ 6 
= a) (1=-3) = za (-3=) ’ 


und durch den Werth von O hat man 


1 16 
Yr= (1-54) = 1,2878..a, 


womit bie Aufgabe gelöiet iſt. 
$. 42. 


Dur bie Gleichungen (29) Tann ber Schwerpunkt einer Fläche 
nicht mehr unmittelbar beftimmt werben, wenn biefe von zwei geneigten 
Seraben begrenzt wirb, wie bied bet allen Sectoren ber Ball if. 
Sn einem folchen Falle kann man bie gegebene Fläche in Segmente 
und Dreiecke zerlegen, beren Schwerpunkte beftimmen und ben Schiwer- 
punkt der ganzen Fläche mittels der Gleichungen (12) berechnen. 

Man kann aber auch den Durchſchnittspunkt der beiden begrenzen- 
ben Geraden als ben Bol eines Winkelcoordinatenſyſtems annehmen, 
die Begrenzungen ber Fläche mittels ber Veränberlichen r und w be= 
fiimmen und dieſe ftatt der Veränderlichen x und y in die Gleichungen 
(13) einführen. Dazu zieht man aus ben Gleichungen: 


d.oX __do d.ow __dO 
di ax dy Yay 
die neuen Aenderungsgefehe: 
d.0xX ___d@O 2.0 __ 80 | 
dxdy dxdy ° dydx — Iayax ’ 


man erhält dann durch Vertaufchung ber Veränberlichen x und y mit 
r und co, indem man beachtet, daß man hat 


0 40 
20 "dx _ "dx dr 
‚ dady dy dr Ay 
„00,0 
dr d "dr do dr 
dx dy do dx dy 
0 dwdr 


ebenio 


dady dodr dxdy ’” 1 
die Ausdrücke: | 


43.0X 400° . d,0y __ dO 
dodr “Adodr ° dodr dwar ’ 
worin nun x, yund O als Functionen von r und o zu betrachten, be 
ziehungsweiſe einzuführen- find. Im diefer Hinficht weiß man, daß 
x=T0080 ; y=rsino 
Rund es Handelt fich nur noch darum, auch O ober vielmehr _ * 


zu finden, und dies kann auf ähnliche Weiſe geſchehen, wie ‚fir bie 
Beränderlichen x und y in $ 35. 

Begrenzt man nämlich ein Fächenſtück AFG, Big. a7, durch 
einen Kreisbogen FG and bie beiden Halbmeſſer AF und AG, welche 
den Winkel io einfchlteßen und deren Länge gleich r tt, und laͤßt dann 
den Winkel » um Aw zunehmen, während r unveränbert bleibt‘, fo wird 
uch die Dherfläche O des Sectors AFG um einen feinen Sertor 
AGg—= 4,0 wachſen, deſſen Flaͤcheninhalt durch das Product 47246 
gemeſſen wird und die Gleichung: 





gibt. Der Anfangswerth dieſes Verhältniffes bleibt derſelbe man er⸗ 


hält alſo dadurch als Aenderungsgeſetz von O in Bezug auf w: 
dO 1 


Fr Te 
und als das gefuchte zweite Aenderungsgeſetz in Bezug auf r 
dO 
da _ d80 
"Ir nt ** 


was fich übrigens auch einfach baburdh “ergibt, daß man auch r nm 

Ar wachen läßt; denn dadurch erhält ber Eleine Sector AGg einen 

Kur Zuwachs Gghk = A,.1,0: befien. Oberfläche durch den 
sdruck: | 


1,.4,0 = 2.644140 — Zt40 





euren wird und auf das Verhaͤltniß: en 
4,0 | Ä 
"do 1 
dr — +y4r 


führt, welches in feinem Anfangewerth das obige Aenderungsgeſet 
darſtellt. 
Damit haben wir alſo 


—A 
dodr ’ dwdr 


und demnach zur Beſtimmung des Schwerpunktes bie drei beſtimmten 


Integrale: 
0=[üe fe. r; 
Ioa-fü fe rdcoaw , or=fie fe r3sin@ . 


—* einen Sertor, ber von zwei Curven ober Gurvenzweigen einge 
fchlofien wirb, zieht man daraus bie Ausbrüde: 





0 — 1 fin. ) 


7) 


31.) IX = 5 [ie-trrto)—1rtorIom0 
flo 
or — z do. FF*(0) —4*Co)] sine . 


00 


worin F(w) und &(w) bie Werthe von R und r, in Function von 
ww barftellen, die jenen Gurven oder Gurvenzweigen entfprechen. Wenn 
dev Seetor am Pole fpig ausläuft, alfo nur von einer Curve: 


| r=!(o) 
‚begrenzt wird, fo hat man bie einfachern Gleichungen: 
2 
O= 2]: a.r? N) 
32.) * 


107 il „| 
ox — 7 d. rꝰ cos u 0. = 3 fine, 


in denen r flatt £(w) beibehalten wurde, 


&o9. 17) 


98 
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Die Gleichung des Kreiſes in Bezug auf Polareoordinaten, bie 
Ihren Bol im Mittelpunkt desfelben haben, ift 


r=R; 


es iſt alfo Bier r eonftant und unabhängig von w, und bie Gleichun⸗ 
gm (32) geben zur Beſtimmung bed Schwerpunktes von einem Kreis⸗ 
Ausſchniit bie Ausbrüde: : 


| —E —R 
ox - ZR sine — sine) ‚ 0oY= FRI (000 — se), 


aljo wenn a, = geſetzt wird: 





1 2 sine 2 „1—cos«a 
— _—R2 — — = — 
I=zRe, x 3 3 
nimmt man dagegen o—=—a, fo ergibt fh: - 
0=Ra, az, v=0. 


Diefe Werthe zeigen, ba der Schwerpunft eines folchen Sectors nad) 
$.27 zugleich der Schwerpunft eines concentrifchen Kreisbogens ift, der 
durch dieſelben Halbmeffer wie jener begrenzt wird und beffen Halb⸗ 
meer =4R it; man kann fi) demnach die Maffe des Kreisfectors in 
biefem Kreisbogen vereinigt und gleishförmig vertheilt denken. 

Wenn ber Sector von zwei concentrifchen Kreisbogen begrenzt, 
alſo der Ausfchnitt einer Ringfläche ift, wie BCDE, Fig. 48, fo wird 
man die Gleichungen (31) anwenden; man hat dann 


F(u)=R , h(o)=n 
and damit wird zwiſchen den Grenzen & und —a 
0=(R—n?)o, 


0x = zZ (R—nN)sine ,‚ 0v=0, 


woraus man ſofort | | 
x 2 —E— — = 
— 3 3 R + Ip. , & 
als Ausdruck für den Abſtand des Schwerpunkles von dem gemein⸗ 
ſchaftlichen Mittelpunkte ber begratzenden Bogen. zichen wird. 


\ 


Wie ſchon bemerkt, kann man zu dieſen Ergebniffen auch baburch 
gelangen, daß man den Sector ald Summe bed Segmented und Sehnen- 
dreieckes betrachtet und deren Schwerpunfte als befannt vorausfegt; ber 
Ringfector dagegen wird als Differenz der beiden concentrtichen Sectoren 
berechnet, und während im erſten Falle das Moment des Sertord in 
Bezug auf eine durch ben Mittelpunkt gelegte, zur Sehne parallele Achfe 
ber Summe der Momente bed Segmentes und bes Sehnendreieckes im 
Bezug auf biefelbe Achje gleich iſt, erhält man im letztern Kalle das 
Moment des Ningfectors in Bezug auf diefelpe Achfe als Differenz der 
Momente des größern und kleinern Sertors. 

Diefe Andeutungen werben den Lefer in den Stand ſetzen, jene 
Ableitungen felbfiftändig ausführen zu können, was ibm zur Mebung 
empfohlen werden fol. 


8.4 


Betrachten wir noch ald Anwendung für bie Formeln (32) bie 
Sectoren der Parabel und Ellipfe, welche burch zwei vom Brennpunkte 
ausgehende Zahrftrahlen begrenzt werben. 

Die Polargleihung der Barabel, auf Achfe md Brennpunkt 
bezogen, bat bie Form: . 


_P _ 
TI’ 
und damit wird zuerft 


1[, ı,[° 
0=2fie. "=7 [ie Kern, 


febt man dann Lo = w’ und beachtet, daß 


1 1 d.tang w’ 
(14 c0sow) —4cos 2 W ; oe A 17 lang” wo, 





daß alſo auch das vorfichende Integral unbefimmt genommen in 
| 1 
ef dtangw’. (1 + tang?w') = A. (tang w' + tang?u') 
übergeht, jo findet .man zwifchen ben Green u =0 und a =w 
1 1 1 1 
0= zrlmzurzmzu). 
Ferner ergibt fich zwiſchen denſelben Grenzen 








9 
lo  1,[f fa ı \ 
1X=ZP [io (d+ wa ar [io " (: cost u’ A cosẽ ;) i 
* 1 dz 2 
ud wenn wieder für PR einmal dor und dann 14-2? ſubſtituirt 


wird, nach vorgenommener Reduction: 


0X — Er 1 do) — 4 Stang 0 —  tangb or) 
— znP ih pP 5 
ver auch 1 1 1 1 
OX = pr zo — tag’, w) . 
Zulegt erhält man noch fehr einfach 


or Lola ino 1, 1 _4 
= 3F 0 Aroso% HP \Aaroo: 7) 
Für o—=4rr werden diefe Ausdrüde übereinftimmend mit den 

frühern für ein Segment angegebenen 


6. 45. 

Die Polargleihung ber Ellipfe auf Brennpunkt und große. Achie 
bezogen, hat die Formen: Ä 
— 1—e _ 1 
A 1teosoa P? 1-+ecoso ’ 
worin p inte bei ber Parabel den Parameter oder die im Brennpunkte 
errichtete Ordinate, a die halbe große Achſe und e die relative Ercen- 
krieität der gegebenen Ellipſe bedeutet; man erhält damit für bie Bes 
ſtinmung des Schwerpunktes eines eliptifchen Sectors die Ausdrücke: 


ot. At — 
* 7 9. A-+eoso! ’ 


r 


“ (@. 
1 I} cosw 41,1, _ suo 
(x= pt (0. Fecso)} N) OY — a ren, c050)® . 
N) 1 


Decher, Handbuch ver Mechanik IL. 


— 
Das letzte dieſer Integrale wird unmittelbar erhalten, wenn man z 


fir 1+eeosw und demnach 24 = für sin w einführt; man 


findet Dadurch zwiſchen den Grenzen a =w, a —=0, denen bie 
Werthe: z—= 1-Fecosw und 20 =1-+te ntiprechen, ben Werth: 


_"{ _1_ ___]1_\ 
ße (so Tr) ’ 
welchem durch einige Umwandlungen auch die Form gegeben werben Tann: 


_ pe sint4ot{1 -+ ecos?tw) 
zZ? (1+e)?(1-+ecosw) 


Um nun bie beiden erftien Integrale zu entwickeln, fee man wie⸗ 
der tang 4w = 2; dadurch ergibt ſich nach und nad) 


OY 








_1-tam!4o 1—ı? 1+e+(1—e):? 
eν ed ler Er u 
do _ 2 
dz A428’ 


und man erhält zwiſchen den obigen Grenzen ‚ wenn zur Abkürzung 
noch a’ für 1-He, b’ für 1—e eingeführt wird, 


\ 


' @HrSY 


gie 1 z? 
Br (Arten) 


tangio 4 
_ 2, 1—2 
0x. zu|e: - (dr 


tang 4 o \ 
— zu | . (eFfr (a are) I 


To daß nun beide Integrale auf ratlonale algebraiſche Bari zucki 
gefhrt find. Man bat aber 


ro9 


1 4, BEE 
fear: Pr “re 'a+be?’ 


2? 1 | 1 
fe Giant — +ap | '!-+b q2? 
und ed wird damit zuerft 


, 
0=p |(57- ara‘ (5 Hr) fe Fr 


= 1 |- Size - arc un 2 


Führt man nun für z feinen Werth wieder ein, fo wird 


ez — esinw 
a+b2?  2(1-+eoosw) ’ 
und der Werth von O kann die Form erhalten: 
_P_ 2 — wrote , ie, 1 _ e sin @ 
ae) Vi-e ng: 1+e ans J IFe cos 
welche noch einfacher wird, wenn man beachtet, daß 











2 
Zaretangt — arelang 5 — arc co i+t 


vareyrm' 
denn fie laͤßt ſich dadurch zurückführen auf 


= p? 1 arc cos e+csw _ _ esinw | 
2(1—e?) Vie 1+ecosw Ai-+tewosol 


der, dap=ali—et), ayi—er=b iſt, in den Ausbrud um- 
wandeln; 


_41 e+ cos w sd 
0 Ze —eVi—e we) 


Für - letzte “ obigen Sntegrale hat man 
u. * 2 Au Bar: tz era '22 ' 8a” —A —2— 


z* q° 3 1 
a ah (Het Ferne — — 
X 
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damit erhält man: 


_R, L Ha-t3b’z? 3a’ —— ı? „30°—r 2) 1 
a Free a’? Sa’sb’» |* a-+-b’ nl 


und mit ben Werthen von p, z und fe r# wird nach eini⸗ 
gen Rebuctionen | 


—8* 2Ci-Fe”)sino _ esin w (e-4-c0s o)_ 3e e-+-cos o 
14000 COS & (1-}ecos a)? Yı-« 1-Fecos -J " 




















Endlich nehmen bie Werthe von O, OX und OW noch einfachere 
Formen an, wenn man (vergl. 6. 86 des I. Buches) 


cosuU —e 


1 — 1-e, 1 d — 
tang ZU = 1-+e ns u Br are 
jet; fie werben dadurch 


0= 1 b(u—esinu) , 


2 
0X = Sa2b[(2-+2e2—ecosu) sinn —3eu] A 
0Y = ab? (2—2cosu—esintu) ‚ 


und es mag, dem Leſer überlafien bleiben, dieſe Ausdrücke mittels ber 
obigen Subftitution unmittelbar" aus den drei Integralen (a) abzuleiten. 

Für w = Im, alſo für das durch bie Orbinate des Brennpunktes 
begrenzte Segment wird cos u — e, und bie vorhergehenden Gleichun⸗ 
gen geben 


1 — — 
0= zab(areosse—ey1 — e?), . 
0X = Fab[(2+ e)yi — e?— 3earccose] , 
oY — + ab?(1—e)?(2-+e), 


übereinftimmend mit ben frühern Ausdrüden für ein elliptiſches Seg⸗ 
ment, wenn man dort =all—e), y=p=all— e?) feht 
und beachtet, daß bei jenen Werthen X im Scheitel, bei ben zulegt er⸗ 
haltenen dagegen im Brennpunkt feinen Anfang ha Wird ao = m, 
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jo breitet ſich der Sector zur halben Ellipfe aus; man hat auch u= rı 
und demnach einfach: 


0= 1 zab = I zayı — er, 


2 2 
O — abe = — I naeyi — e? x — — 96 
2.* 2 
21 _ 25 j u _ 4b 
= „ab = z: (1—e) , Y =37: 


wie ſich dieſes nach dem frühern ebenfalls ergeben muß. 


$. 46. 


Bon den krummen Flächen find diejenigen bie einfachften, welche 
von einer ebenen Curve befchrieben werden, wenn fich biefelbe um eine 
fefte Gerabe dreht, und welche deßhalb Um brehungsflächen genannt 
werden. Die Beſtimmung des Schwerpunktes folcher Flächen erfordert 
Bloß die Berechnung einer einzigen Ordinate, da er offenbar auf jener 
Geraden, der Achfe ber Fläche, liegt und demnach vollftändig be— 
ſtimmt tft, wenn man feine Entfernung von einem feften Punkte diefer 
Achſe kennt. | | 

Nehmen wir alfo diefe Achfe als Achfe der x und die erzeugte Fläche 
durch eine zu dieſer Achſe fenkrechte Ehene begrenzt an, fo wird man 
leicht einfehen, daß wenn biefe Ebene um Ax weiter von der Ebene 
ber yz entfernt, ber Bogen s ber erzeugenden Curve alfo um As 
größer wird, die Fläche ſelbſt um eine Zone wachfen wird, deren 
Slächeninhalt 40 größer ift, als bie von der Sehne des Heinen Bo— 
gens As befchriebene Kegelfläche, und Heiner, ald die Summe aus ber 
Dberfläche des entfprechenden Gürtels der von der Tangente im An- 
fangspunkte des Bogens As befchriebenen Kegelfläche und aus ber 
Wwiſchen der gegebenen Bläche und diefer Kegelfläche liegenden Ring- 
Made; man hat aber für die Sehnen-Kegelfläche, deren Oberfläche 
mit 70 bezeichnet jet, | 


10 = n(2y+4y)V4® + 2% 


49 459 
= ara 14(2 + «aa 1+(9) 3 


als Faächeninhalt des Gürtels der Tangenten=Kegelfläche und ber ge⸗ 
nannten Ringfläche dagegen findet man | Ä 
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Ad'0=n (+2 Ax V +2 dx +[(#+=2 2) er] 


ra +2) Hey) 
+2ny4x N_=1 -=22[ (ZF)- (3 7)]- 


und daraus zieht man mit der Beachtung, daß man 
40=20+0(10—-10) 
hat, wenn @ einen ächten Bruch vorftellt, das Verhältniß: 


g0_ V+(&) V A), (20 20\ 
Gh +(&) +4 1+ 1x +e I I . 
Der Anfangswerth dieſes Verhältniffes gibt, wie Teicht zu fehen ift, 
das Aenderungsgeſetz: 


dO _ dy\. ds 
Fri nr 14 ($) = Iinyz 


und die Gleichungen zur Berechnung ber Lage des Schwerpunftes find 
demnach zufolge ber Gleichungen (18): 


x is X V dy 2 
0= au [art = 2n [ar r 1+ (2) . 
Xo Xo 
x ds x dy 3 
0X = du ix.eri = — *) 


Nimmt man nun einen Augenblick s als unabhängige Beränder- 
liche und betrachtet x und y als Yunctionen berjelben, fo nimmt bee 
Ausdruck für das Moment der Fläche O in Bezug auf die Achfe der y 


die Form an: s 
au ae. 
80 


und bleibt derfelbe, wenn man x und y tauſcht; er tft demnach auch 
ber Ausdrud bed Momentes der Umbdrehungsfläche 0’, welche durch 


33.) 
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benfelben Bogen euzeugt wirb, wenn ex ſich um bie Achſe ber y dreht, 
in Bezug auf die Achfe der x; man hat alfo 


S X ds 
( — 2u in. * x- 
x dx 


mb 


8 
0Yv= — — 0X 
8 


und fchließt Daraus ,- daß die Abftände K und W der Schwer- 
punkte diefer Umdrehungsflächen O und O’ vom Anfang 
der Soordinaten ſich umgekehrt verhalten wie ihre Ober- 
flächen. 


$. 47. 


Als erſtes Beifptel zur Anwendung ber zulebt erhaltenen Formeln 
biene die Mantelfläche eines fenfrecht zur Umdrehungsachſe gefchnittenen 
Kegels, defien erzeugende Gerade durch die Gleichung: 


y=aıx+tb 
vorgeftellt wird; dieſe gibt 
dy ds —— 
ix =4, dx = yi + a? N 


und es folgt daraus, wenn h die Höhe des Kegels bezeichnet, 


h — — 
—— DVIS S—- 2b), 
0 . 


h 
0X =2nY1-+e? | dx.(axtb)x= ht VI} (2ah+3b), 
0 


und damit ergibt 
amit ergibt ſich „_ 1,2ah+3b 
8 ah+2b ° 


Bereichnet man fobann bie Halbmefjer ber beiden Grundflächen mit R 
und r, fo iſt 


b=r, R=ah+b , ıa= 
md man erhält fofort 





R—r 
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als Abftand des Schwerpunktes von ber kleinen Grundfläche; feine Lage 
iſt demnach diefelbe, wie bei dem Trapez, das burch den Durchichnitt 
des Kegeld mittels einer durch Die Achje gelegten Ebene entiteht, deſſen 
parallele Seiten R und r find, und deſſen Höhe h if. 

Zür einen fpiken Kegel bat man r —= 0, für einen Gylinder 
R=r; im erſten Falle wird daher. 


x= R 
im zweiten dagegen 
1 
x = za ‘) 
wie zu erwarten war. 
6. 48. 


Die Oberfläche eines paraboltihen Conoids, deſſen Erzeugende 
durch die Gleichung: 
y? = 2px 


vorgeftellt wird, und deſſen Pi h tft, wird durch das Sntegral: 
0 = ?2r iz .Vp®+2px 
0 


ausgedrüct, aus welchen man unmittelbar zieht: 
2 nn 
o= zr[yrp+HP—p]. 


Für das Moment diefer Fläche in Bezug auf die Achfe ber y er- 
halt man 


h 
0X = du |in. xV/p? +2px, 
0 
und nach einigen Reductionen wird 
0x = Zr[(6ht Hph—p2)Vp(p+2u)+P] 
woraus X gefunden werden Tann, wenn p und h in Zahlen gegeben find. 


$. 49. 
Wenn eine Ellipf e ſich um ihre kleine Achſe dreht, erzeugt ſie 
eine Umdrehungsflaͤche, deren Schwerpuntt durch folgende Rechnung 
gefunden wird, oo. 
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Nimmt man bie Umbrefungsachfe für bie der y, " daß wie 
gewohnlich 


Y’= (x) 


die Gleichung ber erzeugenden Ellipfe ift, fo wird 


0=2 1. fa Vor + (e— b)y2 
*270y. iy — m or + (a? — b?)y 


ort b+ + c?y2 
= nelyTER V® + ter) D 


worin e? für a2 — b2 geſetzt iſt. Ferner hat man 
ow = 2nlay.y® on ale Vo + ey 
— 27 Ku ‚Yy” Tr +cy 
2 [V@+ + 2y2)8 — * 
b? c? 


Sür ein halbes Elipfotd wird y=b, Yb?+c—a, und demnach 














= nett" Iogn , 
_2 “_ 2 a? +ab+b2 
OY= 3 ab zz zum urru 


Entfteht dagegen das Ellipſoid durch Umdrehung einer Ellipſe 
um ihre große Achſe, fo findet man 


X 
0 = du ix . = du |ir ‚Va — (a? — b2) x? , 
0 0 
Oder wenn biefes Integral nach bekannten Bormeln ausgeführt wird, 


0'= 2n-— a ne 2) 


und weiter iſt 


Üx —* x Ver-ar = ein -Vet—c c?: ze] 
0 . 


— gte2 


ee — 


fo daß für x — a der Schwerpunkt für das halbe Ellipfoid durch bie 
Ausbrüde: 
a2h ec 


__ 2 12 > 
V=nbtn Tees; 


* 2 „st-+ab+b2 


= za a + b 
beftimmt wird, von benen ber Iehte mit bem obigen Werthe von OY 
gleichlautend if 

Für b=a=r geht in beiden Fällen das Ellipfoid in eine Kugel 
über; die vorangehenden Werthe von O und O’ zeigen ſich dann aber 
unter der unbeftimmten Form: 9; denn man bat im erften Kalle 





nr _ 2 
0x = Zmeb— 


O0= nay-as nl 1 


und im zweiten 


O0 = nbı+n na 


Nimmt man daher die Aenderungsgefebe vom Zähler und Renner ber 
zweiten Glieder bdiefer Werthe in Bezug auf b als unabhängige Ber- 


anderliche, Indem man beachtet, daß = — — 2 1irb, und ſeht dann 
=a=r, c—=(, ſo ergibt ſich 
O = ?rıy O'’= 2ırıx; 
ferner {ft ’ ” 
OY=ny , 0X =nrı, 


und daraus fehließt man 


| m 


1 
v-7) >) XÆ X. 


Für eine Zone, deren begrenzende Kreiſe zur Achſe der y ſenk⸗ 
recht und vom Anfangspunft um Y und yo Längeneinheiten entfernt 
find, wird daher 


O = 2rr(Y—y) = ?nrh , 
Or = rl) = 2arh. HY+W), 
und damit folgt j 1 
| =;,(+yw=yn+rzi 
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endlich ift Für Die Halbkugel j 


Y=ztr. 


Me biefe Werthe find übrigens für fich einleuchtend, ba bie Oberfläche 
einee Kugelzone ihrer Höhe proportional if} und deßhalb durch die 
Gerade vorgeftellt werden Tann, welche bie Mittelpunfte der begrenzen⸗ 
den Paralfelkreife verbindet. | 
6. 50. 

Die Cycloide bietet zwei fernere Belipiele zur Anwendung der 
Bleichungen (33) dar. 

Betrachten wir zuerft ben Fall, wo ſich ber Bogen AM, ig. 49, 
um die Achfe der y dreht. Man hat dann das Nenderungägefeh: 


dx _ V Y 
dy — 2a—y 


in Function der DVeränberlichen y und damit für ben Flächeninhalt ber 
erzeugten Fläche den Ausdruck: 


| 0 = 2n[ür.x4 x47 = fl eV 


4aVyꝛ⸗ —F — 


und demnach für bie von ber halben Cycloide erzeugte Flache 
32 


= zme=3, 511... 


Dreht fich derſelbe Bogen der Cycloide um die Achſe der x, ſo erst 
er eine Fläche , für welche man findet 


0 = Eu her Yar = du |ir Va 


Ban Salat VRR) ; 


daraus ergibt ſich aber für y= 2a wie vorher 

















= 32 car =0;, 


3 
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bie beiden Umbrehungsflächen find alfo in biefem Kalle an Ylächen- 
inhalt gleich; ihre Schwerpunkte Tiegen demnach auch gletchweit vom 
Anfangspunkt entfernt. Diefer Abftand ergibt fich durch die Gleichung: 


, Y 2a 
OY = O’x = 2nfdy.xyf/ — 
0 2a —y 


= zuyVler(@a+31)— I axltatyYiada—y), 


wenn man darin wieder y — 2a feht; man erhält daburch 


26.32 
45 





ca? 





OY = 0x == 
und zieht daraus | 


26 
Unterſuchen wir ebenſo bie Fläche, welche von dem Bogen AM, 


Fig. 50, erzeugt wird dadurch, daß er ſich um die Normale oder um 
die Tangente im Punkte A dreht, ſo iſt 


dy 2a—x 


dx x 





das entfprechende Aenderungsgefeg ber Coordinaten, und wenn bie Achfe 
ber x (die Normale) die Umdrehungsachfe ift, fo folgt daraus für 
den Flächentinhalt O der Werth: 


= zm|üz. van = zu fir NZ: 


— 4 3 n[3yV2ax+ 2V2a(2a—x)— Bat], 


p daß ſich für die von der halben Cycloide erzeugte Flaͤche, (ir bie 
man x—=2a, u hat, 


0 —R—— — 45,447. .a? 


ergibt. Dreht fich die Curve Dagegen um bie Tangente in A oder um 
die Achfe der y, fo tft einfach: 


x 
O= 27 ix .Yex = SmxyV2ax 
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und für das von ber. halben Curve erzeugte Conoid 


0 — Tome — 16,755... ; 


dieſe Fläche iſt alfo gerade halb fo groß, als bie ber beiden erften cycloi⸗ 
diſchen Umbdrehungsflächen. In beiden Fällen tft wieder 


x 
0x-ox-2|ir . yY2ax 
0 
_4 3, 8 2 __922 rd __ 128 :. 
= ray 2er 75 7 @a?+2ax—3x )V 2a (22—x) u  ; 
fr x = 2a, y==na wird baber 


und damit Folgt 





2 15 —8 
i=7r% ang — 9,%16 a, 
8 
Y= al) = 2,608... 
g. 51. 


Die Berechnung bes Schwerpunftes von ber Oberfläche eines Ket- 
tenconoids, welches durch bie Umdrehung der in $. 33 in Betrachtung 
gezogenen Kettenlinie um ihre Achſe, bie Achfe der y, entfteht, zeigt 
feine Schwierigkeit. Man hat zuerft 


ı „;: — 
left ) 
0 dx 


| u 0. )-r@ +e ")+r] 


= 2n(Lx—py+Pp?). 
Ebenſo wird dann 


x x ig‘ 2 
ds 1 p 
OY == an [ix.erit = Im[i.ıl "Le ) N 
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und wenn man barin bie angezeigte zweite Potenz entwidelt unb Blieb 
für Glied integrirt, fo erhält man 
2x 


2x x x 
1 ’r .» 1 7 p 1 
OY=n —8 — eo — rl. —e Aev 
1 
= Zallsy—p(P—2)], 
wodurch der Werth von W berechnet werben Tann, wenn man zuvor 
bie Ränge des erzeugenden Bogens gefunden hat. 


6. 52. 

Unterfuchen wir nun bie Umbülkungsfläcden beliebiger Körper, ſei 
es, daß fie von ebenen, oder daß fie von Frummen Flächen begrenzt find. 

Menn ein Körper von ebenen Flächen eingefhloffen iſt und bie 
Coordinaten aller Eckpunkte gegeben find, fo hat die Beftimmung bes 
Schwerpunftes dieſer Begrenzung Feine Schwierigkeit, ald bie Länge 
der Rechnung. Denn es tft einmal nach 6. 37 Teicht zu fehen, daß 
ber Schwerpunft eines Dreiecks, das durch bie Goorbinaten 


yyı4 5 By 5; xg Yg Zg 
feiner Eckpunkte gegeben tft, burch bie Bleichungen: 


x=2(u+n4+n), 
Y= n+ntm): 


1 
=7(4+5+2) 
beftimmt wird, während feine Oberfläche durch den Ausdruck: 
0 =YVR+M+RN? 


bargeftellt wird, in welchem L, M unb N bie Projectionen ber Fläche 
O in den u Coordinaten⸗ Cbenen bezeichnen und die Ausdrücke: 


——X ——— Y)+z(yı—Ye)] 
M= >12 (y—5)+2(3— —,)+3(,—2)] ’ 


N= Ina m)tnla—n)+n(a— m]: 
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erfehen. Zerlrgt man nun die ganze Umhällungsfläche in Dreiede, fo 
wird man ihren Schwerpunkt: auf diefelbe Weiſe wie den eined ebenen 
Vielecks berechnen Tonnen, und zwar mitteld ber Gleichungen: 


O0 = 0'-+0'+0"+ee = 5.0, 
OxX = O0’x-+0’x"+0”x"-+ et. = 5,0'X 
OY = 2.0 y 3 OZ =. OÖ'’z 


in welhen O’, O”, etc. die Oberflächen der engenen Dreic, 
x, x”, etc, yY, y’, etc, z, 2”, etc. bie Goorbinaten ihrer 
Schwerpunkte vorftellen. 


® 


$. 53. 


- Der Schwerpunkt von der Mantelfläche einer Pyramide liegt 
öffenbar im einer zur Grundfläche parallelen Ebene, welche bie Schwer⸗ 
punkte aller Seitenflächen enthält und demnach von jener um ein ” 
Drittheil der Höhe entfernt tft, aber im Allgemeinen nicht auf 
der Geraden, welche die. Spite mit bem Schwerpunkt bed Umfanges 
der Grundfläche verbindet, wie man vielleicht zu glauben geneigt wäre. 
Denn if abede, Fig. 51, der parallele Schnitt, in melchem ber 
Schwerpunkt liegt, fo kann man fih das Gewicht der Seitenfläcde 
ABS ber Pyramide in ber Mitte m der Geraden ab, das ber Seite 
BCS in der Mitte n von be, u. f. f. vereinigt denken, und die Kräfte, 
welche mm in den Punkten m, n, etc. angreifen, werden nicht den 
Seiten ab, be, etc. felbft, fondern ben Qunbraten derſelben pro⸗ 
porttonal fein; der Mittelpunkt dieſer Kräfte, d. i. der Schwerpunkt 
der Umhüllungsfläche der Pyramide wird alfo im Allgemeinen nicht 
mit dem Schwerpunfte des Polygons abode zufammenfallen. 

Für eine parallel abgefchnittene Pyramide findet man ebenfo mit- 
tels der für das Trapez erhaltenen Werthe, daß der Schwerpunft in 
einer zur Grundfläche parallelen Ebene liegt, deren Entfernung z von 
{hr durch die Gleichung: 

1 h A-+2a 

= 3" Ara 
ausgedrũckt wird, worin A und a zwei entiprechenbe Seiten ber beiden 
Gruudflachen vorſiellen. Die Lage des Schwerpunktes in dieſer Ebent 
muß dann beſonders befiiwmt werben, wozu der vorhergehenden Be⸗ 
wachtung gufolge dieſelben Formeln wie bei dem ebenen Vielecke bienen 
‚ wenn man. darin ati her Seiten desſelben deren Quahratz 
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einführt. Bezeichnet man alfo die Seiten bes vorher beftimmten paral- 
felen Schnitte und die Goordinaten feiner Eckpunkte in berfelben Ebene 
genommen beziehungsweiſe mit 

a,b, c, eo , xy,xy, x’y, ee, 
fo bat man die Gleichungen: 


XS Zelt) Rt) EHE) ten, 
NS dt HH Le tr) ten, 


wo dann O, nicht bie Oberfläche ber Pyramide felbft, ſondern bie 
Summe: a +b? +0? + etc, welcher biefelbe proportional iſt, 
vorftellt. | 

Nach der bekannten Achnlichkeit in den Verhältnifien bei der Py⸗ 
ramibe und beim Kegel wirb man nach dem Vorhergehenden auch auf 
bie Lage bed Schwerpunktes eines ſchiefen Kegels fchließen, wenigſtens 
bie Lage der Ebene beftimmen können, welche benfelben enthält; die 
vollftändige Beſtimmung des Schwerpunftes erfordert aber immer bie 
Anwendung der allgemeinen Gleichungen, welche bazu dienen, bie Rage 
des Schwerpunftes für eine beliebige krumme Fläche zu berechnen , und 
bie wir nun ableiten wollen, 


$. 54. 


Set BCDE, Fig. 52, ein Flaͤchenſtück, das burch bie beiden 
Gosrdinatenebenen der yz und xz und zwei dazu parallele Ebenen 
PDEe und OCEe, deren Entfernungen von jenen beziehungsmeife x 
und y find, von einer krummen Fläche abgefchnitten wird, welche durch 
eine Gleichung gegeben ſei von ber Form: 

z=f(x,y). 
Der Anblick der Figur zeigt dann, daß wenn die Entfernung x um 
Pp= 4x wächſt, das genannte Zlächenftük um die krumme Flaͤche 
DEGd zunimmt, deren Oberfläche mit 4,O bezeichnet werden Tann, 
wenn O bie Oberfläche von BCDE ausdrückt. Auf gleiche Weiſe wird 
bie Iehtere um die Fläche CEFc wachſen, wenn die Entfernung y ber 
zu der xz parallelen begrenzenden Ebene um 2 47 größer wird 
und x unverändert bleibt, Läßt man aber bie beiben Veränberlichen x 
und y zugleich wachen, die eme um Ax Pp, die andere um 
AY=0Qg, ſo wirb bie Fläche O nicht nur um bie beiden vorher 
genannten Flaͤchenſtücke größer, fonbern auch noch um bie Flaͤche EFGH, 
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weldhe entweder als neue Vergrößerung des Zuwachſes 4. O In Folge 
der Vergrößerung von y oder als neue Vergrößerung ded Zuwachſes 
CEFc—= 4,0 in Folge der Vergrößerung von x angefehen und deß— 
halb mit 4,. 4, O ober mit 4,4,O oder einfach mit 420 bezeichnet 
werden kann. Die Projectton biefer Aenderung zweiter Ordnung in 
der Shene der xy iſt offenbar ein Rechte efgh, deſſen Seiten 1x 
md Ay find, und deflen Oberfläche durch das Produ AxAy ge 
meflen wird. — Es iſt nun nach den früheren ähnlichen Betrachtungen 
einleuchtend, daß die krumme Fläche EFGH—= 120 bald größer, bald 
Heiner fein wird, als das durch die vier Ebenen EFfe, EGge, 
FHhf, GHhg von der Tangential- Ebene im Punkte E abgefchnittene 
Parallelogramm, welches dasſelbe Rechte efgh zur Projection hat, 
daß aber das Verhältniß der Frummen Fläche EFGH zu ihrer Pro- 
jetion efgh von dem Berhältniffe jenes Barallelogramms zu demfelben 
Rechte num um folche Größen verfchteden fein wird, welche verfchwin- 
den, wenn man in den. Punkt E zurüdehrt, daß alfo die Anfangs- 
werthe beiber Verhältniffe gleich find. Das zweite biefer Berhältntfie 
wird nun, wie Teicht zu fehen, durch die Secante des Winkels » aus⸗ 
gerädt, den bie Tangential⸗ Ebene in E mit der Ebene ber xy ober 
den bie Normale in bemfelben Punkte mit der Achſe der z bildetz man 
hat daher *) 

20 420 
Axdy dxdy 


der mit bem in $. 34 ber Einl. gegebenen Werthe von cos», welcher 
der obigen Form für die Gleichung ber Fläche entfpricht, 


20 dz\-, /rdz\ 
dxdy = Y 4 dx +(%) j 
*) Bezeichnet man die Oberfläche der Profectton des entfprechenden Blächens 


füdes in der Ebene der xy mit O,, fo bat man 
a0, 


Anf. = Secy , 








j dxdy 1 

wm . 

bemuach — 
dxdy dxdy ’ 


man kann alfo fagen, das Aenderungsgeſetz ber Oberfläde O, in 
Bezug auf bie Veränderlichen x und y ſei bie Projection bes 
entiprehenden Aenderungsgeſetzes der Oberflähe O in der 
Cbene der xy. 

Decher, Hanbbuch der Mechanik IL 8 
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unb bie Gleichungen (18) nehmen damit bie Form an: 


je je Va) @)" 
„elle Ve+l@)+(E) =) + (#)- 
or Se joy) (E) 
O2 [ü.[er f(x, Vila :) + +(2)+(&) 2). 


Sn allen dieſen Ausdrücken werden bie tnnern Integrale in Den 
auf y genommen, ald wenn x unveränberlich wäre, und zwar zwiſcher 
ben Grenzen, welche jener Veränderlichen für einen beftimmten Werth 
ber letztern zukommen, und die entweber unveränberlich ober Functionen 
son x find. Man beftimmt biefe Grenzen am einfachften baburch, baf 
man tn einer beliebigen Entfernung x von der Ebene der yz einen zu 
Achſe der x fenfrechten Schnitt durch bie gegebene Zläche führt umb die 
Werthe von y für die Endpunkte der in dem begrenzten Flaͤchen⸗ 
ſtuͤcke entftandenen Schnitteurve In Function des Abſtandes x ausdrüct. 
Auf dieſe Weile werden alfo die Innern Integrale nach ihrer Ent 
widelung Zunctionen ber einzigen DBeränderlihen x, und es Fünnen 
dann bie äußern Integrale nad) dem gewöhnlichen Verfahren tn ge 
fhloffenen Ausdrücden ober annäherungswetie erhalten werben. Daß 
bie Ordnung ber Integration auch umgekehrt werben barf, mas ber 
Veichtern Behandlung wegen bisweilen nothiwendig wird, braucht wohl 
nur bemerkt zu werden. 

Auf Ähnliche Wetfe, wie vorher geſchehen, kann auch das Aende⸗ 
rungsgefeb ber Oberfläche eines Trummen Flaͤchenſtückes in Bezug auf 
Polar =» Eoordinaten ausgebrüdt und damit in entiprechenden Fall 
befien Oberfläche und die Lage feines Schwerpunftes berechnet werden. 

Dazu fet die Achfe der z bie Polar-Achfe, von welcher aus ber 
Winkel 3, die Ebene der xz bie feite Ebene, von welcher an ber Winkel 
w gemeflen wird, fo daß man ($. 11 ber Einleitung) zwiſchen ben 
rechtwinkligen und biefen Polar⸗ Coordinaten bie Beziehungen hat: 


I 
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x=r5nyc80 ,„ V rsin ain ,„ z—=rond, 
!-Y er? —ernsin?}. 


Bid num auf einer krummen Fläche, beren Gleichung bier bie 
Term habe: | 
r=f(0,9), 


ein Stück BCM, Big. 53, einerſeits von ber Ebene der xz, anberfeits von 
fer Ebene BAM des Winkels $, welche mit der Ebene der zz ben 
Winlel w einſchließt, und von einer Kegelfläche ACM begrenzt, deren 
Gryeugende mit der Achfe der z den Winkel 9 bildet, fo erhält man 
als Projection dieſes Flaͤchenſtückes in der Ebene ber xy den Sector 
mAc, deſſen begrenzende Curve me durch die Gleichung: 
\ rl, — f, (o) 
vorgeſtellt wird, ba für dieſelbe I als conſtant zu betrachten tft, und 
wir haben nach $. 42 als Henderungsgefeh ber Oberfläche O, dieſes 
Sectors in Bezug auf r, und w den Ausdruck: 
20, 
dr,dw 
Dieſes Aenderungsgefeb iſt aber wie vorher bie Projection bes. 
Aenderungsgeſetzes der Oberfläche O des krummen Flaͤchenſtückes BCM, 
und man hat demnach, wenn wieber » ben Winkel zwifchen der Nor- 
malen in M umd dex Achſe der 2 bezeichnet, die Beziehungen: 


=rn=rsi}. 


0, _ 0 — 8O, 0. 
drdo drdw m... drdo Ida ri 


führt, mit der Beachtung, daß man hat . 
dr, dr . 
5 > 5 u9-+rcoss ‚ 
md mit dem vorhergehenden Werthe bed Aenderungsgefehes von O,, 
ergibt fich 
OO dr , 
553 8 rain 9 (+ “s) Becv . 


68 Handelt ſich alſo mur noch darum, den Ausdruck von sec» in 

Polar = Eoordinaten darzuftellen. Dazu hat man einmal aus 2—=rc0s$ 

de Aenderungsgeſetze: 

dı _ dr „d3 dz _ dr Ä dy / 

58 5 09 - sin 9 F7 = qy 09 — rein er (a. 
8 * 


wo wenn man num flatt r, die Veränderliche H als unabhängige: ein⸗ 
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und dann aus ben Gleichungen: 
y=xruago ,„ 2-+yY=rsi?} 


bie weitern Aenderungsgeſetze: 








b.) do SÄINWCOSW — sin do cos? cos 0 
dx x rsind ’ dy x rsin$?’ 
‘ dr cosw rcos$d} dr _sino rcos9 49 





°.) dx sing snd dx ° dy sn$ sind dy' 


Die letztern Werthe geben in die Gleichungen (a) eingeführt fofert 
Die neuen: 





dz __swcos} r d9 dz in eos) r 49 
dx sin “ snsdx ’ dy sind yo ’ 
dr 


in nun noch die Aenderungsgeſetze * md -— = dur 15 
und zu erſetzen find. Man hat aber auch 
dr _drdo, dr dr drdm, dr ds 
dx dw dx 'd9 dx ° dy dody  dFdy’ 
und wenn biefe Beztehungen mit den Gleichungen % o) und (e) ver⸗ 
bunden werden, ſo erhaͤlt man leicht die Werthe fir > mb 52 Fu 
findet damit fofort 


r 008 a4 sin @ 


dz _ cosI cos 4 

u. 2 sind ind tr 
. dr 

de ceos 9 in 1 "9, 

' sin 3 sind „dr TE tr 


"15 


- Führt man endlich dieſe letztern Werthe in ben obenbemerkten Ausdruck 
für cos» ein, fo ergibt ſich damit nach mehrfachen Reductionen das 
Aenderungsgeſetz: 
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dr\. |. dr \- 
20 Ve (&) —2— 


die Ausdrücke zur Berechnung der Oberfläche O und der Momente 
0X, OW und OZ werben darnach folgende: 


Ve erke) 

[fr Te 
fin frame FG) E)] 
re Tee) 


Für diefe doppelten Integrale find in Betreff ber Grenzen ber Ber- 
änderlichen biefelben Rückfichten zu beachten, mie vorher. In unferm 
jebigen Falle wird man entweder die gegebene Fläche durch eine Ebene 
ſchneiden, melche durch die Achfe der z geht und einen beliebigen Winkel 
o mit der Ebene der xz einfchließt, und die Werthe von 9 für bie 
Endpunkte der Schnitteurve, in Function von w ausgebrüdt, als bie 
Örenzen y und yo in das innere Integral einführen, oder man wirb 
die Grenzen von w in einem Schnitte mit einer SKegelfläche, beren 
Grzeugende mit der Achfe der z einen beliebigen Winkel 9 einſchließt, 
in Function biefer letztern Veränderlichen ausbrüden, alfo » von I ab⸗ 
haͤngig machen und bemnach zuerft in Bezug auf w integriven. 

Der einfachfte Fall tft derjenige, wo bie gegebene Fläche eine Um— 
drehungsfläche und das zu berechnende Stück ein Sector tft, ber von 
zwei buch Die geometriſche Achfe gelegten Ebenen begrenzt wird, Man 
hat dann als Gleichung ber Fläche in Bezug auf biefe Achie 


r=f(9) 
und baher ZT —0; und wenn bie eine begrenzenbe Ebene als Ebene 


BR... 
ber xz genommen, ihr Winkel mit der andern durch a bezeichnet wird, 
fo nehmen bie vorhergehenden Ausdrücke bie Form an: 


Yy V dr\? 
— i 24 
O — d3.rsind "+ (3 ; 


yo 
y ze. 
0X = ine|is. r? sin? sVr+ (1 ; 
34.) * 
y dr\ 2? 
OY = d-wme)[as.n —2— (#5 , 
Y0 


IE V Sf ar\? 
O2 = ald$.r!sin$cos} “+ (35 . 
d$ 
Für einen ganzen Ring der Umbdrehungsfläcde hat man wo = 2725. 
werden daher OX und OT Null, und die Werthe von O und OB 
fommen, wie man leicht fehen wird, auf die Gleichungen (33) zuräd, 
wenn die Goordinaten=Achjen entiprechend geändert werden; benm man 


hat bekanntlich (vergl. SL. 6. 73 des I. Buches) 


V+(5) -5 » rad =y,‘' 


woraus das Mebrige von ſelbſt folgt. 


$. 55. 


Als Anwendung der Gleichungen (34) fet zuerft die Aufgabe ge 
ftellt, den Schwerpunft von ber Oberfläche BCD eines Kugelfchnittes, 
Fig. 54, zu beitimmen, melcher von ben Ebenen ber xy, der yz und 
einer durch die Achje der x gelegten Ebene CAD in einer Kugel ge 
bildet wird, die ihren Mittelpunkt im Anfangspuntte hat. Die Gleichung 
diefer Kugelfläche: 

2? 22 rn 


gibt bie Aenderungsgefebe: 


und damit findet- man 
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0- füx.fa = (fe 
Male ee x u Va 


worin 72 — x? zur Ablaczung durch r’? erſetzt iſt. 

Die Grenzen Y und yo find die Grenzwerthe von y in dem 
Schnitte EFG , defien Entfernung AF von ber Gbene ber yz gleich x 
it; dieſe Werthe ſind daher 


Y=F6=Yr-2=r, np=EH=rwsse, 


wenn = den Winkel BAC zwifchen ber Ebene CAD und der Ebene 
dee xy bezeichnet. Die Grenzen von x dagegen find Diejenigen, welche 
die Entfernung des Schnitte EFG von der Ebene der yz erhalten 
fann, alfo 





X=r , yu=l0. 


Damit wird dann zuerft 








r ! 
r . 
fü . 1 = A,.wresin = Sn arsa.se 
reosa Y r?— y? rcos 


== 800C08.08a = & 








md folglich 
' r 
Oo= re|ür.i =re. 
0 
Berner findet man 
ı 1 
0X = fh: = or|ix.z= gen , 
1 Va 90 
X gr j 


OYV—= 5 IE = [ix Vizee 
Yes re 0 


= rsina dx. Ve = Zar sine , 
0 

vo Im — 

und zuletzt hat man 


! 
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— y.1 = [ir r(1— wse) 
r’c08« 


— 1 
= me) (ix. VER = zer (1—cosea) ; 


woraus als dritte Orbinate 


1 _,1— sa 1 __sinttie 
3* 4 mr a = 4 r ja 
folgt. Diefelben Werthe ergeben fich fehr einfach mit der entſprechenden 
Rückſicht auf Die Lage der Coordinatenachſen aus den Gleichungen 34%, 


worin im jepigen Galle r conflant, S2 SO wird, und 9 zwiſchen ben 


Grenzen O und 47 zu nehmen if. "Di weitere Ausführung fol daher 
bem Leſer überlaffen bleiben. 

Für den von ben drei Soordinaten = Eheneft begrenzten Shell, einen 
Achitheil der Kugelfläche, hat man a — +, und die vorhergehenden 
Ausdrüde geben 








— Lan 1 1 — 1 
0=zm ; “=7T), Y=zt, u=jzT. 


Man ſchließt ferner aus denſelben Ausbrüden, daß der Schwerpunkt 
eined von zwei größten Kreifen begrenzten Theiles der Kugelfläche burch 
die Sleichungen: j 

sin & 


O — der N “= 7m T 


beftimmt wird, wenn man ben Winkel zwiſchen ben Ebenen diefer 


größten Kreife mit 2 bezeichnet, ihre Durchfchnittsiinte als Achfe ber y 
annimmt und die Ebene ber xy jenen Winkel halbiren läßt. 


$. 56. 


Durch einfache Grgebnifje find noch folgende Unterfuchungen be 
merkenswerth, welche als Uebungen für die Beitimmung der Grenzen 
bei ben doppelten Integralen bier einen Plab finden mögen. 

Eine Kugel- und eine Cylinder- Fläche, deren Gleichungen 


die Formen haben: 
12 4y2 2=r, 


2=rı—ı, 
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von denen alfo bie erftere ihren Mittelpunkt im Anfangepunkte hat, 
während die Ießtere, deren Durchmeſſer dem Halbmefler ber erftern 
gleich ift, auf der Ehene der xz fenfrecht ſteht und die Ebene ber yz 
längs der Achſe der y berührt, durchfchnetden fich gegenfeitig; es follen 
die Schwerpunfte der abgefchnittenen Flächentheile gejucht werben. 
Betrachten wir zuerft die Cylinderfläche ACBFD, %ig. 55, bie 
von der Kugelfläche und den Ebenen der xy und xz begrenzt wird. 
Die Sleichung. derſelben: , , 
21° = Tx—X 


gibt die Aenderungsgefehe: 


da r—2x da dz\- ir 
aa’ yd V+(2)- 


wodurch man u 


X $r Y 
0= x: dx. dy.1, 
x n 1. | Yo 


da der Ausdruck — in Beyug auf y als unveränderlich zu 
rx—Xx 

betrachten if. Die Grenzen yo und Y entfprechen offenbar dem Ans 
fangspunkte J und dem Endpunfte F der Erzeugenden der Eylinder- 
fläche in einem Schnitte, der parallel zur Ebene der yz und um x von 
ihr entfernt ift, oder den Grenzen ber zur Achje der y parallelen und 
der Abſciſſe x entfprechenden Ordinate FJ der Durchfchnittscurve DFB 
der beiden Flächen; es tft aber FJ auch der Ordinate GK ber Profection 
diefer Curve In der Ebene der xy gleich und demnach durch die Gleichung 
biefer Projectton gegeben. Gliminirt man alfo die Veränderliche z aus 
den Gleichungen der beiden Flaͤchen, ſo erhält man 


Yr-—ıx 


als Gleichung ber Parabel BGD und demnach Y = Vr—rx ; 


Y=0. Die Grenzen von x dagegen find wieder diejenigen, inner⸗ 
halb denen noch ein Schnitt wie FGIK gemacht werben kann, und 
daher einfach X = r, %9=0. Man hat aljo 


r Vr?—ıx r ®_rTx 
0= Jr i.— v7 1,7 





























0 2 0 Yıx—x? 
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oder, wie mn leicht zu finden iſt, 
0=r; 
bie Oberflähe bes ganzen von der Kugelfläde eingefchlof- 
fenen eylindriihen Flächenſtückes tft demnach Ar? ober 
gleich Dem Quadrate des Durchmeffers der Kugel. 
Hätte man bei diefer Ausführung die Ordnung in der Integration 
umgefehrt und die Grenzen von x von y abhängig gemacht, fo hätte 


2__v? 
mnX=6H=- — . %= 0 gefunden, da biefe Grenzen 


von x dann ben Grenzen des Bogend FEH in einem um y von ber 
Ebene ber xz entfernten Schnitte entſprechen; die Grenzen von y find 
YyY=0, Y=r, und damit hat man 





— 


ı pt 
0=5r ir ix . ——— oT ale eos — — 
— 2 dr 


?__r? 
firmen 5 - . 
0 r 


2?_r 
Setzt man dann in diefem Ausdruck arc cos 21 * oo 9, ſo wird 


— yr 











» 





1 1 d 1 1 . 
an (ge TEEN N nn =-Zrzp , 


und für Die Grenzen bat man 9= 0, wnny=r, und g=n, wem 
Y=0 ift; mithin findet man 


0 7 
1 ‚4 1 1 
— _—r2 — — ⸗ — __r? — 
0 * er. ysüzpy= lei 


1,7% 1 
= ”7d.Asaz p—2p m g)=r. 


* 


Es ergibt ſich nun ferner 


1 r Vr—ıx 4 r | 
0x = zr|ür. je 1= —rfdx,Yrx, 
— 2 0 


alſo auch 








1 
Fi, 
r Vre—rx 
or— 1 dx. 1 j=4rfi du. —_ 
2 Vrx—x? 4 Jo Van 
und Da man nach früher behandelten Ausdrüden 


—=4, (Va—s41 5 Tarccos- 2 


0X = X-ır; 




















— 


erhaͤlt, ſo folgt daraus 


ov = Ins ; .-; 


gr . 
Endlich findet man 
Vr—ız 
O2 = u 5 ‚’i1= ix Vr—ıx , 
1 
— rs —2 
02 ı DD „ =pzr 


Der Schwerpunft der ganzen in der Rugel eingefchloffenen Cylin⸗ | 


derfläche Hat fonach die Coordinaten: 


1 
x = 3 r N) J. == 0 . 
Um auf die gegenwärtige Aufgabe die Gleichungen (344) in Polar- - 
Eoorbinaten anzumenden, wird man am beften thun, Die Achfe ber z parallel 
zur Erzeugenden der Chlinderfläche zu nehmen, die Ebene der xz.durd) 
die Achfe derfelben zu Iegen, den Bol aber im Mittelpumft der Kugel 
zu laſſen; bezeichnet Dann x* den veränderlichen Fahrftrahl für die Punkte 
der Eylinderfläche, fo wird deren Gleichung die einfache Form erhalten: 
cos w 
sin} ’ 
worin r noch dem Durchmeffer der Eylinderfläche oder dem Halbmeſſer 
der Kugel gleich if. Man steht daraus 


dr — cos c cos 9 dr _ „Sin o 


dm ? do sin $ 
und findet damit 


rt=r 


124 


2 2 
7 + (2) ats (= — ern 


Beachtet man dann, daß die eine Grenze von I in einem durch bie 
Achſe der z geführten ebenen Schnitte, welcher den Winkel » mit ber 
Ebene der xz einfchließt, F—4r ift, während die andere ſich durch 
Verbindung der obigen Gleichung ber Cylinderfläche mit ber Steigung 
der Kugelfläche: 


ergibt, wodurch die Begiehung: 
sin 9 =C080 „ $=Z;n—u 
zum Dorfchein kommt, jo hat man 


in—o ir in—o 
[io [15 1 "ri = io. cosw.f.cotY 
0 +r 
= [16 snıyw—=rn. | 
0 


Nach diefem findet man nun leicht die weitern Beziehungen und Werthe: 


4n—o In—o 20 
OX fi je — sin 9 c0sw. en sei jo _. 


1 
= ji sin w our, 


Fra sine c08?w 
— 2° 3 
oY [io je 9.—rsin$sino.r?- sel 5 — 


— fe si? u 00 = A 


17-0 os? wcos$ 
Oz _ ı 5. en 3 


im in—o 4 1 1 

— — — — — 3 

u Mi Isin4 A N G ws2u) 8 rn 
0 37 0 


welche mit den oben gefundenen übereinftimmen, 
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$. 57, 


Etwas weniger einfach find die Ausdrücke für die Coordinaten bes 
Schwerpunktes bes Kugelfläche nſtückes BCDE, Fig. 86, welches von 
der obengenannten Cylinderfläche und der Ebene der xy begrenzt wird, 

Zuerft erhält man mittels der Gleichung der Kugel, wie in $.55, 
aber mit Umänderung der Ordnung in der Integration 


Y X 4 Y X 1 
o=rfar.fa dx. = jeje dx. ; 
Vr — 12 _y2 Vr— x? 


Indem man nım By: durch 7’? erſetzt; X. und x, find num bie 
Grenzen bes Bogend CE, nämlich 


= 60=-Vr— Y=r , n=6F-" 

















da die feßtere durch diefelbe Parabel beftimmt wird, die im vorigen 6. 
benüßt wurde; die Grenzen von y dagegen find wieder r und O, und 
8 wird dadurch 


r‘? 
r — r 
7 1 r’ 
OO = Jar.|%. = —“J 
Jo r Vr?’—.x: 0 r 


Macht man dann ? —y?=r? cos? ꝙ, woraus 








= rsi dy — r cos 
1rsmꝙ, do r 9 
und die Grenzen: g=4rn fry=r, *0 für 0 folgen, 
jo erhält man 


7 4 . 1 
0= —J = r(—n—1) = nr —r 
0 2 2 


und fchließt daraus, daß das von den Ebenen ber xz und yz und von 
der Gplinderfläche begrenzte Stück der Kugelfläche das Quadrat des 
Halbmeffers zur Oberfläche hat und demnach dem entfprechenden Stüd 
der eingefchloffenen Gylinderfläche, daß alfo auch die von ber Halb— 
Ingel übrig bleibende Fläche der darin eingefchloffenen 
Cylinderflaͤche an Flächeninhalt gleich tft. 

Diefer Werth ergibt fich wieder fehr einfach mittels der erften ber 
Öleihungen (342); denn man hat für die Kugel 


1 


1% 


und für das betreffende Stück derſelben echält 9 biefelben Grenzen wie 
im vorhergehenden 6. (bie Erzeugende ber Eylinderfläche parallel zur 
Achſe der z vorausgefeht) 5 es wird baher 


nr 
[is j® rt? sin$ —= a|io.cmo = r. 
in—o 0 


Fur das vorher betrachtete Flaͤchenſtůck BCDE hat man fobann bie 
Momente: 


r’? 
r r 
r — — 
0x = :Jır.|& —— ay.ıVe-reln, 
— 0 3 
OY=r “ja . =rfdx.Vrı—x?, 
Vr—ız Vr, = 0 


in deren Iepterem r, für. Vera flieht und bie Orbnung ber Integra⸗ 
tion geändert iſt; ferner hat man 


ſuvec 


alſo zwiſchen den angezeigten Grenzen 


1 
ov=jznr. 




















- 10-22) Vrx—x |, 


Endlich ergibt fih noch 


r 
— x. 1= fürre=n, 
0 


and wenn für r defien Werth eingeführt wird, 


— 1 | 2 
02= m - Zr. 


Aus biefen Werthen zieht man 
Tr 








2 _ 
=, 0RN.. Dr, = md” 68797 7, 
1,3 —8 
z = 6 757 = 0,0801 ..r ; 
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für das ganze auf der pofitiven Seite der y gelegene, von der Cylin⸗ 
berfläche begrenzte Stück der Kugelfläche bleiben bie Werthe von X 
und W biefelben, 2 dagegen wird Nu. 

Zuletzt wird man auf diefelbe Welfe für das übrigbleibende Stüd 
des Achttheils der Kugelfläche, deſſen Oberfläche oben ſchon gleich r? 
gefunden wurde, die Momente: 


— 188 — — Lar⸗ — rs 
0X = 75° Or 4) , ov- za : 02 =z1 


erhalten und daraus die Coordinaten: 


| 1 _ _ 2 j 
x rGa-4) , Y=ozn, 4=7tT 
berechnen. Die Berechnung biefer Werthe mitteld der Gleichungen (34°) 
dürfte eine empfehlungswerthe Hebung fein. Ä 


LII. Schwerpunkt homogener Eörperlicher Räume, 


6. 58. 


Die Gleichungen (17) können unmittelbar zur Beſtimmung bes 
Schwerpunkte eines körperlichen Raumes angewendet werben, 
wenn die Begrenzungen besfelben gegeben und von der Art find, daß 
fie immer durch Ebenen vorgeftellt werben Tönnen, bie mit den Coor⸗ 
dinaten= Ebenen „parallel bleiben, was natürlich nicht ben Ball dr 
ſchließt, wo der Raum durch eine ftetige krumme Fläche begrenzt wird, 
da hier bie zu der entfprechenden Coordinatenachſe fenkrechte Tangential⸗ 
Ebene die in diefer Richtung begrenzende Ebene if. Die genannten 
Gleichungen, ſowie bie ihnen vorausgehenden (15) und (16) beruhen 
darauf, daß 10y 


dxdyda 


iſt, und davon kann man fich auf ähnliche Weiſe wie bei ben Flächen 
leicht überzeugen. Denn ift V das Volumen eines Raumes, ber nad) 
der einen Seite hin von drei zu ben Goorbinaten-Ebenen parallelen 
Ehenen begrenzt wird, deren Entfernungen von jenen beziehungswelfe 
x, y, z find, fo wird bie Verrückung ber zur yz parallelen Ebene 
um 4x jenen Raum um einen Zuwachs ,V vergrößern, und biefe 





—⸗ 


Vergrößerung wird ſelbſt einen Zuwachs zweiter Ordnung 4, 4. V 
erhalten, wenn auch bie zur xz parallele Ebene um Ay weiter gerückt 
wird; endlich erhält dieſer letztere jelbft wieder einen Zuwachs dritter 
Ordnung: 4,4,4,V, wenn auch die dritte zur xy parallele Ebene 
von biefer um 42 weiter entfernt wird, und während nun die Geftalt 
und das Volumen bes erften und zweiten Zumachfes noch von der an⸗ 
dermweitigen Begrenzung des Raumes V abhängt, wie man aus der 
Fig. 57 eriehen wird, erfcheint der dritte Zuwachs unter der Geftalt 
eines ſenkrechten Parallelepipeds, deſſen Kanten 1x, Ay, 1z find, 
deſſen Volumen daher durch das Product Ax Ay Az gemeflen wird. 
Man hat demnach mit der Beachtung, daß dieſes Parallelepipeb das⸗ 
jelbe bleibt, wenn man auch die Ordnung in ber Verrüdung der be 
grenzenden Ebenen ändert und 3. B. zuerſt y, dann z und zuletzt x 
wachſen läßt, daß man alfo fein Volumen einfach mit 49V bezeichnen 
kann, die Gleichungen: 

PV= Axdydı I __ 

’ AxAydı 

und folglich auch für den Anfangswerth dieſes Verhältniffes ober für 
das Aenderungsgefet bes Volumens in Bezug auf bie Drei 
unabhängigen Veränderlichen x, y, z, bie Formen: 





FA 

q dx 
ds V _ “ dy _4 
dxdydz dı "> 


aus denen man nö und nach zieht 


Enfi, Zoff 
= [für fe 1; 


wie e8 in 6. 22 bereits angegeben wurde, 

Die Gleichungen (17) werden nun auf Ähnliche Weiſe behandelt, 
wie die Gleichungen (34); die Veränderlichen x, y, z felbft find, tie 
bemerkt, unabhängig von einander, ihre Grenzen aber nur in bem 
Galle, wo ber betreffende Raum die Geftalt eines rechtwinkligen Pa⸗ 
rallelepipeds hat, deſſen Seiten parallel zu den Goorbinaten= Ebenen find. 
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Im Allgemeinen find bie Grenzen von 2 Functionen von x und y, 
und bie von y Aunctionen von x; benn bie Grenzen von z finb die 
Abſtaͤnde ber beiden Endpunkte ber in bem betreffenden Raume ein⸗ 
geſchloſſenen Durchfchnittälinte zweier Shenen, die zu ben Ebenen der 
ys und xz parallel und beziehungsweife von ihnen um x und y ente 
fernt find, fie ändern ſich alſo im Allgemeinen mit der Bage ober 
Entfernung dieſer Ebenen und find folglich Zunctionen dieſer Entfer⸗ 
sungen. Die Grenzen von y find dann bie beiden Außerften Entfer- 
nungen von ber Ebene der xz, welche die vorhergehende zur Achſe ber 
s parallele Gerade in bem zur yz parallelen Schnitte erhalten Tann, 
und ändern ſich demnach wieder mit ber Lage dieſes Schnittes oder 
mit dem Werthe von x; die Grenzen biefer letztern Deränderlichen 
endlich find die Entfernungen ber beiden Außerften Schnitte, die durch 
den gegebenen Raum: parallel zur Ebene ber yz gemacht werben koͤnnen, 
von dieſer Ebene, und ſind daher unmittelbar gegeben, 

Iſt demnach dad Volumen V von zwei krummen Flächen begrenzt, 
deren Gleichungen bie Formen haben: 


z=F(x,y) r !=h(x,Y); 
und Hat man ziwifchen den Grenzen von x und y 
Fix,y) >ß (x, Y) 


ſo fann man Z=F(x,y), „—=f(x,y) feben, und bie Gleichun⸗ 
gen 17) nehmen bie Formen an: 


een [F(x,y)—h(x,y)] 


VX - | fe Fan -Knl 
(35. 
vr * je Irayhın) 


vr - [a [gina n- 12, y)] 


Diefelbe Form behalten dieſe Ausbrücke, wenn ber gegebene Raum 
don zwei Theilen berfelben Fläche begrenzt iſtz in Dee Gall find 
Deqcher, Handbuch der Mechanik IL, 


ID _ 
bann Z und 2, zwei Werthe von z, die fich für biefelfen Werthe von 
x und y ans ber Gleichung: 


ı = f(x,y) 


biefer. este ergeben. Ste werden dagegen einfacher, wenn eine ber 
begrenzenden Flächen die Ehene der xy ift, für welche man bie Gleichung: 
z==0 hat; es werben baum 


‚bl f(x 2, ’ 1x [ix [ür xf(x,y); 
” Imfüfe yf(x,y) , Vz= ef y.f?(x,y) 


die Gleichungen, welche zur Berechnung des Schwerpunktes dienen. 


8. 59. 


Sn vielen Fällen laſſen ſich indeſſen dieſe doppelten Integrale 
auf einfache zurückführen. Vergleicht man nämlich ben Ausdruck: 


joe fe 


und zwar die beiden Innern Integrale desfelben mit dem Werthe (27) 
von O in $. 35, fo fieht man, daß das boppelte Integral: 


lee 


bie Oberfläche bes in ber Entfernung x von der Ebene ber yz ſenkrecht 
zur Achfe der x gemachten ebenen Schnittes ausdrückt, welche bei vielen 
Körpern unkıittelbar in FZungtion von x erhalten werden kann; bezeichnen 
wir ſie alſo mit F, (x), ſo hat man ſogleich 


V —2 
Xo , 
Ebenſo zeigen bie beiden Werthe 0x und or dafelbſt, daß d die bop- 
pelten Integrale: 


U 


' Mi) 
j Jen y md fe as m. 09 
‘ 


die Momente: y, F. (x) und z,F,(x) ber ' eben genannten Schittt- 
fläche darftellen, wenn y, und z, bie Coordinaten des Sqhwewunttes 
derſelben bezeichnen, daß alſo :big: Asbrlirte: 


w-[ü.[% je eh iD 


auch die Formen: . 
| x | \ J 
vx — I4x. BE . , Pr fi z,F ou 2 “ 
= - ’ 


annehmen konnen. Weiß man nin, daß bie Schwerpunfte aller zur 
Ebene der yz parallelen Schnittflächen in einer und derſelben Geraden 
liegen, deren Gleichungen: er 

y=ax+h 0 


z=bxı+k 
fein, fo hat man auch — J 
oo: y =ax+h 9. „=hx+k, 
mb. demnach. teirb: . : | 


14* ag Ba 
vrzalız rt Rz); 


X oı X 
vz = |ix. x no +rla.n} 
x" IX. u 


md da man nach dem Vorhergehenden offenbar aud) rt 


x En . I. F 
[euro = vx; je... - V 


Xe Xo 
hat, po ſchließt man daraus die Gleichungen: | . 
ymaXxıh, Po Bun 
E=bxX+k, 


Heide zeigen, bab auch ber Schwerpunkt des hanzen Körpers anf 
derſelben Geraden liegt, welche die Schwerpunkte aller Schainfaͤchen 
9% 


1 


enthält, und man ficht daraus, , daß in dieſem Galle die beiden 
Sleihungen: - x 


I: X 
37.) V = [12,7 X , i = fr. 
. U x. v u Jx 
zur Beftimmung bed Schwerpunktes genügen 
ir SF a 
Unter dieſe Klaſſe Yon kheric— Raumen Tonnen zuerſt die Pyr a⸗ 
mide und der Kegel gereiht werben, da bei dieſen alle zur Grundfläche 
parallelen Schnittflächen ähnlich find und deren Schwerpunkte alle auf 
ber Geraden liegen, welche die Spige mit. dem. Schwerpunlse der 
Grundflaͤche verbindet. 
| Um aber zugleich mehrere Faͤlle zu umfaflen, wollen wir den 
Schwerpunkt einer yon parallelen Ebenen begrenzten abgefürzten Py⸗ 
ramitde uber eines folchen Kegels zu berechnen ſuchen. — Sei dazu B 
der Flaͤcheninhalt ber größern, b ber ber kleinern von beiden Grund⸗ 
flächen und h bie ſenkrechte Entfernung derſelben oder die Höhe der 
genannten Körper ; die Abftände dieſer Ebenen von der ergänzt gedachten 
Spite fein H und hu, und das Goorbinatenfyftem werde fo gelegt, 
daß bie Heinere Gtumbfläche in die Ebene der yz zu:liegen Eommt, 
daß alfo die Achfe der x auf beiden Grundflachen ſenkrecht ſteht. Man 


hat dann zuerſ 
Bm: V "Vs: ho ; 
— 


N 


VE-yi:yr=nih,!. 


. 


3 


und daraus an, rinnen 
MEER A HER non, 
! MBeyb: J unVB-Yb 


Legt man dann in ber Entfernung x von der, kleinen Grundfläche eine 
dazu parallele Ebene durch den Körper , To hat man für die Oberfläche 
O des gemachten Schnittes bie Proportior: 


VB:yYoH: th = av: :U7-YDHV5 
amd dadurch . 
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9-4 Kr. 


de Ausbruct fir des Belumen’eich fen Rörpens eb dennich 


v Je — vs] 


md gibt 
v- EV w = Kliyan). 
derner hat man | 


vx . if DIRT N . Fe 


und wenn man nach Entwickelung des Vinoms die einzelnen Glieder 
integriet,, ſo finbet man mit einigen einfachen, Reductionen. 


vx* rot ä 
und zieht daraus mit bem vorhergeheuben Werthe j Fu 
1 38+ 2VBb+ b 
7* BAVBEA 
als Entfernung bes Schwerpunktes von der kleinen Grundfläche; als 
Satferning x bsflben von. ber größern Grindflache ergibt fi damit 

a 1 „Br2VER+3b en 
Tyan 


Bezeichnet men: Dam ‚ziyei ebiſprechende Chomeloge) Binien der, Heiden 
Ormbflächen. einer. Pyramide ober. eines Hegels mit: A und a,. fo 
mm man 


x= — 


3 I... 


B = mA! a b=ue 
fegen, indem man mit m einen Goeffizienten bezeichnet, beffen Werth 
von der geometrifchen Geſtalt ber Grmmbifächen wbhängtz; es wird dann 
einfacher 

. 1 342 2424 2 


xX.=.— 7 Th Pr) 
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Bei einem. Kegel, mit kreisförmigen Grundflächen Tonnen A und a 
durch bie pelbmefler R und r berſelben erſetzt werden, wodurch der 
vorſtehende Werth die sm annimmt: 
-1 3R?®+2Rr-+r2 
‚x i 4 * Rt +-Br+R ’ 
Wenn BB wird, dann ae bie "abgefjnittene Pyramide in ein 
Prisma, der Kegel in einen Cylinder über, und man erhält 


ge. Ti, 


wie vorauszufehen war. 

Um dagegen die Lage bed Schwerpunttes einer ſpitzen Pyramide 
oder eines ſolchen Kegels zu erhalten, muß man in‘ dem obigen Werthe 
von X die Grunbfläthe H ö Null eben; mn findeb Dadurch 

1 

Ei, Ä x= {Ih R) x-rh; oo 
ber Schwerpuntt einer fpitzen Pyramtbe ober eines (eigen 
Kegels liegt demnach auf der Geraden, welde den Shwer- 
punkt der Grundfläche: mit der Spise verbindet, um 2 
ihrer Länge von diefer oder um + von ber Grundfläge 
entfernt, da bie Theile biefer Orraben den Entfernungen X’ und X’ 
proportional find, 


$ Mi — 

Nach dem vorhergehenden Ergebniſſe kann die Lage des Schwer⸗ 
punktes einer dreiſeitigen Pyramide auch ‚einfach durch die Coor⸗ 
dinaten ihrer Eckpunkte ausgedrückt werden. 

Bezeichnet man namlich die Coordinaſen der Eckpunkte: B, D, 
E, F des Tetraeders, Big. 5, der Reihe nach mit 

%.Y2% 5 x, .Yıy 9 'XgYg 23 ’ X Ya 2 ; 
fo findet: man - für die Coordinaten x‘, Y, des Sqꝙ werpunltes 6 ke 
Grundflache BDE nach dem oe c 52) bie Werthe 


zutun 
u velntntm, 
r — +2), 


135 


und für Die Coordinaten X, W, zZ des Schwerpunktes C des Tetraeders, 
weldher Die Gerade GEF in dem Berhältniffe 1:3 heilt, die Ausdrücke: 


‚1 , 3,,1 
x=-ır Ju r)= Tr - 
‚1; 8 
v=rt+2ln-Y)=Irtin: 

—2 = 14H (u r)= ir4im, 
oder mit den vorhergehenden Werthen von x’, y’, z' 
\ 

x= (ut rs+%); 
v= ntntnt+n) ; 


= utz +24 Ay . 
Diefe Ausdrüde können aber auch die Formen annehmen: 
x — mt Fit), 


v= tut nt), 
z — Kntu)titntn), 


und zeigen bann, daß Ser Sämerpuntt eines Tetraederd auch 
In der Mitte einer Geraden liegt, welche die Mittel- 
punkte zweier gegenüberliegenden Kanten verbindet. So 
liegt C auch in. der Mitte der Geraden HK, Fig. 58, welche die 
Mittelpunkte der gegenüberliegenden Kanten BE und DF verbindet. 

Wird. einer der Echkpunkte der dreijeitigen Pyramide felbit ald An- 
fang der Goorbinnten genommen, 3. B. derjenige ‚ hefien Goordinaten 
39, Yo, 20 find, ſo hat man 


i=— (start) „Y= 7 (ut) ,‚ 2= = (y-t22+2) 


als Coordinaten Ihres Schwerpunktes. 
Alle dieſe Werthe zeigen auch, daß der Sqhwerpuntt — eines Tetraeders8 
biefelbe Lage hat, wir ber Schwerpunkt von vier gleichichweren, feſt 
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verbundenen Waffen, deren einzelne Schwerpunkte die vier Eckpunkte 
des Tetraeders bilden. 


g. 62. 


Ein von ebenen Flächen begrenzter Körper kann immer in brei= 
feitige Pyramide zerlegt werben, welche einen Eckpunkt im Anfang ber 
Goordinaten haben, [mobet diefer am einfachiten in das Sunere des 
Körpers verlegt wirb], und deren drei übrigen Eckpunkte mit Eckpunkten 
bes Iebtern zufammenfallen. Sind demnach bie Coordinaten der Eck⸗ 
punkte eines folchen Polyeders gegeben, fo findet man bie feines 
Schwerpunttes mitteld der Formeln bes vorhergehenden F. unb ber 
Gleichungen (12), wenn auch dad Volumen ber einzelnen Tetracber 
durch die gegebenen Coordinaten ausgebrüdt worden ift. 

Werden nämlich. die Eoordinaten ber Eckpunkte des Polyeders der 
Reihe nach mit x, YyZ) 5 Xg Ya 23, Xg Ya 23, etc., fein Volumen mit 
V bezeichnet, die Türperlichen Räume ber einzelnen Tetraeder mit |’, 
K’, K”, etc. und bie Coorbinaten ihrer Schwerpuntte mit x’ y’z’, 
xy’ 2’, x” y" 2”, etc, fo hat man 


v=K-+-K’+-K"+ etc. =S.K, 
vx=Kr+K’x’"+K”’xr" ei. =23.Kx, 
vv = 23.Ky ; Vz = 2.Kz, 


und weil die Spige eined jeden Tetraeders im Anfangspuntte liegt, 
fo wird nach dem vorhergehenden $. 


Yeitnta) , Y=llıtutn), 7 atnt): 


H . 1 " 
ο Y=llnttn), 2 ats). 
eic. eIlc. eic, u 


Um dann auch das Volumen K einer breifeitigen Byramide BCDE, 
Big. 59, durch die. Coordinaten ihrer Eden: auszudrücken, proſicire 
man biefelbe auf die Ebene der xy und bezeichne hie Oberfläche ber 
Projectionen der 4 Seitenflächen, nämlich 

bie von bed mit O, ,„ bie von bee mit O, , 
„ un bde „ Os ;, „u cde „ O5 


und die Goorbinaten von B, C, D, E wieber der Reihe nach mit 


U UYyZy 9; “syn »„ Iy7 » ya. 
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Die Figur zeigt dann, daß das Volumen bed Tetraebers BODE durch 
bie vier fchief abgefchnittenen breifeitigen Prismen: 


BCDbed »  BCEbce ,„ DBDEbde , CDEcde - 


und zwar durch die Differenz zwiſchen der Summe ber beiden erften 
und ber Summe ber beiden leuten ausgebrüdt wird, daß man alfo 
nach einem bekannten geometrifchen * hat 


— ———— 504(4+2+3) 
Zutat) Fat) 
oder in anderer Form: 
K- 23 (04+0—0)+24(0,+0,—0,) 
_ 4409 +0,—0,)—45,(0,+0,—0,) ; 


das Viereck bede zeigt aber, daß 


O0, +0, = 0; +0 
und damit wird a 


1 
K= (40,50, +20—20). 


Ferner hat man nad) $. 37 mit Beachtung ber namlichen Richtung 
in der Aufeinanderfolge der Ecken 


0, = >[% (n„-1)+a (ls —-M)rs(lu—Y)]o 
0, = 51% („—y)+s (1 —-)+s (lan —y)]o 
(= Ha (nt ln -W)+Rm-W] 


0, = 5 [In (s—y)+s (nm —-Y)+u ln —n)]) 


und wenn nım biefe Werthe. in ben letzten von K eingeführt werden, 
fo iſt die geſtellte Aufgabe gelöfet. Der Ausdruck für K mirb aber viel 
einfacher, wenn, wie oben bei ber Zerlegung bes Polyeders in. bretfeitige 
Pyramiden angenommen wurbe, eine Spitze ber Pyramide, 3. B. E, 
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im Anfangspınlte Liegt; dann My —0, de Werthe 
von 0 O; und O, werben , 


mn Y2) > Our —XY3); =): 
und damit ergibt fich | 

1 7 
K=. [Un -SY)a sy Ya ty Ya: 


Man hat dann bei der Berechnuhg der Werthe von K’, K”, etc. nur 

barauf zu fehen, daß man bei der Aufeinanderfolge der Ecken immer 
biefelbe Richtung beibehaͤlt, und die Beftimmung des Schwerpunktes eines 
Polyeders hat ſonach Feine Schwierigkeit, ald die Länge der Rechnung. 


$. 63. 


In beſondern Fällen Tann man indeſſen das vorhergehende all⸗ 
gemeine ‚Verfahren nach ben obwaltenden Verhältniſſen abändern. So 
wird man die Lage des Schwerpunftes eines fchief abgefihnittenen 
Prisma’ einfacher dadurch beftimmen, daß man. feine Entfermuig ven 
drei fich gegenfeitig ſchneidenden Seitenflächen berechnet und den vorher 
genannten geometriichen Satz zu Hülfe nimmt, nach welchem ein ſolches 
Prisma in drei dreifeitige Pyramiden zerlegt werden kann, welche fid 
dem Rauminhalte nach verhalten, wie die: Abſtande der drei obern 
Ecken von der Ebene der drei untern. 

Iſt demnach ABUDEF, Pig. 60, ein ſolches Prisma, und be⸗ 
zeichnet man die genannten Abftände ber Punkte D, E, F von de 
untern Grundfläche ABC mit hu, he, h3, den Flächeninhalt dieſer 
Grundfläche felbfi matt O , ſo hat man für bie drei Pyramiden: ABCE, 
ABDE, BDEF die Rauminhalte; 


- 1: 4.\,. u 1. 0: 
K=-,0h N K — 0b N) K = 0 . 
Nimint man dann die Ebene der Grundfläche ABC -al8 Ebene der xy 
und beftimmt die Abftände z’, 2’, 2” der Schwerpunfte jener Py⸗ 

ramiden von dieſer Ser ſo fieht man leicht, daß 


1. a \ 
Eder eur 22 LEO DrEE 2 1025072 


und ber- Ahftand 2 des Schwerpunftes vom ganzen Pine von her⸗ 
ſelben Ebene ergibt fich aus der Gleichung —; 


139 


FO het) —E 20h; 20h (h+b,) Fu Ob (bh 4-hz +b2); 
aus welcher man zieht 


= — “Ah EEE EEE EN 

ke ..Btlstbs U 
Auf gleiche Wene wird man auch die ande w und X des Sctwi- 
punktes von zwei ber Geitenfläcken, 3. von ABDF und ACDE 
beſtimmen, indem man bidfe nach einander F erſte als Ebene der xz, 
die zweite als Ebene der yz nimmt und bie Entfernungen ber Kanten 
CE und BF von den genannten Seitenflächen mit h” und h” bezeichnet, 


Um den Werth. vom W ‚zu erhalten, theilt hanı- bad Prisma in Die 
Pyramiden ABDFE und ABCE und hat für. die erfie 


für die zweite 0 oo. ; 

on K70)b a VE Yyagk.: se. a 
und findet damit 
1, Ah, + h; + ha 

Pe a We ve 

AS Abſtand x von ber Ebene ACED. findet man cheyſe oder “ rap 
durch Veitauſchung der entſprechenden Größen 


1 ” h, +' 110 + Ahy " 
x = Th 
+ ba. hs ’ 
und mit dieſen Werthen bie Lage des Sehwerpunktes vollkommen 
beſtimmt. 


Will man von dem ſchief abheichnitteren Prisma: zu. dem parqllel 
begrenzten übergehen, fo hat man hi = he =h; au nehmen und 
erhält dadurch 


y- 





| TE Wu 
=. ,. v4 ”, x-7h, 
wie vorherzufehen mar. en 
$. 64. 


Um noch einige Beifpiele für die Anmendung der Gleichungen (37) 
iu geben, mag der Schwerpunkt ‚eines. elliptifhen PBarabolnins 
und eines Ellipſoids beftimmt werben. 
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Die Gleichung des erften, auf Achſe und Scheitel bezogen, hat 
die Kormen: 


y: 22 ax 
b? —be ? 


und zeigt, daß jeder Schnitt, befien Ebene zur Achfe der x ſenkrecht 
if, eine Ellipſe bildet, deren Gleichung unter die Form: 


c?y?®--b2z?2 — ab ex 


y? W 
abx ' acx —7 
c b 


gebracht werden Tann. Man fchließt daraus, daß bie beiben Hals 
achſen dieſer Ellipſe durch 


abx ac 
— und — 


ausgedrückt werben und ihre Oberfläche demnach durch das Product: 
ax — F, (x) 


gemeflen wird; ferner iſt es einleuchtend, daß die Schwerpunkte aller 
biefer Schnitte in der. Achſe der x ober der Achſe bed Paraboloids 
liegen, und daß man demnach für das Volumen eines Raumes, welcher 
von dieſer Fläche und einer zur Achfe fenkrechten Ebene, deren Abftand 
vom Scheitel gleich h fet, begrenzt wird, den Ausdrud erhält: 


h 1 
V= Idx.nax = wahl. 
0 
Der Ausdruck für das Moment VX wird ebenfo einfach 
h 1 | 
VX = Iix.nıx? = 7 wah? 
0 
und gibt mit dem Werthe von V 
4 
x= 3 h 


ala Abſtand des Schwerpunkte vom Scheitel, 


141 


8. 65. 

Die Gleichung des Ellipf oids mit drei unglelihen Achſen, au 

SRitelpunft und Achten au 2 iſt belannlich 
2 14213 
man erhalt dardus die Säritigteikung, wenn man a— x für x x ein- 
führt, und es ergibt ſich baum für.diefelge mit Weglaſſung des Accentes 
ıyp%, 2 _. 2ax u 
‚,.. J a? 
Jeder zur ‚Yale ber x ſentrechte, vom Scant um x entfernt Schnitt 
AR alſo wieber eine Ellipſe, deren volbachſen die Werthe haben: 
| ya Eu —V}ax — x? , 

und deren Oberfläche demnach vr 


F ‚(G)= ne la), 


e 


ansgedrudt wird. Alle dieſe Site haben ihre Schwerpunkte in der 
Achſe der x liegen; zur Berechnung bes Rauminhaltes und der Lage 
des Schwerpunktes von einem Segment, das von zwei zur Achſe der x 
ſenkrechiten Ebenen begrenzt wird, deren Entfernungen vom Anfange- 
punkt oder vom Scheitel des Ellipſoids mit n und ho, bezeichnet, ſeien, 
hat man demnach die Gleichungen: 


H be | a 
V=[d2.77°Qar x) = 5 Bat — b2) — (HI—hu)] , 
h, 
Ober wenn H— = h gefept wich, | Ä 
N = ga [3a(H + bh) — (H?+ Hg + ho2)] 
und.. * 
= * ax. Be = fee] 


R 


Ina I —XR +9 3(H-+k,) en] > 
* no. Hzzh weh einfaher : .  « 


142 


1 1 h® 
V— = rien da-h) VX— 19 Tbe (8a —2h) ’ 
und damit folgt ' 


Wird h=a, alſo das Segnent zum halben Ellipſoid, ſo findet man 
5 
V = —** x == re . 
Das ganze Ellipfoib hat folglich ein Volumen V= Im abe unb ben 
Schwerpunkt im Mittelpuntt, da h= 2a, X=a wird. 

. „Aus ben vorhergehenden Wertben gehen bie entiprecheuben für ein 
Kugelfegment hervor, wenn a=b=c=r gefeht wird; fie geben 
auf diefe Weile für ein Segment, deſſen Höhe h ift, die Werthe: 

1 a7 ’ _1,8r—3h 
und für die Halbkugel 


8 


worin X bie Entfernung vom Scheitel des Segmentes ausdrückt. Will 
mau die Entfernung X vom Mittelpunkt keunen, fo findet man allgemein 








. j er X=-. 
ynb daher für bie Halbkugel x = 7. 


Pr den Körpern, auf welche — die Gleichungen 3 anwenden 
laſſen, gehören namentlich die von Umbrehungsflächen begrenzten 
Räume. Denn nimmt man bie Umbdrehungsadhfe als Achie ber. x, fo iſt 
jeber ſenkrecht zu derfelben geführte Schnitt ein Kreis ober eine Ringfläche, 
je nachdem die Umbdrehungsfläche von einem oder von zwei Gurven- 
giveigen erzeugt wurbe, ober je nachdem der Körper um bie Affe ber.x 
jnaffiv ober hohl iſt; die Schwerpunkte aller diefer Sppmitte Tiegen dem- 
nach in der Umdrehungsachſe. Die Halbmeſſer y oder Y und yo der 
ben Schnitt begrenzenden Kreife find durch bie Gleichungen der erzeu⸗ 
genden Curven: 


y=f(x) oder Left): w.oygudlı) 
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gegeben; bie beiden letztern können aber auch. zwei verfchiedene Werthe 
von y fein, bie ſich aus derſelben Gleichung: y= f(x) für denfelben 
Werth von x ergeben. Die Oberfläche eines Schnittes wird demnach 
entweder Durch 
Ä F(x)= a — nz) 
oder, wenn es eine Ringfläche ift, durch 
F,(x) = a(®—y?) = a[Pl(x)—1?(x)] 


ausgedrückt, und bie Gleichungen (37) nehmen dadurch für einen maf- 
fiven Körper bie Form an: 


X ZZ x. tn 
Vnlji.nc , vx = n|ix.unc _ 


Xxo 


fuͤr einen ‚hohlen dagegen werben fie 


PX . Lo 8 
V=n | dx.[F?(x)—,2(x)] , vxSa li x[F?(x)—f,°(x)] 


Xo Xo oo F (58 
ober, wie fie gewoͤhnlich aufgeführt werben Due 
X 20. X 48 
I=ala.r , X nliuan,, - 
X, j Xo 
X .fX 
‚= 1 EX >  , \x= »|üx.xor-w9.} E 
X X 


Iſt die erzeugende Curve 3. 2. eine bes zweiten Grades auf 
Scheitel und Achſe bezogen. und dieſe Achſe vi undubengtaqhſ 


v hat man als Gleichung derſelben x 
| Y=mx-+n?, et 
und zwiſchen den Grenzen: X=x, x 0m 


= Je (mx-+nx?) = 4x (dm+ 203) FR? 
0 


‚x=n is. (mxt-tnxs) = 2 1Am+3i2) j 


0 — 
woraus ſofort ..* “re or In 4 x. . 0... ., “ Äd ei.ıh 
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1 4 4m+3nx 
2 3m+2nx 





x = 
folgt. 
Für das Umdrehungsellipfotd indbefondere hat man 
2b? b? 


m = — nn = — — 
e) 
a a? 


und demnach, wenn x h gefeht wird, 


1 _b2, 1, 82—3h - 
Vezazk(da—h) , X=ohy,og 
übereinftimmend mit ben Werthen bes F. 65, wenn bafelbfi c—= b ge 
nommen wird. Man fchließt auch Teicht daraus, daß wenn bie Fleine 
Achſe der Eflipfe Umdrehungsachfe wird, für ein Segment von ber 
Höhe h bie — 
gefunden werden müſſen. | 
Bei der Parabel ft n=0, m==2p, und man erhält ſir das 
Umdrehungsparaboloid die Ausdrücke: 








V=npt! = zahle ‚ x= Zi ‚ 


worin. d den Durchmefier V8ph der Grundfläche vorftellt, 
& 67. 


x... Weitere Beifpiele find bie durch bie Cyeloide engeugten Um- 
brehungstörper oder Conoide, nämlich das durch Umdrehung’ biefer 
Gurve um die Normale ihres Scheiteld erzeugte und das bei einer gleichen 
Bewegung um bie Tangente in diefem Punkte befchriebene Conoid, von 
benen jedes durch eine zur Umbdrehungsachfe fenkrechte Ebene‘ begrenzt iſt. 

Nach den früher abgeleiteten Ausdrücken haben wir für das erſtere 
zwiſchen den Grenzen X—= 2a, x, 0 zuerſt 


2a 2a dy 
v= ja. = det an|r.ar! N 


und mit ben in 6. 41 berechneten Werthen wird ſogleich 


1 RE EEE ET 





‚= 2 ra (737-3)= Ze =) — 16,9475..a? o 


Auf gletche Weiſe ergibt ſich 


2a 28 dv 
VX = „|as.xn = ae Pe ’ 





0 0 d 
und wenn man tie in dem genannten 6, 
— V2ax— x? taz , 4y — 2a x 


dx x 
einführt, fo findet man 


2a d 1 
„ja: Ay = age In’ +64), 


0 
alſo 
VXx⸗— ze mat (63m? — 64) 
und daraus wieder 
1 Hn2— 64 
a Tor. a 


Dreht fich der erzeugende Bogen nun um bie Tangente, fo muß 
man in ben’ Gleichungen (38) die Achfen wechſeln; es wird dadurch 


Allgemein 
. Y’ u j X dy 
ealirn = bar 
Yo Xo 


« t V X d 
| VV ν— aber: 
o⸗ | X, 


ind demnach in unferm beſondern Falle 


2a — — 4 | 
‚= „a2. Vir=a = nee, 
r | 


(39, 


2 


2a 
vr = e|ix. Vin = 3. nat(98 +64 , 


neraus | | 
Decher, Haubbuch der Mechanik m. 10 
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r=zuullt,, 7) = 27085. 


gefunden wird, 
Auch bei der Berechnung bed Kettenconoids werben bie Gleichungen 
(39) eine leichte Anwendung finden. i 


g§. 68. 


Mitteld der Bolarcoordinaten kam man auch den Rauminhalt 
und die Lage des Schwerpunkte von einem Körper, ber durch Um- 
brehung eines Curven-Sectors um eine feite Achſe erzeugt wurde, 
unmittelbar beftimmen, d. h. ohne ihn in Theile zu zerlegen. 

Wird nämlich die Umdrehungsachfe ald Achfe der z und als Polar⸗ 
Achſe, die Spite des Sectors als Bol genommen, fo wird bie En ; 
fernung eines Punktes, beffen Goorbinaten r und 9 find, von jener 
Achfe durch r sin F ausgedrückt, und man fchließt daraus, daß ber 
Ring, welcher von ber Kleinen Fläche Gghk, Fig. 47, bei der Um . 
drehung um bie Achſe AX befchrieben wird und welcher als ein Zu- 
wach zweiter Ordnung zu dem von ber Sectorfläche AFG erzeugten 
Körper betrachtet werben kann, dem Rauminhalte nach durch das Pro: 
buct aus ber Fläche Gghk = (r+44r)1r13 in einen Kreisum- 
fang 2 (rsin9+P4.rsin9) gemeffen wird, deſſen Halbmeſſer 
größer ift, als rsin$ und Heiner als singt. rsn$. Man 
hat daher 

. 2V 1 . 
Ir5 (r +z74r).2n(rsn9 +84. rsinYy), 


and der Anfangswerth biefes Verhaltniſſes gibt die Aenberungsgefehe: 


Ver d2.vz 
dag Arte), as 


durch welche man die Sntegrale: 


v= 235 fe r? sin I » 
” vz = am[io fe rd sin} cos 9 


zur Beftimmung des Schwerpunktes erhält, der jeht in ber Polar 
Achſe oder in ber Achſe der z liegt; es tft dabei zu beachten, daß bie 


—= Irnr?sin9cos$ , 


40.) 
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Grenzen R und-ro tm Allgemeinen, wenn fie nicht conftänt find, Func⸗ 
tionen von I vorftellen. *) ' u en 

Für einen Kugelfector, 3. B., der, wie ABXC, Fig. 61, durch 
die Umdrehung eines Kreisſectors ABX im den 'eingn begrenzenden 
halbmeſſer AX erzeugt gedacht werben kann, bat man : 41 


| t=R, p=0 ,,y=7ı 9=0 
und daher | on 
2‘ " " 2 1 
V — 3 rR’(1—00sy) ,» Vz = rar sinty , 
u’ = SRCI+ m). | 

Seht man bann R(1 — cosy) —= h (Höhe DX der Haube des Sector), 
fo wi sy == 14, und bie sorfehenben Werthe nehmen Me 
dormen an; 2 | z 1. J 

— 2 — IR—- bh): 


Dieſer Werth von 2 ift aber nach 6. A9 auch der Abftanb bes Schwer⸗ 
punftes einer concentrifchen ähnlichen Kugelhaube bed, deren Halbmeffer 
=4}R, und deren Höhe de= 3DX—=}h if, vom Mittelpunkt ber 
Rugel; es folgt daraus, baß man. fi auch bie Maffe des ganzen 
Rugelfestors in dieſer Kugelbaube bed vereinigt und gleichförmig ver- 
theilt deuten Tann. . J 
‚Yür Die Halbkugel wid 152 R, und übexeinſtimmenb mit den 
Ergebniſſen in F. 65 


v— Fane, — — —— 
Shenfo laͤßt ſich der Schwerpunkt eines von zwei eonoentriſchen Kugel⸗ 
flaͤchen begrenzten Sectors ober einer maſſiven Kugel haube berechnen, 
wenn man bie Innern Integrale der obigen Werthe von V und Vz 
zwiſchen den Grenze R ıhb r, den Halbmeſſern ber beiben begrengenben 
Kugelflächen, nimmt und y=Y, 90 —=O fehtz man finbet auf biefe 
Beife ſehr leicht u 





*) Die allgemeinen Beziehungen für das Bolumen und bie Rage des Schwer 
punttes, in Polar⸗ourdinaten ausgenrüdkt, folgen am Gnde dieſes Kapitels. 
10* 
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R®—. r3 

R ’ 
1 —h2 
Vz Fat = am ZH 
und daraus 


—2 
ober auch 


re v = Zr(R—r)(1— 0007) = Sch 





_3Ror 1, _32R—h Bor 
ARZT TR RI 


2—? (AFFE —h) 
| STTRARIRTHN) 


Für eine hohle Halbkugel iſt wie vorher y= 4, h=R und‘ 


z_ 3 (R'+r)(R+r) 
#8 R-FRrr+r 


her Abſtand ihres Schwerpunltes vom Mittelpunkte der begrenzenden 
Kugelflächen. 

Sehr einfache Anwendungen für die Gleichungen (40) geben noch 
die in den «$$. 44 und 45 behandelten Sertoren ber Parabel und 
Ellipſe, da die entfpreihenben Ausbrüde in dem ſebigen Balle eicht zu 
wueseien And 


0. 


RT "Wenden wir und man zur Anwendung der allgemeinen Gleichungen 
(35), indem wir den Schwerpunkt eines von drei größten Kreiſen 
in der Art begrenzten Kugelſectors ſuchen, daß: die Ebenen von 
zwei derſelben auf der des dritten ſenktecht ſtehen und unter 19 einm 
Winfel æ einfchließen. 

| Um dieſen Körper nicht zerlegen zu müſſen , wid ı man 1 bie Ehen 
bes dritten Kreifed als bie der xz; bie bes erften als Ebene der ya 
nehmen, fo daß ber gegebene Sector die Lage ABYZ, Big. 62, er⸗ 
Hält, und ber Winkel BAZ ber gegebene“ Winkel 0 13 aus Gleichunß 
der Coene BAY hat man danr 


em cKk-hn; 
die Wieichmg der Kugel. gibt en 
= Vr— 2-2 —6CH- do) , 
und man zieht daraus 
Fa) (x) - Ve ot == HK . 


— m 
Damit wird mm zuerſ . 


rsine : 4 
= v[ir.fa ( . Vrze-r oe) R 
ı 


wenn man, wie früher, 2? — y? durch r? erfebt mb die Grenzen von 
x in dem Schnitte DCE beftimmt. Die erfte ‚Integration, gibt 


J 
se, +. 


1=|ür (3 5 ee Pe! Pat ne) 


oder mit ben erforderlichen Reductionen einfach 
1 a  Ee 
- ze jr. W 
0 


V — Foar | 


voraus fogleich 


gefunden wird. Auf ähnliche Weiſe ergibt ſich 


r sine 
VX *6 ja: x (VF—#—x oe) 
r 1 1. 
= Zum) [ir Vo ’-Y!= = zrrsit ze, 


amd damit folgt ° " 
. , 2 
x — Ir sin ein? 4a 


16 4a ° 
Weiter hat man zur Beſtimmung von J ben Aushrud: 


x ( 
VX Jr ib . VPr- 0 ) 


1: 
2— v2?) — __ vr 
=7: iy. y(r ) ger 


0. 
m ſubet einfach N, 


y-_-_-r,.' 


8 on | 
Endlich wird die Iegte der Gleichungen (35) für unfen Zal 1°: 
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1 r r sine Ze 
Vz = 2je-j® . (FI —z?— ı! cool!) 
- 0 Jo 
1 r r oin æ x2 
= 2jr.j® . (7 -:;) 3 
0 0 


fe gibt Dur bie erf Sntegration 


N- = EP ir Ver —y)® , 


und durch bie zweite findet ‚man 
artiee 
16 a 


Wenn ber Winkel @ ein rechter wird, der Sector alfo zu einem Kugel- 
Achttheil fich ausdehnt, fo hat man daraus 


— I OR FE — 
va ⸗ ar sina ,„ 2= 


1... wog °,.: 
veont , =-T=E=gt, 
übereinftimmend mit frühen Ergebniſſen. 


$. 70, 


Als letztes Beiſpiel, insbeſondere für die Gleichungen (36) fol 
noch der Schwerpunkt des körperlichen Raumes AEXCZD, Fig. 6 
berechnet werben, der von ben in $. 56 aufgeführten Cy lin der- und 
Kugelflächen und den zwei Coordinaten-Ebenen der xy und xz begrenzt 
wird. Zu dieſem Zwecke nehme ich aber, wie die Figur zeigt, bie. er- 
zeugende Gerade der Cylinderfläche parallel zur Achfe ber z; die Gleichung 
diefer Fläche erhält dann die Form: 


Y=r— xi 
und gibt in einem zur Ebene der yz parallelen Schnitte die Grenzen 
von y in Zunction von x, nämlich 
Y=Yrx—ı2 ı »=9. 


Der Werth von z wird durch die Gleichung der begrenzenden Kugel⸗ 
fläche gegeben, und man hat demnach, wenn r — x? ur r’? erfeßt 
wird, 
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r — 
V -[a.fo . Vr :._y3 


4. Ir - x) Vrx +(r8—x?) nu =]. 


Seht man dann in biefem Ausbrud arc sin YV=: = u, woraus 


x—=rtangu , = für er N u=0 fr x=0 
folgt, jo findet man | 


2 1 ı. 10* 
v — 75” Hiper [an meta + gt [ün-ung . 
0 0 
Man hat aber, wenn n eine gerade Zahl ift, 


o—1 n—3 | 
Terug. (Zt —— eb.. ‚tunguzı) 


und dadurch zwiſchen ben Grenzen 47 und O 





du o-— 1 Ic + 1 
u= ni egogt® oo... +ry”- 


Daraus zieht man für unfern Fall 


47 1 
Jerute — 12 71 
0 


4n 
1 —* 13 1 
j“ tu = gg ti gR eg” 
der Werth von V wird alſo 


—_ 41 Sr = tel _4\ _ s 
‚=Zzum-Zzi-gr 76 7) = 9,3014... 


und zeigt in feiner erſten Form, daß das von der Chylinderfläche aus⸗ 
geſchloſſene Stück des, Kugel= Achttheils einen Rauminhalt — Ir? Hat, 
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Ä Auf bemfelben Wege gelangt man nun leicht zu den Werthen für 
bie Momente VX, VW, Vz. Für das erſtere hat man 


r Vrx—x® 
vx = fdx.x|dy. Yr:_y 
do 0 


und zieht daraus nach und nach 


.PFE nr. 
— [ar em Vrr+ [rinnen] j ZI 
° 0 2 0 r+X 


in in 
1 1 , 
= or +57 ur -zrjar — tang®u 
2 
5 


wodurd dan 


12 | 
x= nn Org 9 MM..r 


gefunden wird. Ferner iſt 


Vrx—x? 
VY J dx |: Y. Vz]: 1 x. [Vess-Ve] 


= nr Ir 
und demnach 3 15 29 ' 
T— 
ng AM ..r 
Zuletzt berechnet fich 


Vrx—x: ff 
Vz = — |; dx fr . = |ar (Ir—rx— 2x2) Yrx—ı, 
0 


oder wenn man x—=4r— u feht, wodurch man 
dx 1_.. 1 
Frame, ‚, A=—zr fr x=r, u=S+zr für. x=0 


erhält, fo verwandelt fich der letzte Ausbru in den folgenden : 
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—tr 
Vz = se: (24? — 3ru— 272) Y4r? — u? : 
+4 
und mit ben bereits ausgeführten Integralen 


—4r 
Jever _-”“”=-— me R 





+4r 
—}r | —4ir 1 
je vr=#=0 j du.Yiır—_v=— Zaun 
+tr -+4r . 
hält man nach einigen Rebuctionen 
| 5 
folglich wird | 
z — 1, 37 _ 0,402..r 
64 I3n—A u 


der Abftand des Schwerpunftes von ber Ebene ber xy. 

Für den ganzen von der Cylinder- und ber Kugelfläche be 
grenzten Raum ſchließt man daraus die Werthe: 
V= 2082-4) , x zo v=2=0. 

Schließlich mag noch die Ableitung ' ber vorhergehenden Grgebniffe 
in ber Weiſe, daß die Gylinderfläche auf der Ebene der xz ſenkrecht 
chend angenommen und ber betreffende Raum in zwei Theilen berechnet 
wird, von denen ber eine zwifchen der Ebene der xz unb ber durch 
bie Vurchſchainocuwe der gegebenen Flächen gelegten paraboliſchen Cy: 
Iinderfläche, der zweite zwiſchen dieſer und der Kugelfläche eingeichloffen 
iſt, ſowie die Beftimmung des Schwerpunktes von dem in dem Kugel- 
Achttheil übrig gelaffenen Raum, deſſen Volumen oben gleich Ir? ge 
funden wurde, zur Uebung empfohlen werben. , 
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IV. Berechnung von Flächen und körperlichen Näumen 
mitteld des Schwerpunktes. 


§. 71. 


Es gibt viele Faͤlle, wo mittels des Schwerpunktes einer ebenen 
Curve oder des von derſelben eingeſchloſſenen Flaͤchenraumes die Ober⸗ 
fläche oder das Volumen des von ihr erzeugten Umbrehungskörpers ſehr 
einfach berechnet werben kann, wie ftch leicht durch Vergleichung ber im 
Vorhergehenden abgeleiteten Formeln nachweifen läßt, 

Wir haben nämlich oben gefunden, daß wenn L bie Länge eines 
Survenbogend und Y den Abftand feines Schwerpunttes von der Achfe 
der x bezeichnet, man hat 


x ds 
LY = [ar aber 
Se X ' 


ferner haben wir gefehen, daß die Oberfläche O ber durch dieſe Curve 
bet ihrer Umdrehung um bie Achſe der x beſchriebenen Umdrehungsflaͤche 


durch 
Ss. Ko 
O= du |.r = anlan.vie 
8 Xe 

ausgedrückt wird; die Vergleichung biefer beiden Ausbrüde gibt aber 
fogleich 
41.) ı 0 =2nly 
und zeigt, daß der Fläheninhalt der erzeugten krummen 
Fläche durch das Product aus der Länge L der erzeugen- 
ben Eurve in den Umfang 2rnwW bes von ihrem Schwer 


punkte befhriebenen Kreifes gemeffen wird, 
Ebenſo zeigen bie Ausdrüde : 


4 X 
FY = 2% (VY— y?) 


Xo 


für das Moment einer zwiſchen gegebenen Curven eingefchloffenen 
Kläche F und 


X 
V= „|ix (VY—y?) 


Xo 
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fir das Volumen des von derſelben Flaͤche bei ihrer Umdrehung um 
bie Achfe der x erzeugten Umdrehungskörpers, baß ber letztere derſelben 
auch die Form 

V=2nFy (42. 
erhalten Tann, daß aljo das Volumen eines ſolchen Körpers 
auch Has Product and dem Flächeninhalte F bererzeugen- 
den, von einer oder zwei Curven begrenzten Fläche in den 
Umfang 27.W des von ihrem Schwerpunfte beſchriebenen | 
Kreifes zum Maaße hat. 

‚Bet biefer Berechnung tft jeboch vorausgeſetzt, daß bie erzeugende 
Curve oder Gurvenfläche nicht von ber Umdrehungsachfe geichnitten 
wird; denn es ift leicht zu fehen, daß die vorhergehenden Ausbrüde in 
diefem alle nur ben Unterfchteb der von beiden Gurventheilen erzeugten 
Flächen oder körperlichen Räume angeben. Auch braucht wohl faum 
bemerkt zu werben, daß biefer Lehrfab nur dann mit Vortheil ange- 
wendet werden Tann, wenn ber Schwerpunft der Gurve oder Eurven- 
fläche ohne Rechnung befannt iſt; denn wenn bie Ordinate W besfelben 
ert berechnet werben muß, fo tft leicht aus den obigen Gleichungen zu 
fehen, daß die Oberfläche O oder das Volumen V unmittelbar durch 
biefelbe Rechnung gegeben wird. 

Einige einfache Beifpiele werben genügen, um die Anwendung ber 
Öleihungen (41) und (42) deutlich zu machen. 

Die erzeugende Eurve fei ein Kreis, deſſen Halbmeffer gleich r, 
und fein Mittelpunkt befinde ſich in einer Entfernung c von der 
Drehungsachfe, welche größer iſt als der Halbmefler r. Zur Berech⸗ 
nung der Oberflaͤche O der erzeugten Umdrehungsfläche hat man 


L = 2ır , | Y=c 
O = Anire. 


Der dlachentnuhalt des Kreiſes iſt ser? und fein Minelyuutt auch der 
Sqhwerpunkt dieſer Flaͤche; man hat daher 


V=2nter. 
Wenn der Kreis bie Umbrefumgeadife gerabe berührt, fo wird e — r, 
und es ergibt fich dadurch 
O=4Ant , V=2n!r; 
ie Dberfläche eines folchen Wulftes iſt demnach dem Quabrate des 
nn oumfonges gleich und fein Volumen einem Gylinder, ber denſelben 
Umfang zur Höhe und bie Kreiöfläche zum Querfchmitt hat. 


und demnach 
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Als zweites Belfpiel nehme ich eine Cllipſe, beren Halbachſen = 
mb b find, als erzeugenbe Fläche und bie Entfernung ihres Mittel- 
punktes von ber Drehungsachſe gleich c, fo daß man hat 


F= nab , wc 


und demnad für das Volumen des durch eime ganze Umdrehung er⸗ 
zeugten Körpers 
— nab.2nc = 2ntabe,, 


wie auch bie Achſen ber Ellipſe gegen bie Drehungsachſe liegen mögen. 
Sft die erzeugende Flaͤche dagegen eine halbe Ellipſe, ihre große 
Achſe der Umdrehungsachſe parallel und um einen Abftanb c von ihr 
entfernt, fo findet: man 
1 4b 
F= „zwab N Y=e + 37 , 

woraus dann Ab 

a 46 
V=n?ab (< + 35) 


folgt, Wird die große Achfe alfo jelbft ald Umdrehungsachſe genom⸗ 
men oder c—=0, fo erhält man 


v- aab⸗ 


als Rauminhalt des fpindelförmigen Umdrehungsellipſoids. Die 
Ellipſe geht in einen Halbkreis über, wenn b=a=tr iſt, und das 
Bolumen des erzeugten Ringes wird durch ben Ausdruck: 


v — Ir⸗ (3rc+4r). 
gemeſſen, welcher für c = 0 den befannten Werth: 
— Sr 
für den Rauminhalt der Kugel gibt. 


$. 72. 


Die beiden vorhergehenden Xehrfäte, welche unter dem Namen: 
Guldin'ſche Regeln befannt find, laſſen ſich indeſſen in’ Tolgenber 
Weiſe auch allgemeiner darftellen. 

Zuerft iſt es offenbar nicht nothwendig, daß die erzeugende Curve 
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gerade einen ganzen Kreisumfang zurücklegt; man kann alſo flatt bes 
Umfanges 27 irgend einen Bogen « in die Gleichungen (41) und 
(42) einführen und bdiefen die Formen: 


O=a.alY ,„ V=- ofr (43, 


geben, worin aW bie Länge bed von dem Schwerpunfte beſchriebenen 
Kreisbogens vorſtellt. 

Wenn ſich dann eine ebene Curve mit einem ihrer Punkte länge 
einer andern einfach oder doppelt gefrümmten Linie fo bewegt, baf 
Ihre Ebene immer normal zu dieſer letztern bleibt und alle ihre übrigen 
Punkte parallele Curven zu der gegebenen befchreiben, ebenfo wie ber 
Schwerpunkt der ſich bewegenden Curve oder der Schwerpunft ber von 
Ir begrenzten Fläche, fo kann man fi) diefe Bewegung in jedem 
Augenblicke oder in jeder Lage der in Bewegung begriffenen Curve als 
eine drehende Bewegung um eine veränderliche Achfe vorſtellen, die im- 
mer fenfrecht ift zur Krümmungsebene ber leitenden Curve und zwar 
Im Krümmungsmittelpuntte berfelben. Nennt man alfo ben veränder- 
lichen Bogen ber von dem Schwerpunfte der beweglichen Gurve be= 
{hriebenen krummen Linie s, einen Heinen Zuwachs besfelben 18 
md den entfprechenden Kleinen Bogen des Reimmungstrefe berfelben 


s, fo iſt die Einheit ber Anfangswerth bes Verhältniſſes: Er und 


wenn daher P den Umfang ber ſich bewegenden Curve, O ben Flächen⸗ 
inhalt der bei diefer Bewegung erzrugten Flaͤche ausbrüdt, fo wird 
man nach dem’ Früheren ſchließen, daß man hat 


Ehenfo findet man in für das Volumen V des von diefer Fläche begrenzten 
Raumes, wenns’ den veränberlihen Bogen ber von dem Schtwerpunffe 
ber Fläche F der beweglichen Curve befchriebenen krummen Linie bezeichnet, 
IV _g, 
. ds 

und. da P und F unveränberlich find, fo zieht man baraus | n 

S Sg " 

0= J— ‚= — r|ür =F(9—,); ; 
So D g o . 

Oder indem man S— 5, durch L, S’— 8’, butch L’ erfeht, 

OÖ — PL , V == F L . (44. 
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Der Fläheninhalt ber erzeugten Fläche wird demnach 
dur das Proburt aus dem Umfang ber erzeugenden 
Gurve in den von feinem Schwerpunkte befihriebenen Bo- 
gen gemeffen, das Volumen bed von biefer Fläche und 
von zwei zur leitenden Curve normalen Ebenen begrenz- 
ten Raumes burh das Product aus der Oberfläche der 
erzeugenben Gurve in den Weg bes Schwerpunktes biefer 
Fläche ausgedrüdt. 

Natürlich gelten diefe Sätze blos mit ber Beſchränkung, daß fich 
zwei fo nahe ald man will auf einanderfolgende Normal= Ebenen zu 
der leitenden Gurve niemals Innerhalb der erzeugenden Curve fchneiden 
bürfen. 

Wenn die leitende Linte eine Gerade iſt, fo wird bie erzeugke 
Fläche eine Eylinderfläche, der erzeugte Körper ein Cylinder mit paral- 
lelen Grundflaͤchen, und bie obigen Lehrfäbe find für diefen ohnehin 
einleuchtend. 


6. 73. 


In dem eben genannten Falle, nämlich wenn bie leitende Linie 
eine Gerade tft, kann aber felbft von ber in bem allgemeinen Sape 
enthaltenen: Bedingung, daß bie bearenzenden Ebenen normal zu ber 
leitenden Curve fein müflen, Umgang genommen werden, und bag 
Bolumen eines chief abgefchnittenen Prisma's oder Eylinders in 
jedem Balle durch ben Blächeninhalt, die Oberfläche eines ſolchen Kür- 
pers jedoch nur in befondern Fällen durch ben Umfang ber erzeugenden 
Linte und durch bie Entfernung der Schwerpunkte der ſchiefen Schnitt- 
flächen, beziehungsweife ihrer Umfänge, ausgebrüdt werben. 

Wird nämlich die Ebene ber xy ſenkrecht gu ber leitenden Ge 
raden angenommen, bie ber xz dagegen fentrecht zu ber einen ſchiefen 
Schnittfläche, jo find bie Glejchungen ber durch bie legtere mit ber 
Cylinderflaͤche erzeugten Curve 


—y. s=axtb, 


und für dad Moment ihres Umfanges in Bezug auf eine Hefe in der 
Ebene ber xy hat man nach Gleichung (25) 


x — 
jur). 


‚ober wenn lang a für a gefeht wird, 
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LE cos« [er «V 1+()’ono "ost 


oder mit dem Werthe von z in x 


— V — Me ar’ cos? " 


— (alX-+bL)coosa , 
weil man auch hat 


L cos Se Verl) ne Ay co?a , 
— dyı : on. 
LX cosa = ix. 1+(2) cos” a 5 
” 


und aus dem letztern Werthe folgt, wie vorauszufehen war, 
zZ =aX+tb, 


Bezeichnet dann P ben Umfang eines zur Achſe bed Gylinders ſenk⸗ 
rechten Schnittes, jo daß 


X — — 
dy\2 
J * V+() 
wird, fo hat man auch 


Pz =aPfx-+bP. 


Um nun ben Flächeninhalt der betreffenden Gylinderfläche, deren 
Öleihung: y= f(x) ift, zwiſchen der Ebene der xy und dem ſchiefen 
Schnitte auszubrüden, muß man in ber erften ber Gleichungen (34) 
die z mit be y vertaufchen, weil in unferm Falle die Nenderungsgefeke: 


ums 2 unendlich werben; biefe Gleichung nimmt dadurch bie 


Form an: 
X zZ EI REFERENT 
_ dy\2 dy\? 
* V1+(2) + =) 
X Le 
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und wird für unfern Fall, w m LM, 2=1ı,3=0Äf, 


[x Vı+@) fei=fa da. 142M9 


oder mit dem Werthe von z 


"PX may X =... 
_ dy\2 ( dy\2 
— α),— 4 a2. Y —— z) 
Beachtet man alfo, daß wenn X’ den Abftand des Schtwerpunftes von 
bem Umfange P eines ſenkrechten Schnitted von ber Ebene der yz be 
zeichnet, bie Gleichung: x 
’_ ‚fdr\? 
Px =|ix . «yi + (5) 
X 
ftattfindet, fo zieht man ans bem vorhergehenden Werthe den Ausdruck: 
O=aPx+bP 


und fließt aus der Vergleichung desfelben mit dem obigen Werthe von 
PzZ, daß im Allgemeinen die Oberfläche eines chief abgefchnittenen 
Cylinders oder Prisma's nicht dem Producte aus dem Umfange bes 
fenkrechten Schnitte in die Entfernung ber Schwerpunkte ber beiben 
begrenzenden Curven gleich tft, fondern nur in dem Falle, wo X X 
tft, d. h. mo ber Schwerpunft ber fchiefen Schnitteurve mit dem des 
fenkrechten Schnittes auf berfelben, zur Erzeugenden bes Gylinders (ber 
Kante des Prisma's) parallelen Geraden liegt, alfo in allen Fällen, 
wo der fenfrechte Schnitt einen Mittelpunkt hat und durch eirien Durd- 
mefjer oder überhaupt durch jede Durch ben Mittelpunft gelegte Gerade 
in zwei congruente Theile zerlegt wird, wie bet dem Kreife, ber Ellipſe, 
einem regelmäßigen Bielecfe von gerader Seitenzahl, u. ſ. f. 


| 9) Die Gleichung der Cylinderflaͤche: —E — f(x) gibt nämlich unter der Form; 
F(x,y) = O oder 02 = F(x,y) die Aenderungsgefege: 


ode _ d.F(x,y) of: _ d. F&N, 
dx dx ? dy dy 
und daraus folgt 
de _ _dz 1 dy. 


m u — 
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Die vorher ausgeſprochene Bebingung wird dagegen in Bezug auf 
bie Flaͤchen bes ſenkrechten und fchiefen Schnittes immer erfälz, 
ud dad Volumen kann deßhalb immer mittels des Schwerpunktes be 
rechnet werden. Man findet in der That für die Momente der ſchiefen 
Schnittflääche durch die zweite und vierte ber Gleichungen (34) mittels 
ber Beziehungen: u 

44. 


de - 9 
z=axı-ıb , Fri y-. 


und wenn wir ben Slächeninhalt dieſes Schnittes mit O bezeichnen ’ | 
x Y 
ox — et, 
i X ) ' 


oder wenn wie oben tange für a gefeht wird, 


x Y 
OX cos «& = [üx.[ür.x 
X yo 


und in gleicher Weiſe 


| X pY 
O2 cos « = [ü2.[ar.: * 
X Ya 
Wird nun bie Oberflaͤche des ſenkrechten Schnittes mit F bezeichnet, ſo 
hat man bekanntlich | M | 
F= 0000 N 


und zieht daraus einmal 


X Y 
ex = (in farıx A = X, 
Lo V Vo 


wraus bie Beſtaͤtigung ber obigen Behauptung folgt, daß der Schwer⸗ 
Punkt der fchtefen und derjenige ber fenkrechten Schnittfläche auf derſelben 
zur Erzeugenden bed Gylinders parallelen Geraden liegen; ferner findet 


man damit 
X Y 
en = [ür.jar.: ; 
X f) 


Degen, Handbuch ver Mechanik 11. 11 


d2F 


day N 
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und ‚die Vergleichung biefes Ausdruckes mit ber erfien ber Gleichungen 
(36) zeigt, daß bie rechte. Seite auch das Volumen V bes abgefchnit- 
tenen Cylinders ausbrüdt, daß man alſo auch hat 


 v=Fs, 


welchen Winkel bie ſchiefe Schnittflaͤche mit ber ſenkrechten bilben mag, 
vorausgeſetzt jedoch, daß fie bie Ebene ber xy oder ben begrenzenden 
ſenkrechten Schnitt nicht innerhalb des Riſſes der Cylinderfläche fehneibe. 
Der Rauminhalt eines auf einer Seite ſchief abgefchnit- 
teen Eylinders oder Prisma’s tft demnach immer dem 
eines fentreht abgefähnittenen gleich, welchem bDiefelbe 
Grundfläche und die Sntfernung ber Schwerpunkte ber 
begrenzenden Schnittflähen als Höhe zukommt. 

Sit endlich das Prisma ober der Eylinder auf beiden Seiten fchief 
abgefchnitten, wie ABGD, Fig. 64, fo zerlegt man biefen Körper durch 
eine beltebige zur Grzeugenben ſenirecht Ebene EF, die jedoch keine 
der beiden begrenzenden Schnittflãchen ſchneiden darf ‚ tn zwei Theile 
und berechnet das Volumen von einem jeden berfelben. Diefe Berech⸗ 
nung kommt aber offenbar darauf hinaus, die Oberfläche bes fenkrechten 
Schnittes EF mit dem Abſtand ab ber Schwerpunfte a und b ber 
beiden fchiefen Schnittflächen zu multipliciven; fallt man dann von dem 
Schwerpunkte b ber obern Schnittflädhe eine Senkrechte bd auf bie 
Ebene der untern, fo wird diefe mit der Verbindungslinie ab der bei- 
ben Schwerpunkte benjelben Winkel bilden, den die ımtere Schnittflaͤche 
mit einem fenkrechten Schnitte einfchließt, und mern man baber bie 
Länge der gefällten Senkrechten h nennt, die Entfernung ber beiden 
Schwerpunkte mit 1, ben Flächeninhalt ber untern Schnittfläche mit B 
und den Winfel, den fie mit einem fentrechten Schnitte bildet, mit I 
bezeichnet, jo tft . 


b=103 ,„ F=Bcoon}%, 
v=Fl=Bbh; 


das Volumen eines auf beiden Setten [chief abgeſchnit 
tenen Prisma’s ober Eylinders wird demnach durch das 
Product aus der Grundflähe tn bie Entfernung des 
Schwerpunktes ber gegenüberliegendben begrenzenden 
Schnittflaͤche gemeffen. 

Der in $. 52 gegebene Werth von = für ein Dreieck zeigt, daß 
ber befannte, in $. 63 angewendete geometrifche Lehrſatz über den 


und demnach 


163 


Rauminhalt des ſchief abgeſchnittenen Bios uur: ein beſonderer Ball 
des eben ausgefprochenen tft. 

Es darf ‚kaum erwähnt we daß ein ahnlicher vehrich auch 
für die Umhüllungsfläche eines au beiben Seiten {chief ahgefchkittenen 
Gylinders abgeleitet werben kann, wenn für die Schwerpunfte ber beiden 
begrenaenben Gurven die oben geftellte Bedingung erfüllt wird. "' - 


\ | De von 
⸗ n .° .* s hr . . ® | [) . 


. . Eu As 
V. Schwerpunkt utcht dongine Bityer. 


; ? 
. J 


u. 


Wenn ein Körper in. allen ſeinen Theien dieſelbe Dichte beſihh 
ſo iſt ſein Schwerpunkt, wie in F. 22 gezeigt wurde, derſelbe wie ber 
feines Volumens. Iſt ber Körper dagegen nicht überall gleich dicht, 
oder nicht gleichartig, nicht homogen, ſo kann fen Schwerpunft nicht. 
mehr auf dieſelbe geil beittmmt, werden; er wird dann entweder aus 
mehreren gleichartigen Theilen von berſchiedener Dichte beſtehen, oder 
ſeine Dichte wird von einem Puntte zum änbern continuirlich ab⸗ ober 
zunehmen. 

Im erſten Falle muß der Schwerpunkt eines jeden Fheiles befonz 

ders beftimmt und dann damit der Schwerpunft bed ganzen Körpers 
nad den Gleichungen (12) in $ 20° berechttet werden. 
. Im zweiten Falle kann die Dichte q oder das pezififche Gewicht 
pᷣ als Function der Coordinaten x, y, 2 ausgedrückt werben, und bie 
Bleihurngen (15) oder (16°) find ed nun, durch welche der Schwer⸗ 
punkt des Körpers beſtimmt werden muß. 

Set z. B. ber Schwerpunkt eines parallel begrenzten Prisma's ober 
Cylinders zu finden, deſſen Dichte von der untern Pläche gegen bie obere 
ſtetig und proportional der Entfernung von berfelben zu= oder abnimmt, 
ſo daß in jedem parallelen Schnitte die Dichte in allen Punkten die 
felbe iR. Man nehme die untere Grundfläche al Ebene der xy, be: 
zeichne deren Flächeninhalt mit F, die Höhe des Gylinders mit h, bie 
Dichte in der untern Grundfläche mitt D,, in ber obern mitD, woburch 
ſich für einen parallelen Schmitt in ber Entfernung 2 von ber untern 
iexainngeluae die Dichte: 


ı=D+,0- Do) u | u 
11* 
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ergibt z damit Hat man für die Maffe des Cylinders den Ausdruck: 


— fer-fetio-ufe fh 


oder da, wie leicht zu fehen iſt, 
je-fe. 1b, Zömhh , 26 bike O 
erſetzt werben Tann, nach ausgeführter Integration 
M— DoFh+ PhD D))= Fh(D+D,) 
Diefe Maffe iſt demnach biefelbe, wie bie Maſſe eines gleich großen 


Cylinders, deſſen Dichte conſtant und der mittleren Dichte 4 (D-+ D,) 
bed gegebenen gleich iſt. 


Es iſt ferner no: 
NZ — r|.2100+40-201 
0 
= —Fht(Ds+2D), 
ans foglet 
worans ſogleich 4,D4+2 
3. +D 


folgt. Die Lage des Schwerpunkte bezüglich feiner Entfernung von 
ber Grundfläche tft demnach bdiefelbe, wie in einem Trapez von gleicher 
Höhe, deſſen parallele Seiten ben Dichten D und D, proportional 
find. Seine anderweitige Lage hängt natürlich nur von ber Geftalt 
ber Grundflächen ab und tft unabhängig von der Dichte; er liegt 
offenbar auf ber Geraden, welche die Schwerpunkte ber beiden Grund⸗ 
flächen verbindet, ba der Schwerpunkt eines jeden parallelen Schnittes 
in derſelben Geraden liegt ($. 59). 


$. 75. 


Statt der Formeln (16) {ft es in vielen Fällen ber leichtern In⸗ 
tegration wegen vortheilhafter, andere anzuwenden, tn welchen bie Lage 
eines Punktes durch Polar⸗Coordinaten ausgebrüdt tft, namentlich 
in folchen Fällen, wo die Dichte von einem beflimmten Punkte aus fich 


| 
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nach allen Seiten gemäß einer ‚gegebenen Function der Entfernung 
Retig ändert. | 

Um dieſe Gleichungen zu erhalten, bezeichne wieder r bie Entfer- 
mg eines Punktes vom Pole, I den Winkel, den dieſer Fahrſtrahl 
mit der Achfe der z bildet, und w ben Winkel, welchen feine Projectton 
in der Ebene der xy mit. ber Achfe ber x, oder ben bie Ebene des 
Winkels I mit der Ebene ber xz einfchließtz man hat dann zwifchen 
ben rechtwinkligen Coordinaten x, y, z und biefen Polar = Goorbinaten 
eines Punktes bie öfter bemerkten Beziehungen: 


1 r sin 9 cosoo, y=?rtsin’ysinw „ z=rcosY. 


Rehmen wir dann einen Türperlicken Raum ABCD, Fig. 65, ber 
einerfeit8 von ber Ebene ber xz und einer zweiten durch die Achſe der 
s gelegten Ebene, welche mit diefer den Winkel » bildet, anbderfeits 
von einer Kugelfläye BED, deren Halbmeffer r ift, und endlich von 
einer Kegelfläche ABD begrenzt wird, deren Achfe die ber z tft und 
deren erzeugende Gerabe mit diefer ben Winkel 9 bildet, fo kann derſelbe 
dadurch "erzeugt gedacht werben, daß ſich die Ebene bes Kreisſectors 
BAC um die Achfe der z bis im bie Lage CAD gedreht habe. Be= 
zeichnet man demnach den Ylächentnhalt dieſes Sertors mit O, ben 
Abſtand feines Schwerpunftes von der Achfe der z mit X und den 
Rauminhalt des Körperd ABCD mit V, fo tft ber Weg, den ber 
Schwerpunkt bei der Bewegung des Sectors befchreibt, =wX, und man 
hat nach 6.43 - 
2 1—c0s} 


_ 4 2 


und nach dem Lehrfahe (43) in $. 72 





V=0.0.X = 30(1—009) 


Berden num bie Goorbinaten r, w und 9 als veränberlich genommen, 
ſo erhält man nach und nach die Aenderungsgeſetze: 


4 dV 
J T_ av 
ar Ad), 
d?V 
" drdo dsV 


—_ Ti 
>. map rtmd, 
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und da mm-bie Belebung: F 
deM _  dV 0 | 
dxdyda — q dxdydz | 
durch Austauſch ber Berämberlichen in | 
dsM n_®V 
‚Idod$  drdods 
übergeht, fo ſchließt man daraus 


X 
2 
drdods S ſr sin.) 
Damit werden dann bie Aenderungsgeſetze ber Momente 
| MX — r? ainꝰ9 008 co 
irdod$ "Ardods * r 
a.MY __ dM _ au 
irdads — “irdaas at smideine, 
a.MZ ° dm 


_ U en _ — — 8 ci 
Idodg "dag end, 


und man erhält nun zur Beſtimmung des Schwerpunftes eines Körpers, 
deſſen Begrenzung durch die Veränderlichen r, w und 9 ausgebrüdt 
werben Tann, bie Gleichungen: 


u [ir je je qr2sin$ , 
a oo 
Mx - [io fo fü qr’sin? 9 c0sw , 

, .. . & J x 
MY =[üe [es je. qrd sin? $sinw , 
.' vl M& = fro.füs-fü-ntens cos , 

& 


worin @ und a, bie Grenzen von @, y und yo bie von 4, R und 
ro die der Veränderkichen r ‚find und mit Ausnahme des vorher 
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gehenden Falles, wo ber Körper bie Geftalt eines Kugelſectors hat und 
wo die genannten Veraͤnderlichen unabhängig von einander find, wie 
bie Grenzen ber Veränderlihen x, y, z tn gegenfeitiger Abhängigkeit 
von einander ſtehen, und worin q itgend eine Function jener. Verander⸗ 
lägen fein, Tann. 

Iſt der gegebene Raum bem Pol gegenüber nur von einer einzigen 
continuirlichen Flaͤche begrenzt, ſo wird die Gleichung derſelben die 
Form haben: 

r=f(0,9), 


und die Grenzen von r find dann R=f(w,9), n=0; if ber 
gegebene Raum dagegen zwiſchen zwei folchen Flaͤchen eingeſchloſſen, 
deren Gleichungen 


F(0,9) r=h(0,9) 


find, fo werden bie Grenzen R und r, burch biefe Functionen erſetzt, 
und dadurch in beiden Zäallen die obigen dreifachen Integrale auf dop⸗ 
pelte zurückgeführt. 

Man kommt von den vorhergehenden Ausbrüden (45) auf die in 
$ 68 abgeleiteten (40) zurüd, wenn man q als eonflant betrachtet, 
und w ald unabhängig von ben übrigen Veränderlichen zwilchen ben 
Grenzen O und 27 nimmt, was offenbar nur dann gefchehen Tann, 
wenn ber Körper von einer Umbdrehungsfläche begrenzt iſt und deren 
Achſe als Volar-Achfe angenommen wird. 


$. 76. 


Um einige Beifpiele für die Anwendung ber vorhergehenden Formeln 
teen, nehme ich zuerft einen Kugelfector, deſſen Dichte ſich vom 

Mittelpunkte gegen bie Kugelfläche hin fletig und proportional ber Ent- 
fernung vom Mittelpuntte ändert. Iſt dann D, die Dichte im Mittel⸗ 
punkt, D die Dichte an ber Oberfläche und q bie einer Kugelfläche, 
deren Halbmeffer gleich r it, fo hat man wie in $. 74 


rn. ; 
q =D +, (2-D) ’ 


indem man ben Halbmeffer ber begrenzenden KRugelfläche mit R bes 
zeichnet. Die Grenzen ber Veränderlichen r, o und find unabhängig 
von einander; bie von r find. R und O, für I hat man y und O und 
2 und O für w, ober auch y und —y für I und m und 0 fir. 
Damit mich zuerſt 


18 


x- [io fee r? ++ DD] as 


=i [39+40-20] Re 10007) 1 m(D, + BD)Rsint2 
Ferner hat man 


Mx = 9 fü —1 po]r in 9 006. = 0, 


da (vo. cosw—=4A.sinw zwiſchen den Grenzen 2rrundO Null gibt; 


27 
ebenſo n|a o.snw — OÖ, And demnach auch 
0 


22 pY R | 
MY = Ido es-fa [+5 0-20] Psm’I)sino=0, 
0 


wie vorauszuſehen war. 
Zuletzt iſt dann 


[io A [+50 - Du)|»*in9 cos 5 


— 2 5 Dt @—Du)] Rs * sin? y 


und folglich nach einigen Rebuctionen 


=, 0077 


Zür ben Fall, daß D=D, fein foll, wird 





_4 gone 1 —3 24 
M=„nD,Rsnny , 2=7Rwny 


übereinftinmend mit den Grgebniffen in $. 68. Für D=0 iR 
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M = ZrD,Rösint 4 y , 2 = Ir cost —y, 5 
2 € 
md für D,—=0 ergibt ſich 


1 4 1 
—— 9 sin? —_ — — 2 __ 
M DR’ sin? y WMW Res’ ny. | 


Auf gleiche Weiſe kann noch der Schwerpunkt einer von zwei 
eoncentrifchen Kugelflächen begrenzten Schale, deren Dichte ſich pro= 
portional der Entfernung vom gemeinfchaftlichen Mittelpunkte ftetig, 
ändert, gefunden werben, indem man in ben vorhergehenden Inte⸗ 
gralen bie Veränderliche r zwiſchen ben Grenzen R und r, nimmt, 
welche die Halbmefler der beiden Kugelflächen vorftellen. | 
Als zweiter Fall fol die Mafle und die Lage des Schwerpunktes 
eined Cylinders berechnet werben, deſſen fenkrechter Querſchnitt ein 
Kreis fei, welcher einerfeit von einer zur Achfe Tenkrechten Ebene und - 
anderjeit8 von einer Kugelfläche, deren Mittelpunkt zugleich ber Mittel- 
punkt ber Grundfläche fe, begrenzt werde, und deſſen Dichte von ber 
Achſe aus. gegen die Äußere Mantelfläche proportional der Entfernung 
von der Achfe ftetig zunehmen fol. — Dazu bezeichnen wir ben Halbmefler 
der Gylinderfläche mit r, ben ber Kugelfläche mit R und ben Abfland 
der Ebene des Kreifes, nad; welchen fich dieſe Flaͤchen ſchueiden, von 
der Grundfläche mit h, nehmen den Mittelpunkt ber letztern als Pol 
und die Achſe des Cylinders als Polar-Achſe an, fo daß bie Gleichun- 
gen der begrenzenden Kugel= und Gylinderfläche die Formen: 

r 
| r=R , = 13 
echalten, wenn x ben veränderlichen Fahrſtrahl bezeichnet, und theilen 
den gegebenen Körper durch eine Kegelfläche in zwei Theile, von denen 
der Innere die Geftalt eines Kugelfertors hat. Für diefen werden bie 
Örenzen von © wieder R und O, die von 3 dagegen find 


y= are sin — = are cos = arc lang — md o=0; 


R R 
für dem andern Theil hat man dann als Grenzen von e x ° 
R — — * hy = 0 I 


sin 9 


1%0 

und als Grenzen von 9 

1 

‚= 75 Yo = ar tang — ’ 

bie Grenzen von w find für beide Thelle 27% und O. ft enblich wieber 
D, bie Dichte in ber Achſe, D diejenige in ber begrenzenden Gylinber- 
flädhe, fo hat man als veränderliche Dichte q in einem Punkte, beffen 
Coordinaten r und 9 find, den Werth: 

q=D+ (D—-D,) 


und demnach für bie Maſſe M des Cylinders ben Ausbrud: 


arc COS — 
u=2n[ 3 “fi eins In, +39 m —D,)] 


+2n[üs fee r? sin} pe+"7°e- 2]; 
arc tang 


man zieht daraus durch bie erfte Integration 


- 











aro COS — ie aro COB— 
M = Zedım [39.054402 d$. sin?) 
0 0 


+4 
+2 I ars (Du, + 30 |as. sin s 
| arc tang-— 
und durch bie zweite, wenn r? du R? —h? erfebt wird, 


—E * RR—44 ar O-DIR (are 0-4) 


+ SD) +3D)hER2— I) 


Die Momente MX und MY find mie im vorhergehenden Falle Null; 
für das dritte Mazz findet man dagegen den Ausdrud: 
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i arc DOB = R | » 
— . je eins, + —X 
0 0 





3 | 9 
Hanf . S 2.®sin$cos$ J— e-D], 
aro sin 


welcher durch Ausführung ber angebeuteten Sntegentionen nach und 
nach die Werthe liefert: 


j arc sin— . arc sin — 
Mz => ans sin$cos$ + — . sin? 3008 
0 0 


# 


sind ’ 
arc sin RK 


. pt” 
Far cos 
fr 


Mz = 1 CTD6+SDIRIR +1 5"(Do +4D)r (Rt). 


(De +2D) RL m(D,+4D)r , 
oder wenn r? durch Re — h2 erfebt. wird, 
— 4 ‚_1 N 
= gr (TDo+8D)Rr— m(Do+4D)h 
1 — 242 
45GD-Do) RE. 


Dieſe Ausdrücke nehmen eine einfachere Form an, wenn die Dichte 
conſtant wird; man hat dann 


1— Ind, (Rh) , Mu — I rD (RI) 


3 R*—h* 
8 R®—n8 
und ſchließt aus dem erften diefer Wertbe, daß das Volumen des 
ganzen von ber Kugelflädhe begrenzten Cylinders, deſſen 


— — 
— 
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Achſe einen Durchmeſſer der Kugelfläche bildet, dem 
Rauminhalte einer hohlen Kugel glei if, welde außen 
vor derfelben Kugelfläche und Innerhalb von einer zwei— 
ten concentrifhen begrenzt wird, die die Ebenen der 
beiden: äußern Durhbringungstreife ber Kugel=- und 
Gylinderfläche berührt. 

Für h=0,r=R geht der betreffende Körper in eine Halbkugel 
über ‚mb die zulebt gefundenen Ausdrüde liefern die bekannten Werthe 
von M und Z für eine homogene Halbkugel. Für die nicht homogene, 
welche aus cylindrifchen Schichten von zunehmender Dichte befteht, zieht 
man aus den allgemeinen Ausdrüden für M und Mi die Werthe: 


M- = R°[16D, +3=(D—D,)] 


Mz = mR*(7D,+8D) 


aus denen . 
1 — 2n___7D+t8D 
5.46D,+3r(D—D,) 


als Abftand des Schwerpunftes von der Grundfläche folgt. 
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Fünftes Kapitel, 


Geſammtwirkung von Kräften, deren Richtungen nicht 
oo | parallel iind, 





I. ſeraſte, deren Angriffspunkte und Nichtungen in 
derſelben Ebeue liegen. 


$. 77. 


Unterfuchen wir nun, wie fich die Geſammtwirkung von einer bes 
,ebigen Anzahl nicht paralleler Kräfte ausdrücken läßt, die an einem 
feften Syfteme angreifen, beren Richtungen aber mit ihren Angriffs- 
punkten in einer und berfelben Ebene liegen. 

Die Gerade MP, Fig. 66, ftelle eine diefer Kräfte, deren In⸗ 
tenfität mit P bezeichnet fet, ber Größe und Richtung nach vorz ihr 
Angriffspuntt M fel auf ein beliebiges Achfenpaar AX und AY in 
der Ebene der Kräfte bezogen, und x, y deſſen Coordinaten; endlich 
werde der Winkel UMP, melden die Richtung ber Kraft P mit einer 
dur pofittven Achfe der x parallelen Geraden UM bildet, durch @ oder 


Pr vorgeſtellt. Die Wirkung biefer Kraft P in Bezug auf den Ans 
fangspunkt A läßt fich wieder in eine fördernde und in eine drehenbe 
zerlegen; denn läßt man in dem Punkte A zwei ‚ber Kraft P gleiche 
und parallele, aber. einander entgegengerichtete Kräfte AP und AP’ ame 
greifen, fo werden biefe in dev Wirkung ber Kraft P feine Aenderung 
beroorbringenz; es wird dam aber die Kraft AP’ mit der Kraft MP 
ein Moment P.MA bilden, befien drehende Wirkung durch das Pro— 


buct: P>< AN gemeffen wird, wenn AN die von A auf bie rüd- 
wärts verlängerte MP gefällte Senkrechte bezeichnet. Die noch übrige 
Kraft AP dagegen wird dem Punkte A eine fortfchreitende Bewegung 
ertheilen wollen, unb ihre Wirkung kann wieder nach den Achſen in 
zwei andere zerlegt werben, Die ihrer Intenfität und dem Sinne nach, 


in welchem fie thätig find, duvch Pccos Px und PainPx ausgebrüct 
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werben. In welchem Sinne aber das Moment P. AM zu drehen firebt, 


Tann aus dem Broducte P >< AN oder Pp, wenn man AN = fest, 
nicht leicht erfannt werben; auch ift die Länge ber Senkrechten AN 
nicht unmittelbar gegeben; es wird daher zweckmaͤßiger fein, dieſe Iehtere 
burch die Gegebenen der Aufgabe auszudrücken und babet die nöthige 
Rückſicht auf das Qualitätszeichen des Momentes zu nehmen. 

Es kann nun auf verſchiedene Weiſe, ſei es durch die Gleichung 
bee Geraden, längs welcher die Kraft P wirkt, ober dadurch, daß man 


die Goordinaten-Achfen um den Winkel © oder Px dreht und bie 
neue Ordinate ded Punktes M nimmt, oder endlich aus ber Fig. 66 
unmittelbar abgeleitet werden, daß p in Function ber Coordinaten des 


Angriffspunftes M und bes Winkels Px ausgebrückt den Werth: 
= xsin@a — Y cos 


erhält. Denn zieht man durch ben Endpunkt m der Abſciſſe x zu ber 
MN eine Parallele mn, welche die verlängerte AN in n fchneibet, umd 
eine zweite Parallele mp zu diefer letztern ſelbſt, ſo hat man 


AN=An—Nı = An— mp; ; 
ferner ift leicht zu fehen, daß bie Winkel Mmp und Amu sem Winkel 


UMP oder Pr gleich find , baß demnach 
| An=xsna , mp = y008« 


wird und fih damit AN oder p wie oben ergibt. 

Der Anblick der Figur zeigt dann, daß das Moment P.MA für 
einen Angriffspunft M, deſſen Soordinaten x unb y pofitto find, von 
der Linken zur Rechten oder wie der Zeiger einer Uhr drehen will, 
alſo pofitio if, wenn der Winkel & größer iſt, ald ber Winkel MAX, 
und kleiner, als dieſer Winkel vermehrt um zwei Rechte, ober weil 
man bat 

tang.MAX = Z j 


wenn ’ ler} 
na J sin ( — Yy 
az und (am) x i 
woraus mit der Beachtung, daß sin (e — n)—= —sina, os (a —n) 
= — cosa iſt, und baf allgemein — a <—h, wenn a > b, bie 
einzige Bedingung: 
zsine— y cos a 0 
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folgt. Es wird alſo das Moment pofitiv fein, wenn bie Senkrechte 

xsina — yeosa einen poflitiven, negativ dagegen, wenn ſie einen 

negativen Werth bat, und das Product 
Pp = P(xsina—yws«) 


Tann fonach das Moment P.MA fowohl ber Sntenfität nad, als dem 
Sinne feiner Wirkung gemäß vorftellen. 


$. 7% 


Durch das tm vorhergehenden $. angewendete Verfahren haben 
wir nun ſtatt der einen Kraft P zwei fördernde Kräfte: 
P cosPx | . P sin Px 

und eine drehende Kraft: Zn 
L P(xsinPx —ycosPrx) W 
deren Geſammtwirkung der Wirkung ber Kraft P tr Bezug auf ben 
Anfangspunkt A gleich kommt. Ze 

Behandelt man dann jede ber übrigen Kräfte. P’, P”, ete. des 
gegebenen Syſtems auf biefelbe Weiſe, fo wird man flatt bes letztern 
drei neue Syſteme von Kräften erhalten, von denen das erfte aus für- 
dernden Kräften befteht, die alle längs ber Athfe ber x wirken, das 
zweite aus eben folchen Kräften, die laͤngs ber. Achje ber y thätig find, 
und das britte aus drehenden Kräften oder Momenten, bie natürlich 
alle in der Ebene der Kräfte liegen. Man kann demnach bie Wirkung 
eines jeden biefer Syfteme durch eine einzige Kraft erſetzen, nämlih 
das erſte Syſtem durch feine Refultivende X, das zweite burch eine 
fordernde Kraft Y und das dritte durch ein Moment M, fo daß 
man Hat | 
48.) X= 2.PcaPı R Vo Y.PsnPı, 

| M—= I.P(xsinPfxr —y cos Px) . 


In ben meiften Fällen Tann endlich die Geſammtwirkung biefer 
drei Syſteme ober ihrer Mefultivenden buch die Wirkung einer einzigen 
Kraft R vorgeftellt werden, welche dann bie Refultivende bes ganzen 
gegebenen Syſtems tft und allgemeine Nefnltirende genannt 
werden fol. Um bie Größe, bie Richtung und die Coordinaten bes 
Angriffspunktes dieſer Kraft zu beftimmen, muß man fich ihre Wir- 
tung in ähnlicher Weiſe wie die der übrigen Kräfte zerlegt denken und 


⸗ 


⸗ 


. 
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jebe dieſer befondern Wirkungen bem entiprechenden bee brei vorher 
erhaltenen Syſteme gleich ſetzen. Bezeichuet man dazu ben Winkel, 


den ihre Richtung mit der Achfe der x einſchließt, mit Rx, bie Goor- 
dinaten ihres Angriffspunktes mit X, w, fo erhält man für biefelbe 
die beiden fördernden Kräfte: 
R cos Rx R Rsin Rx ’ 
bie drehende Kraft: 
R(Xsinkx — wos 3) 

und damit bie Gleichungen: 

R cosRx — \= Z3.PcoosPr, 

Rsinfr = Y— 2.PsinPr, 

R(Xsinfr— wcosRx) =M= 3.P(xsinfx—ycosPr). 
Die beiden erften biefer Gleichungen geben ben Werth von R und ben 
Winkel Rx, nämlich 


R=VR+Y—N (8.PsnPryt +(2.PoosPx)r, 
j . Y p (A. 
tang Rx — — 3.Psin Pr 
3. PoPr 


wodurch bie allgemeine Refultivende des Syſtems der Größe und Rid- 
tung nach beftimmt iſt. Durch bie dritte der obigen Gleichungen follten 
demnach noch die Coordinaten ihres Angriffspunftes gefunden werden, 
was aber mitteld einer einzigen Gleichung nicht möglich iſt; diefe drückt 
nur eine Beztehung zwiſchen ben Coordinaten aller Punkte aus, welche 
Angriffspuntte jener Kraft fein können, und tft demnach bie Gleichung 
ber Geraden, längs welcher die allgemeine Reſultirende thätig fein 
muß, und damit ift auch die Aufgabe gelöfet, ba es gleichgültig iſt, 
in welchem Punkte dieſer Geraden die genannte Kraft angreift, wenn 
berjelbe nur mit dem gegebenen Syfteme in feiter Verbindung ſteht. 
Auf ſolche Weiſe betrachtet, wird bie genannte Gleichung die Formen: 


W en M 
v= xtugRı— 





— 
A cosRx 


J 


197 


oder 
3.Psinfx_ 3.P(xsnPx— ycosPr) \ 
Z.PcosPx S.PcosPx 


Y — X (48, 


annehmen, worin nun X und 7 laufende Goordinaten vorftellen, und 


dee Quotient: —_ die Entfernung des Durchſchnittspunktes der 
R cosRx 
Ahle der y mit der Richtung ber Kraft R vom Anfangspuntte A 
ausdrückt. 
Man fchließt daraus, daß die Gleichung: 





M= 3.P(x sin Px— y cosPx) —=0 


die Bedingung ausfpricht, unter melcher die Richtung der allgemeinen 
Refultivenden bes Syſtems durch den Anfangspunft geht. 
Wird eine der Refultirenden X und Y Null, 3. B. die erftere oder 


3.P cos Pr, fo findet man 


z. x. P(xeinPx—yaos Pr) 
x.PsinPx 


als Gleichung der Richtung der allgemeinen Refultivenden R; dieſe tft 
demnach parallel zur Achfe der Y. 


Sind aber beide Gomponenten 2. P sinPx und 2.P cosPx, 
alſo auch R felbft Null, ohne daß zugleich das vefultivende Moment 


M—=3.P(xsinPx—ycosPx) Null wi, fo fommt bie Gleichung 
für die Richtung der Nefultieenden R auf 


x= 


0—= 2.P(xsinPx--ycosPrx) 


zurück; fle wird alfo unmöglich, und in dieſem Falle kann die Ge- 
ſammtwirkung der gegebenen Kräfte nicht mehr durch die einer einzigen 
Kraft erfet werden; denn dieſe Wirkung tft nun ber des refultirenden 
Momentes M allein gleich und befteht in dem Beftreben, das gegebene 
fefte Syſtem um eine zur Ebene der Kräfte fenfrechte Gerade zu drehen, 
ohne demfelben eine fortichreitende Bewegung zu ertheilen. 


Decher, Handbuch der Mechanik IL. 12 
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HE. Kräfte mit beliebigen Augriffspuntten und Nichtungen. 


g. 79. 


Endlich zu dem allgemeinſten Falle, zu einem Syſtem von Kräften 
mit beliebigen Richtungen und Angriffspuntten übergehend, bezeichne 
ich wieder mit P die Intenfität einer dieſer Kräfte, mit x, y, z die 
Coordinaten ihres Angriffspunftes M in Bezug auf ein beliebiges recht⸗ 
winkliges Coordinatenfyftem, welches jedoch mit dem Syſtem der An- 
griffspunfte feft verbunden vorausgefegt wird, und mit &, 8, y oder 


mit Pr, Pr, Pz die drei Winkel, welche bie Richtung diefer Kraft P 
mit den drei Goordinaten= Achfen bildet, 


In dem Anfangspunfte A benfe man fich wieder zwei der Kraft P 
gleiche, parallele und einander entgegengefebte Kräfte angebracht, wo— 
durch in dem Zuftand bes ganzen Syftems nichts geändert wird, und 
zerlege dadurch die Wirfung der Kraft P in Bezug auf den Anfangs 
punkt A in bie einer fürdernden Kraft P, die in A angreift, und in 
Die eines Momentes P.MA, deffen Ebene durch - die Richtung der 
Kraft P und den Anfangspunft A geht. Auf gleiche Weiſe verfahre 
‚man mit allen übrigen der gegebenen Kräfte und zerlege fo das gegebene 
Syſtem in ein Syftem von fürdernden Kräften, melche alle im An- 
fangspunfte A angreifen und einzeln den gegebenen Kräften gleich und 
parallel find, und in ein Syftem von drehenden Kräften oder Momenten, 
welche nun aber in ganz verfchtebenen Ebenen liegen. 


Durch fernere Zerlegung ber fürdernden Kräfte nach ben drei 
Coordinaten⸗Achſen und durch Zufammenfegung ber nach berfelben 
Achſe thätigen Componenten findet man dann nach 6. 10 des erften Buches 


49.) X= I.PeosPz, Y=Y.PusPy, Z = 3.PcosPr 


als reſultirende Kräfte in den breit Achfen, und durch fortgefeßte Ver— 
einigung dieſer letztern ergibt ſich eine einzige fürdernde Kraft R, 
welche dem Anfangspuntte A diefelbe fortjchreitende Bewegung ertheilen 
will, wie fämmtliche gegebene Kräfte; ihre Intenfität R und. ihre 


Nichtungsmwinfel a, b, c oder Rz, Ry, Rz werden wie dort durch 
die Gleichungen: 
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(Z.P oosPry2+(Z.PoosPyJ%+(Z.PeosPr)2, 


R= 
50. 
— — 
er tes Px os Ry— = 008 Py co 3.PcosPz 


R R R 
gegeben und find demnach vollfonnmen beftimmt. 

Ehenfo wird man jede drehende Kraft M, deren Wirkung durch 
das Product Pp gemeflen wird, in drei andere nach den drei Eoor- 
dinaten= Ebenen zerlegen und durch Summirung aller in derſelben 
Ebene liegenden Componenten drei Reſultirende Mx, Mr, Mz bilden, 
deren Achfen durch die Indexe x, y, z angedeutet werden. Endlich 
wird man aus dieſen das reſultirende Moment Mr mittels der Gleichung: 


Ma = YMy?+ My? + M22 


und die Winkel 1, m, n, welche von feiner Achfe mit den brei Goor- 
dinaten= Achfen gebildet werben, mitteld der Gleichungen: 

= , my ; ann 
berechnen, womit dann bie Gefammtwirfung ber gegebenen Kräfte in 
jeder. Hinficht bekannt tft. 

Man fließt daraus, daß die Wirkung eines jeden Sy⸗ 
ſtems von Kräften, deren Angriffspunfte in einer unver- 
änderlichen Verbindung fliehen und immer dieſelbe gegen- 
feitige Lage behalten, in eine fürdernde Kraft R und in 
eine brehende Kraft Mr zerlegt oder Durch die Wirfung 
biefer beiden Kräfte erfegt werben kann. 


g. 80. 


Um aber die zuletzt angebeutete Zerlegung und Zuſammenſetzung 
der Momente durchführen zu können, muß man nicht nur die drei 
Dinkel 2, u, » Tonnen, melde die Achſe des Momentes der Kraft P 
mit den drei Coordinaten-Achſen bildet, fondern auch die Länge ber 
vom Anfangspunfte auf die Richtung diefer Kraft gefällten Senfrechten 
p durch die Gegebenen, nämlich burch die Coordinaten x, y, z bei 
Angriffepunftes und bie Winkel =, A, y ausbrüden fünnen. Was 
zuerft die Länge ber genannten Senfrechten betrifft, fo wurde in $. 20 
der Einleitung gezeigt, daß dieſelbe durch 
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= VRmp—yosa)t } Goa 


. ausgebrüdt wird; die Achſe des Momentes ſteht auf der Ebene des⸗ 
felben ſenkrecht, alſo auch auf dem beiden Geraden, durch welche bie 
Lage berfelben beftimmt wird, nämlich auf der Richtung der Kraft P 
und auf ber Geraden AM, welche den Angriffspunkt M derfelben mit 
dem Anfangspunfte A verbindet, und man Hat daher ald Anwendung 
ber in $. 21 dafelbft gefundenen Ausbrüde, indem man die Winkel 
l, m, n durch A, u, » erſetzt, für die Goſinus biefer Iehtern die Werthe: 


+ ycosy—2c05ß y 208 — x 008y 


wı)= D , co u = m ‚ 
u FI. 


Die Componenten des Momented Pp oder M find nun nad $. 13 
Ppcos} , Ppcsu , Pp cosv 

oder mit den vorhergehenden Werthen, und indem man die Winkel 

@, ß, y durch die Bezeichnung Pr, Py, Pr erſetzt, | 


+P(ycosPr—zcosPy) , +P(zeosPr--xcosPr) ; 
+P(xcosPy—y cosPx) , 


und es find in diefen Ausdrücden nur noch die Zeichen mit dem Sinne 
ber Wirkung diefer drehenden Kräfte in Webereinftimmung zu bringen, 
ſo dag über diefen Sinn fein Zweifel obmaltet. 

Setzen wir zu dem Ende die Goorbinaten x, y, z pofitiv und bie 


Winkel Pr, Pr, Pr alle drei Kleiner, als Arc voraus, fo daß auch 
die Coſinus diefer Winkel pofitive Werthe haben, und bezeichnen wir 
ben Winkel, welchen die Projection mQ, Fig. 67, ber Kraft P in ber 


Ebene der xy mit der Achſe der x bildet, mit Ox, fo iſt nach bem 
Frühern ($. 77) zu ſchließen, daß Die beabfichtigte Bewegung des Punktes 
M oder feiner Projection m für ein Auge in der pofitiven Achfe der z in 


dem Sinne eines Uhrzeigers vor fich gehen wird, wenn ber Winkel Ox 
größer tft als der Winkel mAX, den bie Projection des Fahrſtrahles 
AM mit der Achſe der x einfchließt, und Tleiner als ber Winkel 
rs -4mAX, alio wenn 
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oder da auch 
nn — 
sin — er cos(x = — 
sinPz sinP z 


ft, wenn man hat 

x cosPy — y cosο— 
Projiciren wir ſodann bie Richtung der Kraft P und ben Fahrſtrahl 
AM auf die Ebene der xz und benennen ben Winkel ber Projection Q/ 


ber erſtern mit der Achſe der z mit 92, fo wird man fich leicht über- 
zeugen, daß der Stun ber beabfichtigten Drehung um bie Achſe der y 
für ein Auge in der pofitiven Hälfte diefer Achfe pofitiv fein wird, 


wenn ber Winkel O2 wieder größer iſt als ber Winkel AZ und 
Heiner al8 m +m AZ, alfo wenn man hat 





FR — On 
aß: , an: 
cos 0’ z cos(Q’z—7r) 

oder wie vorher 


zsinQlz—xcs02>0; 








hier iſt dann 
ceos 
sin (3 = —  „ wo(lz2 = ; 
sin Py sin Py 


und die Bedingung für einen pofitiven Sinn der Bewegung wird 


2 00sPx — x cos Pr >0 . 


Durch die beiden vorhergehenden Bebingimgsgleichungen tft der 
Sinn des Momentes Pp offenbar vollftändig beftimmt; es muß fich 
daher der Sinn der Drehung um bie Achſe der x aus benfelben ableiten 
laſſen. Multiplicirt man dazu bie erfte berfelben, nämlich 

x cos Py— y os Px> 0 
mit cos Pz, bie zweite ober 


Z cosPx — x cos Pr > 0 


wit cosPy, fo gibt die Summe ber Producte bie Ungleichheit: 
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ı 0 Py— y cos P 2 > 0 N 


und bie Figur zeigt, daß mit Zugrundelegung jener erften Bebingungen 
das Moment Pp um bie Achje der x oder parallel zu der Ebene ber 
yz eine Drehung bewirken will, deren Sinn für ein Auge in der po- 
fitiven Achfe der x negativ iſt; die beabfichtigte Drebung um dieſe 
Achje wird demnach einen. pofitiven Sinn haben, wenn man hat 


y cos ᷣ zcosfy> 0. 


Aus diefen Betrachtungen folgt fofort, daß die drei Componenten 
ber drehenden Kraft Pp der Intenfität nach und der über den Sinn 
der Drehung gemachten Annahme gemäß durch die Probucte: 


| P(xcosPy— ycosPr) ; P(zc0s»Px — x cosPr) R 
P(y cosPz— z cosPy) 


vorgeftellt werden, und zwar durch das erfte das Moment in der Ebene 
der xy, das die Achje der z zur Achſe hat, durch das zweite bie 
Kraft, welche um die Achfe der y drehen will, und durch das dritte 
diejenige, weldhe eine Drehung bes gegebenen Syſtems um die Achfe 
der x zu bewirken ſtrebt. 


g. 81. 


Diefe Momente, welche wir dadurch erhalten haben, daß wir bie 
Achle des gegebenen Momentes P.MA der Länge nach dem Producte 
Pp proportional genommen und diefe alsdann auf die drei Coordinaten- 
Achſen proficirt Haben, melche alfo auch die Projectionen des Momentes 
P.MA tn den drei Coordinaten-Ebenen ausdrüden, wenn dasfelbe als 
Dreieck geometrifch dargeftellt gedacht wird, können auch ald Momente 
der Brojectionen Om, QO’m’, Q”’m” oder Q, Q’, Q” der Kraft P in 
diefen Ebenen angefehen werden. Denn behält man die obige Bezeichnung 


0x für den Winkel der Projectton Om mit der Achſe der x bei und 

denkt fich diefe Projection als eine in der Ebene der xy wirkende Kraft 

Q, fo hat man für das Maaß ihres Momentes Q.mA den Ausdrud: 
Qq=0Ql(xsin Or — YcosQx) 


oder mit den obigen Werthen von sin Qx und cosQx 
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Q4 = —<(X cosPy—yeosPx) , 


sin Pr 
md da man au Q—=P sin Pz Bat, 


° Qq=Pfx cosPy—y cosPx) . 
Auf gleiche Weiſe findet man tn den beiden andern Coordinaten⸗Cbenen 
die Ausdrücke: 


(d=P(z cosPx— x cosPz) j — cosPz—yceosPy) \ 


durch welche bie obige Behauptung beftätigt wird, 

Diefe Ausdrücke nehmen noch eine einfachere Form an, wenn man 
bie Senkrechten q, q/, q” einführt; ‚denn nach dem Vorhergehenden 
hat man für die erfte berfeben die Werthe: 


= xsinOx—y cos 0x A qsinPz—x cosPy—ycosPx, 
und damtt folgt 

Qgy=P(x cos Py— y cosPx) — 79 ein 
Cbenſo findet man für die beiden andern Momente 


Odg=Pfsnfyr ,„, Pf=rpgsuh, 
und es find nun im diefen Werthen bie Achien der Momente unmittel- 
bar bezeichnet. 

MWerden nun auch die Momente aller übrigen Kräfte auf dieſelbe 
Weile durch die Goorbinaten ber Angriffspunfte und die Richtungs- 
winkel der Kräfte ausgedrüdt und diejenigen derfelben, welche diefelbe 
Coordinaten⸗Achſe ald gemeinfchaftliche Achſe haben, zu einem einzigen 
vereinigt, fo findet man 


Mx — Z.P(ycosPz—zcosPy) —= 3.Pg’ sinP x 
My — 2. P(zcosPx—xcosPz) = 3.Pgqsinfy (SI. 


M,; = 2. P(xcosPy—yeosPx) =>2. PqsinPz 


als Merthe diefer refultirenden Momente in ben drei Goordinaten- 
Ebenen, woraus fich der für das allgemeine refultivende Moment Mn, 
wie oben angegeben, ableiten läßt. 
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Durch das Vorhergehende tft alfo dargethan, daß und wie jedes 
beltebige Syſtem von Kräften mit feftverbundenen Angriffspunkten auf 
eine fürdernde Kraft R und eine drehende Kraft Mn zurüdgeführt wer⸗ 
den Tann, und man wird fogleich einfehen, daß es im Allgemeinen 
nicht möglich tft, die Wirkung bes ganzen Syſtems durch Die einer 
einzigen allgemeinen Refultivenden R zu erjegen. Denn diefe Kraft R 
müßte fich in Bezug auf den Anfangspuntt A in eine fördernde Kraft 
R und in eine drehende Kraft Rr zerlegen laflen, von benen bie erftere 
unfere oben gefundene fördernde Kraft 

R=YX:+Y+Z, 

bie andere das refultivende Moment Ma erfehen müßte; das letztere iſt 
aber nur möglich, wenn die beiden Momente Rr und Mr ihre Ebenen 
oder Achſen parallel oder, was durch Berfegung immer erreicht werden 
Tann, gemeinfchaftlih haben, weil, wie von felbit einlöuchtet, die 
drehende Wirkung bes Momentes Rr nicht diefelbe fein kann, wenn fie 
um eine Achje zu drehen ftrebt, die mit der des gegebenen Momentes Mr 
einen Winkel bildet, der nicht Null ift, fo wenig als eine fördernde 
Kraft die Wirkung einer andern erfeten Tann, mit deren Richtung 
die ihrige einen Winkel einfchließt. Um diefes weiter auszuführen, 
darf nur darauf hingebeutet werden, daß wenn jede der beiden fürdern- 
ben oder drehenden Kräfte dasfelbe Teiftet, ihre Gefammtwirkung gerade 
doppelt fo groß fein muß, als die Wirkung einer von beiden, und es 
folgt aus den Werthen für die Refultirende zweier fürdernden oder 
zweier drehenden Kräfte, daß dieſes nur möglich iſt, wenn der Winkel 
zwifchen den Richtungen oder den Achjen diefer Kräfte Null wird. 

Die genannte Bedingung wird aber auch genügend fein; denn 
wenn fie erfüllt tft, jo kann über die Goordinaten X, W, 2 des An- 
griffspunftes der Kraft R, deren Intenfität und Richtung bereits durch 
die fürdernden Kräfte X, Y, Z feitgeftellt if, immer fo verfügt werben, 
daß das Product Rr dem Werthe von Ma gleich wird. Da nun nad 
unferm Berfahren die Ebenen aller Momente, alfo auch die von Mr 
und Rr durch den Anfangspınft gehen, und die Ebene des Momentes 
Rr die Kraft R jelbft enthält, ſo kann die obige Bedingung auch dahin 
ausgefprochen werben, daß Die Achfe des Momentes Mn auf der 
Richtung der Kraft R fenfrecht fein muß. 

Diefe Bedingung wird analytifch durch die Gleichung : 


cosa cosl + cosbcosm 4 cosc cosn = 0 
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ansgebrückt, worin a, b, c bie Winkel find, welche bie Richtung ber 
fördernden Refultivenden R, und 1, m, ndie, welche die Achfe bes reſul⸗ 
tirenden Momentes Mr mit den Coordinaten-Achſen bildet, ober wenn 
für die Coſinus dieſer Winkel ihre in F. 79 beigefügten Werthe ein- 
geführt werben, Durch 

X M_.Y Mr Z Mz. 

RM RM RM 
man zieht daraus bie Gleichung: 

XMx + YM, + 2ZM, 0 (52. 
ald die nothwendige und genügende Bebingung, welche durch bie ge- 
gebenen Kräfte befriedigt werden muß, wenn ihre Geſammtwirkung 
durch die Wirkung einer einzigen Kraft erjeht werben, db. h. wenn 
dasgegebene Syflem eine einzige allgemeine Reſultirende 
baben ſoll. 

Zu derfelben Gleichung kommt man auch dadurch, daß man bie 
Momente der allgemeinen Refultirenden in ben drei Goorbinaten-Ehenen 
einzeln den rvefultivenden Momenten Mx, My, Mz gleich fest; man 
findet auf dieſe Weiſe die Gleichungen: 


— — 
R(XcosRy—YcosRx)—M, =0, 
R(z cosRX— X cosRz)— Mr =(, 
R(YWcooRz— z cosRy)—Mı = 0, 


=0; . 


oder wenn man X, Y, Z für RcosRx, RcosRy, RcosRz ein- 
führt, Ä 
xY—vxX—W=0, 
ZX—XZ2—Mı =0, (53. 
yZz—- z2Y—Mı-=0. 


Diefe Gleichungen müſſen nun offenbar durch dieſelben Werthe von 
X, X, 2 befriedigt werben, ober fie müffen die drei Profectionen 
derfelben Geraden, nämlich der Richtung der allgemeinen Reſultirenden 
R in den drei Goordinaten= Ebenen vorftellen, alfo in einer folchen Ab- 
haͤngigkeit ftehen, baß immer eine aus den beiden andern folgt. Mul- 
tiplicirt man aber die erfte mit Z, die zweite mit Y, bie dritte mit X 
und abdirt die Producte, fo findet man wie vorher 


"XMx + YMy + ZM, — 
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als die nothwendige und genügende Bebingurig für biefe gegenfeitige 
Abhängigkeit; allein die Bedeutung biefer Gleichung wird erft klar, 
wenn man fie mit RMa divibirt und für die Quotiente =, 4 etc. 
die Winkelfunctionen cosa, cosl, etc. einführt, wodurch fie dann 
die oben ausgefprochene Bedingung ausdrüdt, daß die Richtung ber fördern- 
den Refultirenden zur Achſe des Momentes Mn ſenkrecht ober mit ber Ebene 
dieſes Momentes parallel ift, beziehungsweiſe mit ihr zufammenfällt. 


$. 83. 


Durch das MWegichaffen bes Nennerd R in der Gleihung (52) 
kommt biefe in den Fall befriedigt zu werden, ohne daß das Syſtem 
eine allgemeine Refultirende hat. Diefer Fall tritt dann ein, wenn 
X, Y, 2, alfo auch RNUN ift, ohne daß auch das Moment Mr Null 
wird; man hat dann eigentlich * = 2 ‚„ und bie Sleihung (52) 
erjcheint durch Einführung des Nenners R unter einer unbeittmmten 
Form. In diefem Falle werden die Gleichungen (53) Auffhluß über 
das Verhalten des Syſtems geben, und man erhält aus ihnen Die un- 
möglichen Gleichungen: 


Mı = 0 N My = 0 N M;.=0, 


welche zeigen, daß es in dem betreffenden Kalle unmöglich ift, bie 
Wirkung der gegebenen Kräfte durch die einer einzigen Kraft zu erfeßen; 
biefe Wirkung kommt vielmehr auf die des refultivenden Momented Mn 
zurück, mie dies von felbft einleuchtet. 

Auf der andern Seite findet man, daß durch die Einführung bed 
Nennerd Mr die Bedingungsgleichung (52) für den Fall, wo die Mo- 
mente Mx, My, Mz und demnach auch Mn felbft Nu werden, noch 


einmal unter der unbeftimmten Form: r erfcheint; in biefem alle 
werben aber die Gleichungen (53) 


alfo die einer Geraden, melche durch ben Anfangspunft geht, d. h. die 
Gleichungen der fürdernden Refultirenden R, welche nun zugleich bie 
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allgemeine Reſultirenbe iſt. In biefem Falle erleidet demnach unſre 
Dedingungsgleichung Feine Ausnahme. 

Aus dieſem letztern Ergebniß fchließen wir aber weiter, daß bie 
Gleichungen: Ä 


M=-0 ,„ M=0 ,„ Mz = 0 


die Bedingungen ausdrüden, unter welchen der Anfangspunkt der Coor⸗ 

dinaten in der Richtung der Refultirenden Itegt, und übereinftimmend 
mit dem in $.2 ausgefprochenen Sabe, daß ein Syftem von Kräf- 
ten, deren Richtungen fich alle in demſelben Punkte ſchnei— 
den, immer eine allgemeine Refultirende hat; denn verlegt 
man den Anfang der Coordinaten in diefen Punkt, fo erhält man 
offenbar für alle Momente jener Kräfte den Werth: Null; man hat 
alſo auch Mce=0, Mr=0, M=0, und die fürdernde Re— 
ſultirende tft zugleich die allgemeine, wie dort ſchon ausgefprochen wurde. 


$. 84. 


In allen Fällen, tn welchen die Bedingungsgleichung (52) nicht 
befriedigt wird, kann Die Wirkung des ganzen Syſtems immer 
durch die zweier Kräfte erſetzt werden, welche nicht in der— 
jelben Ebene liegen, oder deren Richtungen fih nicht 
Ihnetden. 

Denn da in biefem Falle die fördernde Reſultirende R nicht in 
die Ebene des Momente Ma fällt, fo wird fie diefe Ebene im An⸗ 
fangspunfte der Coordinaten fehneiden und kann dafelbft mit der einen 
ber beiden Kräfte, welche das Moment bilden, und von denen ir 
Immer eine am Anfangspımft angreifend vorausfegen, zu einer neuen 
Kraft verbunden werden, deren Richtung weder mit ber ber Kraft R, 
no mit der Ebene des Momentes Mn zufammenfallen wird, und das 
ganze Syitem von Kräften wird nun durch diefe neue Kraft "und durch 
bie noch übrige von den Kräften des Momentes Mn erfeht werden. 

Es wird ferner einleuchten, daß dieſes auf beltebig viele verfchte- 
dene Arten gefchehen Fann, wenn man beachtet, daß das Moment Mn 
alle mögliche Lagen um den Durchfchnittäpunft der Kraft R mit feiner 
Ehene annehmen und überdieß aus beliebig vielen verfchiedenen Paaren 
von Kräften gebildet werben Tann. 

Auf analytifchem Wege wird man fih von diefem Sabe auf fol⸗ 
gende Art überzeugen. — Die durch die Gleichung (52) ausgeſprochene 
Bedingung Tann immer dadurch erfüllt werden, daß man dem ganzen 
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Syſtem zwei nee gleiche und entgegengefebte Kräfte Q hinzuſetzt umb 
über bie Intenfität, die Michtung und die Goordinaten bed Angriffg- 
punktes berfelben in der Weife verfügt, daß durch bie gegebenen Kräfte 
und eine biefer Kräfte Q jener Gleichung Genüge geleiftet wird, mas 
. offenbar auf beltebig viele Arten gejchehen Tann. Denn diefe Kraft Q 
‚gibt, wie jede ber gegebenen Kräfte P, brei fördernde und drei drehende 
Gomponenten, alfo zu jeber ber Summen: X, Y, Z, Mx, Mr, Mz 
ein neues Glied, und es werden dadurch in jene Bedingungsgleichung 
ſechs willkürliche Größen eingeführt, nämlich die Intenfität Q, Die 


Richtungswinfel : 0x j QY , Qz, von denen jedoch nur zwei will⸗ 
kürlich find, und die drei Coordinaten des Angriffspunftes, woraus 
offenbar hervorgeht, daß jene Gleichung durch Einführung einer folchen 
Kraft auf beliebig viele verfchtebene Arten befriedigt werden Tann. 
Man kann 3. B. bie Kraft Q im Anfangspunfte angreifen laſſen, wo— 
durch die Momente derfelben Null werden, und erhält bann nur die 
fördernden Kräfte: 


Q c0sQx 3 Q c0sQy J 0 c080r, 
durch welche bie Bebingungsgleichung (52) in 


(Ä+Q os Qx)Mx+(X +0 c0sQy)Mr+(Z-+0 0002 )Mz,— 0 
oder in bie Gleichung: 

XMx-+HYMy-+ZMz-HQ (Mxcos Ox - MrcosQyY-+ Mzcos O2) — 0 
übergeht, welche zeigt, daß hier noch nach Belteben über bie Richtungs- 


X 
winkel Qx, Qy, Qz verfügt werden kann, und daß man dann erſt 
einen beftimmten Werth für die Intenfttät Q findet; man Kat jedoch 
dabei die Bedingungsgleichung: 


cos? Qx + cos? Qy + cos? Oz —41 


zu berüdfichtigen und dieſe Winkel fo zu wählen, daß Q einen pofl- 
tiven Werth erhält. 

Derechnet man endlich nach biefem die refultirende R, ber’ gegebenen 
Kräfte P und diefer Kraft Q, fo wird die Wirkung ber Kräfte P 
allein dur die Wirkungen dieſer Refultirenden und ber 
zweiten der Kräfte Q erfett werden, und zwar je nach der für 
biefe Tegtern angenommenen Richtung auf eine andere Weife, 
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Die fördernde Kraft R, welche dadurch entfteht, daß man jede 
der gegebenen Kräfte P parallel mit ihrer Richtung in den Anfang 
ber Coordinaten verfeßt und dort alle zu einer einzigen Kraft vereinigt, 
bleibt offenbar diefelbe, welchen Punkt des Syſtems man als Anfangs- 
punkt nimmt. Die Größe jedes einzelnen Momentes dagegen hängt 
nothwendig von ber Lage des Punktes A in Bezug auf den Angriffs- 
punkt M und die Richtung ber Kraft P ab, jedoch nicht von der Rich- 
fung der Coordinaten-Achſen; dasſelbe wird alfo auch im Allgemeinen 
mit dem refultivenden Momente Ma der Fall fein, d. h. diefes wird für 
jeden andern Bunft B des Syſtems im Allgemeinen einen andern Werth 
und feine Ebene eine andere Richtung haben. . 

Es iſt aber nicht nothiwendig, daß man, um biefen neuen Werth 
zu erhalten, von neuem bie Momente aller Kräfte berechnet; es genügt, 
bie Kraft R in den betreffenden Punkt B, Fig. 68, parallel mit fich 
zu verfeben, indem man in diefem wieder zwei der Kraft R gleiche und 
entgegengefebte Kräfte anbringt und das dadurch entftehende Moment 
R.AB mit dem refultirenden Momente Ma zu einem einzigen vereinigt. 

Daraus folgt zunächft, daß für alle Punkte, welche in ber Rich- 
tung der Kraft R Hegen, das Moment Mn feinen Werth behält, ba 
für diefe das Moment R. AB Null ift, und daß für alle Punkte in 
berfelben Parallelen zu. der Richtung von R das neue reſultirende Mo⸗ 
ment dieſelbe Intenſitaͤt erhalten wird. 

Wenn ber Punkt B nicht in der Richtung von R liegt, und Die 
Bebingungsgleichung (52) nicht befriedigt iſt, wenn alſo die Achſe des 
vefultirenden Momente Mn nicht fenfrecht auf ber Richtung ber für- 
dernden Kraft R fteht, fo Tann die Achſe des Momente R.AB, 
weiche in jeder Lage des Punktes B mit ber Kraft R einen rechten 
Winfel bilden muß, nie mit der Achfe des Momente Mn zufammen- 
fallen, fonbern wird immer einen Winkel mit berfelben bilden, ber 
zwiſchen den Grenzen 4 — 9 und 47 +3 liegt, wenn man ben 
Winkel zwiſchen der Richtung ber Kraft R und ber Achſe des Momentes 
Mn mit 9 bezeichnet. Die Achſe, beziehungsweile bie Intenfität bes 
neuen Momente wird daher im Allgemeinen bald größer, bald Tleiner 
fein, als bie des Momentes- Mn, je nachdem der Winfel 9 Eleiner oder 
größer als 47 tft, und je nachdem im letztern Falle die Intenſität 
des Momentes R. AB, defien Maaß nur die Grenzen O und co hat, 
einen hinreichend großen Werth erhält, ober nicht. 

Für den Zall aber, daß der Winkel 9 Null tft, daß aljo bie 


IM 


Achje des Momentes Mn mit ber Richtung von R zufammenfällt, in 
welchen Kalle Die Achſe des Momentes R. AB mit der Achſe von Ma 
immer einen vechten Winfel bildet, wie auch der Punkt B liegen mag, 
bann werden die Achſen, beziehungsmweife die Intenfitäten aller Momente, 
welche durch Zufammenfegung der zwei genannten entfiehen, größer | 
fein, als die de Momentes Ma; denn man bat immer für jene ben 
Werth: — 

VMR? + (R.AB)2. | 


Nimmt man demnach denjenigen Punkt eines feiten Syſtems als An- 
fang der Coordinaten, für welchen die Achſe des refultirenden Momentes 
mit der Richtung ber Refultirenden R der fürbernden Kräfte zufammen- 
fallt, fo erhält man das kleinſte refultirende Moment Ma für dieſes 
Syſtem; denn wohin man auch von hier aus den Anfangspunft ver 
legen mag, immer wird das neue refulticende Moment größer werben, 

als das für jenen Anfangspunft gefundene, 
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Um die Lage biefes Punktes in dem Syſteme zu finden, feien 
x, w, 2’ jeine drei Goordinaten, bezogen auf bie burch einen be= 
Itebigen Punkt A gelegten Achfen, für welche Mx, My, Mz bie Drei 
Somponenten der Achſe des refultirenden Momentes Mr find; burd) 
den gefuchten Punkt denfe man fich dann drei neue Achſen parallel zu 
ben erften gelegt und bie Componenten ber Achſe des vefulttrenden Mo— 
mentes Mz in Bezug auf diefe mit Ma, Ms, Mc bezeichnet; man 
findet dann leicht, mit der Beachtung, daß bie Koordinaten X, WW’, ı 
für alle Kräfte gemeinſchaftlich find, 


Mo = 23.P[(x— x) coPy—(y—Y') cosP =] 
— M—xY+YX, 

M = M—zX+xXZz, 

M=M—-vwz2+zY. 


Die oben ausgefprochene Bebingung, daß bie Achſe des Momentes Mr 
‚mit der Refultivenden R zufammenfällt, gibt dann 


X _M Y MR 


R Mk ’°’ R MM 
und man zieht Daraus 


3b 


L_ 
’ R 


Set man nun für Mı, Ms, Mc ihre obigen Werthe, fo Tann mar 
die drei Sleichungen bilden: 


Y\Mk— YZ2+zZY)-XmM—-ZXX7Z)=0 
XM;—XY+YX)-Z(k—-Y2+zZY)=0 )}, (4. 
Z(M— ZX+XZ)-Y(mM—- XYLYX)—0 


von denen jede aus den beiden andern abgeleitet werden kann, die alfo die 
Gleichungen einer und bderfelben Geraden vorftellen, nämlich die ber 
Richtung von R, oder bie ‚ Sleihungen der Achje des refultirenden 
Momented Mr. Es gibt demnach), wie nach dem vorhergehenden $. 
vorauszufehen war, unendlich viele folcher Punkte, für welche das re- 
fultirende Moment einen Fleinften Werth hatz denn diefes wird für alfe 
Punkte der Fall fein, die in der Achje des Momentes Mz liegen. 

Es ift übrigens leicht zu fehen, daß die legten Gleichungen ſich 
auch dadurch ergeben, daß man bie Aenderungsgeſetze: 


d.Mr d.Mz d.Mr 
dX: ° . dw i dz’ 
aus der Gleichung: 





Mz?2 = Ms? + Ms? +Mc? 
oder mit den frühern Werthen von Ma, Mn, Mg 
Mt= = (Mı—-Y 24% Yy?+(Mr—z' X+X 2’ + m—XY+Y' X) 


gleich Null ſetzt, wodurch die Bedingungsgleichungen für einen kleinſten 
Werth von Ma’ dargeſtellt werben. | 

Einfacher tft e8 aber, die Lage der Geraden, welche durch Die 
Gleichungen (54) ausgedrückt wird, da. man weiß, daß fie zu ber 
Richtung der Nefultirenden R parallel ift, durch den Endpunft B ber 
Senkrechten AB, Fig. 69, feſtzuſtellen, welche von bem urfprünglichen 
Coordinaten⸗ -Anfang A auf fie gefällt worden tft. 

Bezeichnen wir die Länge diefer Senfrechten mit r und die Coor⸗ 
dinaten ihres Endpunktes B mit X, W’, 2’, fo erhalten wir durch Vers 
ſetzung der Kraft R in diefen Punkt ein Moment Rr, welches mit bem 
ebenfalls dahin verfegten Momente Ma ein neues Moment Mx geben 
muß, beffen Achfe BMrz mit R zufammenfälltz die Achſen ber beiden 
genannten Momente und die Richtung der Kraft R müffen demnach in 
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berfelben Ebene Liegen, bie auf ber Ebene des Momentes Rr ſenkrecht 
fteht und durch die Richtung der Kraft R gelegt if. SM dam 9 
wieder der Winkel, welchen bie Achfe bes Momented Man mit der für 
bernden Refultirenden R bildet, fo hat man einmal 


XMx+YMr-+ZMz . 
RMu ’ 


ferner tft auch nach $. 11, weil die Achfe von Rr auf R fentrecht fteht, 
Rr = Mr sin} N Mz = Mn 0089 , 
woraus weiter folgt 
Ma sin I XMx+ YMr-+ ZMz 
= 7, ka Zr, 
R R 
Die Sentrechte r fteht aber ſowohl auf ber Richtung von R, als auf 
ber Achſe bes Momentes Mn fenkrechtz man hat daher auch 
xX,vY = 2 


cos 9 = 


r 
X Me WM, = M 
r Mr r Ma r Ma i 
oder einfacher: 
’ Y 'ı=0 


XM+vYM+zZM=0. 


Diefe beiden Gleichungen find bie der Senkrechten AB ober rz fle bes 

Kimmen in Verbindung mit ber Beziehung : 
in? 

x? LyY? 1 z”? =? — nn 


zwei Punkte B, von denen jeboch nur derjenige genommen werben barf, 
in welchem bie Achfe des refultivenden Momentes Mg ober die Richtung 
von R zitichen die Achfen von Rr und Mn zu liegen kommt. 

Zieht man endlich durch den fo beftimmten Punkt B eine Gerade 
parallel zur Richtung der Kraft R, fo ift dieſe die Achje des kleinſten 
reſultirenden Momentes, und ihre Gleichungen find. 


G—-z)X=(x—x)Z, 


06.) G-r)X=(i-x)T. 
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Wen das gegebene Syftem von Kräften eine allgemeine Refuls 
tirende hat, und bemnach bie Gleichung: ' 


XM+YMı+ZM, = 0 


befriedigt wird, fo zeigt der Werth von Mz, daß in diefem Falle das 
Heinfte Moment Null, und folglich die Richtung bdiefer allgemeinen 
Refultivenden zugleich die Achfe bes Heinften Momentes tft, daß alfo 
für jeden Punkt in diefer Richtung, den man als Anfang der Coordi⸗ 
naten nimmt, das Refultivende ber Momente aller Kräfte Null wird, 
wie oben ($. 83). 

Geht man nun in diefem Falle von einem Punkte in der Richtung 
der Refultivenden zu einem Punkte außerhalb bderfelben über, fo ent 
feht ein Moment, deſſen Ebene durch bie Richtung der Refultivenden 
geht, und welches nun das refultirende Moment des Syſtems in Bezug 
auf den betreffenden Punkt if. Es find dann für alle Punkte in der— 
ſelben durch jene Richtung gelegten Ebene die Achfen der refultirenden 
Momente parallel; ihre Intenfitäten ändern fich jeboch mit ber Ent- 
fernung eines jeden Punktes von der Richtung der Refultivenden, und es 
haben die rejultivenden Momente nur für diefenigen Punkte in berfelben 
Ehene gleiche Maaße, welche auf den beiden zur genannten Richtung 
parallel und in gleichen Abftänden von ihr gezogenen Geraden Liegen, 
wobei aber wieder der Sinn ber von biefen Momenten beabfichtigten 


Drehung nur für die auf berfelben Parallelen gelegenen Punkte derſelbe, 


für die auf der andern Parallelen ber entgegengefehte iſt. 

Nimmt man von der Lage der Achſen und dem Sinne der Drehung 
Umgang, fo liegen alle Bunkte, für welche das reſultirende Moment 
dieſelbe Intenfität hat, auf einer Eylinderfläche, deren Achfe die Rich- 
tung der allgemeinen Refultirenden tft. 

‘ Wenn endlich die Refultivende R NUN tft, fo kann durch Verſetzung 
des Anfangspunktes ber Goordinaten Fein neues Moment entftchenz 
das reſultirende Moment bleibt alfo immer dasſelbe, feine Achſe behält 
immer dieſelbe Richtung und die beabfichtigte Drehung benfelben Stun, 
welchen Punkt des Syſtems man auch ald Anfangspunkt nehmen mag. 


68. 


AS Beiſpiel fuͤr die Anwendung bed Vorhergehenden fei ein Syſtem 
von vier Kräften gegeben, deren SIntenfitäten, Richtungswinfel und 
Angrifföpuntte folgende find: 

ODecher, Handbuch ver Mechanik IL 13 
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RK RB Bot 

P,=16 4 P,= 8 26  PR= 13 °87 P,= 9,6 
y,==30 4% 9=112° 26 ya 67° 35 1154 54 
& = 18 & — 164° 37 & =219 22 u, =33% 41 
z- "rl se" l’ ne 50, 27(' ne 1%,38 
Yı= 3 ‚76 = 1,3 y=—2 ,8& yv=— ,5% 


üı = 1 ‚53 ‚= 3,51 23 —-2 ‚00 Lu= 3 ‚12 


Durch eine ähnliche Rechnung wie in $. 11 des erfien Buches 
ergeben fich zuerſt Die Werthe: 


PhoosPa—t 65 Pıosfıy=+58 PuoePfır—-+142%2 
PacosP,x—=— 735 Picosd,y—+208 7, cos — 345 
Pc. x——1005 Pooshhy=—-76 , doos 520 
. cos N- 338 . cos F 873  Presfa—— 872 


und damit folgt weiter 


X=z2Poafr = — 733 Rr = 101 10,8 
Her 
Y=-z.Poofy=-212 | R=10,9 | Ry 133 31,3 


Z=z2.P Pfr = +74 


Rr— 45 4,6. 


Die fernere Rechnung ordnet fich dann in folgender Weiſe: 

Fa 
logP,cosP,y—=0,75459 logP,o0sP,x=0,79550 logP, cosP,2— 1,15296 
_ log x, = 0,33646 log z, = 0,18469 :log yı = 0,57519 

— 
logP,x.cosP,y= 1,09105 logP,z,cosPıx— 0,98028 logPı yıcosPın== 1,72815 
Pıx,cosf, y=-+12,33 Pızcosf,x=-+ 956 PıyıcosPfın= 45341 

nnd gibt fo nach und nad 

IN 
Bxcosdy—=— 85 Bzucshr=—23%4 Aycabır— 388 
P,x cosf,y— - 41,94 P,z cosP, x —=-+-%011 P,y cosP,2— — 15,13 
Paxscoof,y=— 249 Puucosfhx—-+t1132 PıyuoosP.2—-+ 39,59 
und damit 

Lin — an) 
Z.PxoosPy=—4095 ; Z.PzcooPx—=-+15,15, Z.PycosPz=-4+-74,05; 
ferner findet man | 


u. 


PıyıcosP,X—=-+23,48 
Byscoof,x—=— 9,05 
Pıys008P,x — -+28,75 


By, cosP, x =— 16,48 
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Pıxı cos = +-30,86 
P,x, 008P, 7 — + 13,77 
Pıx, 008 P,2—-+ 27,87 


P, Xı cos Pr — — 11,60 


Pız,cosf,y=-+ 6A 
P. cd y—+ 711 
P,2,c0o0P, y=-+15,% 
P,z, cos y=— 1,78 


alſo auch 
&.PycosPx—-+26,70 , Z.PxcosP2—=-+60,90 , Z.PncosPy—-+22,16. 


Daraus folgt dann 


= -=.Px eos T-E. Py cosPx = — 67,65 

lY= =.Pz cos Pr — z.Px oo Pfr= — 45,75 ( Ma= 96, 
k=r, PycaPi—z. Pz cos fyr= + 51,89 

und | 
log cos! —= 9,72340 logcosm = 9,6741— log cos n = 9,84459 — 


Il = 61°47',7 m = 11813,1 n = 134 1,7 ; 


die Intenfität des refultirenden Momentes ift demnach 96,76 Meter- 
kilogramm, und feine Achfe bildet mit den drei Coordinaten- Achſen 
die vorftehenden Winkel 1, m, n. 

Um nun zu fehen, ob das gegebene Syſtem eine einzige Reful- 
firende hat, oder ob die Richtung von R auf ber eben beſtimmten Achſe 
des Momentes Mn fenkrecht fteht, berechnet man 


XMx + YMr+ZM; = — 810,07 , 


XMx +YMr + ZM 94 — cos 14000,5 
R.Ma ’ 


und ſchließt daraus, daß es nicht der Fall iſt, daß vielmehr die Achſe 

Momentes Mn mit der Richtung ber fördernden Reſultirenden R 
Einen Winkel von 14000',5 einſchließt. 

Ra findet man für bas kleinſte vefultivende Moment Ma ben 

y XMix + YMı + Z Mz 

ee 

md daraus, daß biefer negativ iſt, erficht man, daß bie Achſe biefes 


nicht mit ber Richtung von R felbft, fondern mit. ber ent 
13* 


‚Mg 
—= Ya 09 = — TA N) 13 , 
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gegengeſetzten Berlängerung zufammenfällt, baß fie folglich mit den drei 
Goordinaten =Achfen Winkel bildet, deren Coſinus durch 


X Y Z 


. R R ’ R 
ausgedrückt werden und demnach bie Werthe erhalten: 
n—Rı=178049,2, n—Ry=4638,7, a—Rr—131 1$A. 
AS Fürzefte Entfernung biefer Achfe vom Anfangspunft ergibt fich 

— mn! — 5", 687 


und um die Coordinaten des Endpunktes dieſer Senkrechten zu berechnen, 
zieht man aus der Gleichung (55) zuerſt die Werthe: 


‚ YM—ZMıL, ‚_ ZMx—XM;z 
x= — v_ MY” 
und findet damit aus ber nachfolgenden Gleichung 
Er XMı — YMx 


VIXM: — YMx)2 + (ZMk—XMzJ + (YMz— ZMy)? 


Mit ben oben berechneten Bahlenwerthen und mit ber Beachtung, baf 
nun bie Werthe von X, Y, Z mit entgegengefebten Zeichen genommen 
werben müflen, ergibt ſich in unſerm Falle 


XMr— YMxk = — 454,50 x — 4, 123 
ZMx — XM;z = + 112,96 Y = + 0,945 $) 
YM.— ZMr = — 492,95 2 = — 3,901 


womit die Lage ber Achſe bed kleinſten Momente vollftändig bes 
ftimmt iſt. 

Will man endlich dem gegebenen Syſtem noch eine Kraft hinzu⸗ 
fügen, durch welche die Bedingungsgleichung (52) befriedigt wird, fo 
fann man für biefe Die einfache Verfügung treffen, daß fle mit der 


Achſe der = zufammenfältz es find dam bie Wintel Qx und Oy 


gleich 47 , = O oder x, und bie in 6. 84 für biefen Zweck 
abgeleitete Gleichung wird einfach 


XM«+YM  +ZM;. QM =0; 
fie gibt mit ben früher gefunbenen Werthen 
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R — — 810,57 — Kor 
= 5-18, 


wenn das untere Zeichen genommen wird, was darauf Hinbeutet, daß 


% = 7 genommen werben muß. 

Die Eomponenten X und Y bleiben dann biefelben wie vorher; es 
ändert fich nur der Werth von Z und wirb = 7,64 — 11,8 = — 4,34, 
woraus fich wie früher die Werthe für bie Intenfität der neuen Reful- 
firenden R’ und die Winkel zwiſchen ihrer Richtung und ben Coordi⸗ 
naten= Achfen, nämlich 


R=8,95, Rx—147019,4, Ry=103042,5, R2—4901',3 
berechnen. Zwei der Gleichungen (53) beftimmen dann die Profectionen 
biefer Richtung in den entiprechenden Coordinatenebenen, und man findet 
in unferm Falle | 

2,12% +7,53wW = 67,65 

7,532 —4,31X = 45,75 

Y = 0,22% — 8,984 

z = 0,455 X — 5,114 


ald Gleichungen dev Richtung der Refultirenden R’. 
Nach diefer Beftimmung Tann nun bie Wirkung bes ganzen Sy- 
ſtems durch die Wirkung ber Kraft R’ und einer längs der pofitiven 


Achſe ber z thätigen Kraft Q = 1, 98 erfebt werden. 


ober einfacher 


6. 89. 


Es erübrigt nun noch, biefelbe Aufgabe durch Conſtruction auf- - 
zulöſen, wozu vor Allem erfordert wird, daß die Achfen der Momente, 
wie die fürdernden Kräfte, durch ihre Projectionen dargeftellt werben. 

Zu dem Ende fein M’ und M’, Fig. 70, die Brofectionen bes 
Angriffspunktes einer Kraft P, deren Projectionen M’P’ und MP” 
nach der in 6.14 der Einleitung angegebenen Weiſe mittels der Winkel 
y und e verzeichnet worden find. Dan beſtimmt nun auf gewöhnliche 
Weiſe die Durchgangspunkte N’ und N” der Richtung der Kraft P 
durch die Ebenen ber xy und der xz und damit die Riffe AN’ und 
AN” der durch ben Anfangspunkt A und jene Richtung gelegten Ebene, 
welche die Ebene des Momentes ber Kraft P in Bezug auf den An- 
fangspunkt A fein wird. Die Geraden AL’ und AL”, welche in A 
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ſenkrecht auf bie Riſſe AN’ und AN” gezogen wurden, find demnach 
bie Projectionen der Achfe dieſes Momentes, und es handelt fich nur 
noch darum, bie Länge biefer Projectionen und. ben Sinn ihrer Rid- 
tung: zu beſtimmen. 

Diefe Richtung ber Achfe ergibt fi in jedem befondern Falk 
leicht aus ber Richtung der Projectionen Mi Kraft P und ber Lage 
des Angriffspunktes. In unferm Falle z. B. iſt es erſichtlich, daß bie 
Projectionen der Achſe nicht Al’ und Al” fein fönnen, ſondern Al’ 
und AL” fein müflen, wenn bie von dem Momente beabfichtigte Drehung 
die Richtung der Bewegung eines Uhrzeigers haben foll. 

Die Länge ber Achfe muß dem Producte Pp aus ber Intenfität 
ber Kraft in die vom Punkte A auf ihre Richtung gefällte Senkrechte 
proportional fein oder ber Oberfläche des Dreiecks AMP, welches von 
ber Kraft MP im Raume mit dem Anfangspunfte A gebildet wird, 
Diefes Dreieck ſelbſt tft nicht befannt, fondern zwei Projectionen des⸗ 
felben, nämlih AMP’ und AMP”, und biefe find nach F. 81 ben 
Somponenten der Achfen des Momente parallel zu ben Achſen der s 
und y proportional. Werner iſt es einleuchtend, daß wenn man bie 
erftere kennt und auf die AZ von A nach H aufträgt, alsdann mittel 
der beiden Projectionen AL’ und AL” die Lage der Achſe AQ bed 
Momentes gegen die Achfe AZ in ber Ebene der xz conſtruirt und die 
Parallele HQ zu ber AX zieht, die dadurch abgefchnittene Länge AQ 
bie Achfe des Momentes der Größe nach vorftellen wird, und bie durch 
bie Senkrechte QG beitimmte Länge AG bie Projection berfelben Achſe 
in der Ebene der xy iſt. Daraus geht dann hervor, daß es nicht 
nothwendig ift, Die Richtung AQ felbft zu zeichnen, indem die Parallele 
HQ unmittelbar die Länge ber Bertical= Projecttion AL” begrenzt und 
damit auch die Horizontal= Projection AL’ gibt. 

Endlich wird man, da die zur Darftellung ber drehenden Kräfte 
erforderliche Längen=Einhelt willkürlich tft, bie dee Oberfläche des 
Dreiecks AM’P’ proportionale Seiten-Achſe AH dadurch erhalten, daß 
man ein Dreieck PED zeichnet, das dem genannten Dreieck an Ober 
fläche gleih if und zur Grundlinie eine beliebig gewählte Längen 
Einheit bat, die für alle Momente in berfelben Aufgabe beibehalten 
werden muß; es werben dann die Grundlinten aller vorkonmenden 
Dreiecke einander gleich, ihre Oberflächen alfo den Höhen proportional 
fein, und dieſe fonach die Achjen und beziehungswetfe deren Componenten 
vertreten Tonnen. Auf dieſe Art erhält man in dem durch die Figur 
bargeftellten Falle zur Beftimmung von AH bie Höhe EF des Dreieck 
DEP‘, deſſen Grundlinie DP’ der gewählten Längen-@inheit gleich iſt. 


—————— — — 


0. 


Mittels dieſer Darſtellungsweiſe kann die Wirkung trgenb eines 
Syſtems von Kräften ebenfo wie die eines Syſtems von fürbernden 
Kräften durch Conftruction gefunden und demnach auch bie in $. 88 
berechnete Aufgabe zeichnend gelöft werden. 

Um aber die Zeichnung nicht zu fehr zu verwirren, wird man bas 
gegebene Syſtem fogleich in ein Syſtem fürdernder Kräfte und in ein 
Syſtem drehender Kräfte zerlegen und die Refultivenden dieſer Syſteme 
in zwei getrennten Sonftructionen darftellen. 

Für das erfte der genannten Syſteme läßt man nämlich alle Kräfte 
im Anfangspunfte A angreifen, zeichnet ihre Projectionen mit Hülfe 
der Winkel „ und e und febt aus diefen die Profectionen ber fürbern- 
den Refultirenden R zufammen, wie e3 bereits im erften Buche, $. 11, 
angegeben und in Fig. 34 ausgeführt wurde, 

Um dagegen die NRefultivende des Syſtems ber drehenden Kräfte 
zu finden, trägt man bie Profectionen der gegebenen Kräfte von ben 
entiprechenden Projectionen ihrer Angriffspunfte an auf und fucht auf 
dem im vorhergehenden $. gezeigten Wege die Profectionen ber Achſe 
eines jeden Momentes, Alle in derfelben Ebene Liegenden Achſen⸗ 
Profectionen fegt man zu einer Refultivenden AMn’ und AMn”, 
Big. 71, zufammen, und findet damit wie gewöhnlich die Richtung und 
Größe des refultivenden Momented Ma, wodurch defien Iutenfität und 
der Sinn feiner Wirkung bekannt tft. 

In ig. 71 tft diefe Gonftruckton für den in $. 883 gegebenen Fall 
durchgeführt und zwar fo,. daß die Einheit für die Kräfte, d. 5. 


1 ilogranem durch 0,2, jene für die Entfernung durch 0,5, und 


die gemeinfchaftliche Grundlinie der Momenten-Dreiecke durch 2,00, 
welche 10 Kilogramm vertreten, vorgeftellt if. Es hat fich daraus 


AMR — 9”, 67 ergeben, und diefe Höhe entipricht mit der ebengenannten 
Grundlinie einem Dreiecke von der Oberfläche 96,7, wonach alfo das 
tefulticende Moment Mn in Mebereinftimmung mit der Rechnung 96,7 
Reterlilogramm: beträgt. 

Will man ferner unterfuchen, ob das Syſtem eine einzige Reful- 
tirende hat, fo wird man in einer dritten Zeichnung, wie Fig. 72, bie 


Profectiomen der fürdernden Kraft R umb ber Achſe des Miomentes Mr - 


auftragen und mit ben letztern bie Riffe AN’ und AN” der Ebene 
dieſes Momentes zeichnen. Diefe muß dann auch bie Richtung ber 
Kraft R enthalten, wenn ber genannte Fall ſtattfinden fol, und man 


überzeugt ſich, ob er flattfinbet ober nicht, wenn man ben Enbpuntt R 
als horizontale Projection eines Punktes jener Ebene annimmt und 
dazu die yerticale Profectton R,” fucht, welche in bem betreffenden Kalle 
mit dem Endpunkt der Projection AR” zufammenfallen wird. Findet 
bies, wie in unferer Figur, nicht flatt, fo liegt auch die Richtung von 
R nicht in der Ebene von Mn und das Syſtem hat keine allgemeine 
Reſultirende. 

Um dann auch durch Zeichnung die Kraft Q zu beſtimmen, deren 
Richtung in die Achfe der z fällt und deren Intenfität fo bemeſſen tft, 
daß mit ihr das Syſtem eine allgemeine Refultivende erhält, fo darf 
man nur durch die Vertical- Profection R,” bes der Ebene des Mo- 
mentes angehörenden Punktes R, eine Parallele zu ber Projection AR” 
stehen; dieſe wird auf der Achſe der z bie Länge AQ abichneiden, 
welche die gefuchte Kraft vorftellt. 

Wenn aber die Richtung der Kraft Q, melche Immer noch tm 
Anfangspunkte A angreift, irgend eine beliebige fein fol, fo muß man 
eine Ebene durch diefe Richtung und durch bie Richtung der Kraft R 
legen, bie Projectionen der Durchſchnittslinie dieſer Ebene mit der bed 
Momentes zeichnen und nun nach dem Parallelogramm ber Kräfte bie 
Projectionen von Q fo beftimmen, daß bie Reſultirende von Q und R 
tn diefe Durchſchnittslinie fallt. 

MWürde endlich für die Kraft Q auch ein belichiger Angriffspuntt 
angenommen, fo müßte man fich dieſelbe in eine im Anfangspunfte A 
angreifenbe fördernde Kraft und in ein Moment zerlegt denken, deren 
Sntenfitäten natürlich noch unbefannt find, und von denen das lebtere 
mit dem refultirenden Momente Mr zu einem neuen Momente zufam- 
mengejegt werben müßte, defien Ebene im Allgemeinen eine andere 
Richtung erhalten wird, als die des genannten Momentes, und zwar 
wird die Lage biefer Ebene nicht nur von der Rage ber Ebene dei 
Momentes der Kraft Q abhängen, die noch aus der Lage bed Angriffs⸗ 
punftes und aus der gewählten Richtung diefer Kraft bargeftellt werben 
könnte, fondern auch von der unbefannten Größe des Momentes diefer 
Kraftz man hätte aljo zulegt die Intenfität der fürdernden Kraft Q fo 
zu beitimmen, daß die Richtung der Nefultirenden von ihr und ber 
fürdernden Refultirenden R in eine Ebene fällt, deren Lage felbft wie 
ber von ber zu beflimmenden. Kraft abhängt; die Aufgabe wird alfo 

. für die Conftruction nur durch mehrmaliges Probiren aufzulöfen fein. 
Sie kommt dagegen auf den vorhergehenden Ball zurück, wenn bie 
Richtung der Kraft Q in ber Ebene des Momentes Mr felbft angenom- 
men wird, ba 'diefe dann auch die Ebene bes neuen refultivenden 
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Mn SA u N Mg dr nu Faden laden 
von Q unb R enthalten muß. 


g. 91. 


Die conſtructive Beſtimmung ber Richtung ber allgenteinen Refuls 
firnden R bes Syſtems in dem Kalle, daß bie vorherbeiprochene Be⸗ 
dingung erfüllt wird, ober der neuen Refultirenden R,, welche durch 
Einführung einer neuen Kraft Q entfteht, hat nun feine Schwierig: 
keit mehr. 

Durch den Endpunkt Mn” ber Projection ber Achfe des Momenten 
Mr in ber verticalen Profjectichstafel, Fig. 72, ziehe man eine Pa⸗ 
vallele Ma” H zur Projectionsachfe, welche auf der Coordinaten-Achſe 
der z bie Gomponente AH der genannten Momenten = Achfe abfchneiben 
wird. Mitt diefer Componenten AH als Höhe und mit ber für bie 
Grundlinie der Momenten= Dreiede angenommenen Länge conftruire 
man dann in der Shene der xy ein Dreieck AB’C’, deſſen Grundlinie 
BC zu der Hortzontal= Projection AR’ ber fürdernden Reſultirenden R 
parallel ift, und das bie Projection des refultirenden Momente Mn in 
ber Ebene ber xy vorftellt. Auf gleiche Weiſe findet man eine Pro⸗ 
jection besfelben Momentes in ber verticalen Projectionstafel der xz, 
wenn durch den Endpunkt Mn’ eine Parallele Mn’F zur Projectionsachſe 
gezogen und mit der dadurch erhaltenen Höhe AF und der gemeinfchafte 
hen Grundlinie der Momenten⸗Dreiecke ein Dreieck AD’ E” in ber 
genannten Tafel gezeichnet wird, beffen Grunblinie D’ E” zu ber Pro- 
jetion AR,” parallel if. Es iſi aber dabei wohl zu beachten, daß 
das fo erhaltene Dreieck AD” E” nicht die Projection desſelben Drei⸗ 
edes im Raume tft, welches das Dreieck AB’C’ zur Horigontal= Pro- 
jeetton hat, daß aber bie dieſen Projectionen entiprechenden Raum- 
Dreiecke diefelbe Fläche haben, und beide die Intenfität des Momentes 
Un vorſtellen. Es ift daher auch nicht fchwer, ftatt des Dreieckes 
AD’ E’ ein anbered AB” C” zu zeichnen, welches die verticale Pro⸗ 
jection desfelben Raum Dreieckes, dem das Dreieck AB’C’ als horizontale 
Projection angehört, vorftelt, und deſſen Grundlinte B’C” noch ber 
Projection AR parallel iſt. Diefes letztere Dreieck tft indeſſen zur 
ferneren Eonftruction nicht nothwendig, und dad Ergebniß bleibt das⸗ 
felbe, ob man das frühere Dreieck AD” E* ober das zuletzt erhaltene 
AB’ C” als verticale Brojection de Momente Mn nimmt, 

Die Grundlinte B’C’ des Dreieckes AB’C’ wird nun als bie eine 
Kraft des Momentes Mn’ in der Ebene der xy betrachtet und demnach, 
um dasſelbe vollſtaͤndig barzuftellen, in A bie ber B’C’ parallele, gleiche, 
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aber entgegengeießt gerichtete 40, gezogen, fo daß dieſe in bie Richtung 
ber fürdernden Kraft R’ fällt, und dann mit biefer, welche mit ber 
Projection R/ der fürdernden Rejultirenden in unferm Falle gleichbedeu- 
tend iſt, zu einer einzigen Kraft vereinigt, welche entweder der Summe 
oder der Differenz von beiden gleich iſt, je nachdem bie AC, in dem- 
jelben oder in entgegengeſetztem Sinne von R’ gerichtet il. In unferm 
alle findet das erftere ſtatt; wir erhalten alfo die Kraft AL als Re 
fultirende von R/ und AC,, und dieſe gibt mit der parallel gerichteten 
B’C’ nad der in $. 2 angegebenen Gonftruction ben Punkt J’ und bie 
horizontale Projection FK’ vom der Richtung ber allgemeinen Reful- 
tirenden R,. Mittel eines ähnlichen Verfahrens findet man auch bie 
verticale Projection I” K’ dieſer Richtung, und dieſe iſt ſonach voll⸗ 
ſtändig beftimmt. 

Die Größe der allgemeinen Rejultivenden R, bleibt diefelbe, wie 
bie ber fürdernden Kraft R,; ber Angriffspunft in ihrer Richtung bleibt 
willfürlich, und es werden bemnach M'R/ und M’R,” die Brojectionen ber 

allgemeinen Refultivenden R, der Größe und Richtung nach vorftellen. 


$. 92. 


Zuleht wollen wir noch für das urfprüngliche Syitem, das Teine 
allgemeine Refultirende hat, die Projectionen der Achſe des Tleinften 
refultivenden Momentes fuchen, um auch dieſes der Große und Richtung 
nach durch Zeichnung zu erhalten. 

Wie oben gezeigt wurde, fällt die Achje dieſes Momente, das 
mit My bezeichnet wurde, wenn fie parallel mit ihrer Richtung in ben 
Anfangspunkt verfebt wirb, mit der Richtung der Reſultirenden R ber 
fürdernden Kräfte zufammen und. tft die Refultivende der Achſe des 
rejultivenden Momentes Ma vom gegebenen Syftem und der Achſe des 
Momentes R. AN, welches durch die Verfebung der Kraft R in einen 
Punkt N, der fih in der Richtung der gejuchten Achſe befindet, ent- 
fanden if. Die Achfe diefes letztern Momentes ſteht ferner fenfrecht 
auf der Richtung der fürdernden Nefultirenden R und Itegt demnach in 
einer zu diefer Richtung fenfrechten Ebene, deren Riſſe AB’ und AC”, 
Big. 73, demnach fenkrecht zu den Profectionen AR’ und AR” der- 
felben Richtung fein werden. Sie liegt aber auch in einer Cbene, 
welche Durch diefelbe Richtung und die Achſe des Momentes Mr be- 
ſtimmt wird, und deren Riffe FFAG” Tetcht zu erhalten find. Der 
Durchſchnitt dieſer beiden Ebenen gibt alſo ihre Richtung, und bie. 
Brojertionen berjelben werben dadurch gefunden, daß man beide Ebenen 
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durch eine dritte B’DG” durchſchneidet und bie Projectionen E’ und E” 
des Durchgangspunktes jenes Durchfchnittes in der lebten Ebene be= 
ſtimmt. Mittels der Richtungen ber Profectionen ber gefuchten Achſe 
AK des Fleinften Momentes und ber Profectionen ber Achfe des Mo— 
mentes R. AN und mit Hülfe der befannten Achfe des Momentes Mn 
Inn nun bie Größe der Projecttionen AK’, AK”, und AL, AL’ 
durch das Paraflelogramm ber Kräfte gefunden, und der Sinn, in 
welchem die Achje AK gerichtet iſt, beftimmt werben. 

Es Bleibt alfo noch der Punkt N oder vielmehr die durch dieſen 
Punkt gehende neue Richtung der fördernden Refultivenden R zu fuchen, 
welche die eigentliche Sage der Achſe des Heinen Momentes tft, und 
dies wird auf diefelbe Weiſe gefchehen, wie im vorhergehenden $. bie 
Richtung ber allgemeinen Refultivenden beſtimmt wurde. Die Achfe 
AL, oder deren Projectionen AL’ und AL’, Fig. 74, des Momentes 
R.AN geben wie bort bie Projectionen besfelben in den Projections⸗ 
tafeln der xy und xz durch die Dreiede AD’G’ und AF” H”, deren 
Grundlinie D’G’ ober F’H” wieder die allen Momenten = Dreieden 
gemeinfchafttiche iſt. Statt der ferneren bortigen Gonftruction Tann man 
nun aber auch dieſe beiden lebten Dreiecke in bie Dreiecke AN’R’ und 
AN’ R” verwandeln, Die denſelben Flächeninhaft haben, wie jene, und 
deren Grundlinien N' R und N” R” ben Profectionn AR’ unb AR” 
der Reſultirenden gleich und parallel find; dieſe Grunblinien, beziehungs- 
weiſe ihre Verlängerungen, werben dann bie gefuchten Projectionen der 
Geraden vorftellen, von welcher jeder Punkt als Anfangspunkt der 
Coordinaten genommen werben Tann, um in Bezug auf benfelben als 
reſultirendes Moment das kleinſte zu erhalten, welches für das Syftem 
moͤglich iſt, und beffen Intenfität durch die wirkliche Länge ber Achſe 
AK vorgeftellt wird. 

Unfere Figuren geben bie entſprechenden Größen für den in $. 88 
berechneten Fall übereinftimmend mit den bort gefundenen Werthen. 


Schstes Kapitel. 
Gegenfeitige Anziehung ber Körper. 


u 6. 03, 


Die im vorhergehenden Kapitel vorgeführten Betrachtungen über 
die Geſammtwirkung von Kräften, beren Richtungen und Angriffspunfte 
an einem feften Syſtem von materiellen Punkten beliebig gegeben find, 
fowie die Mittel, diefe Geſammtwirkung zu berechnen, veichen in allen 
Fällen aus, wo die Zahl der Kräfte eine beftimmte ift, und wo dieſe 
Kräfte ſelbſt einzeln ihrer Größe und Richtung nach bekannt find; fie 
genügen aber nicht mehr, wenn die Angriffspuntte eine fletige 
Folge bilden, wenn die Richtungen der Kräfte von ber 
Lage der Angriffspuntte abhängen und wenn ihre Inten- 
fität eine Function von ber Lage und Maffe biefer An 
griffspuntte wird. 

Im dritten Kapitel haben wir bereits einen ähnlichen Fall für 
parallele Kräfte in der Wirkung der Schwere kennen gelernt und dort 
ſowie im darauf folgenden Kapitel fowohl die allgemeinen Ausbrüde 
zur Berechnung ber Geſammtwirkung der Schwere auf irgend ein Sy- 
fiem von fletig aufeinanderfolgenden Angriffspuntten (Linien, Flächen 
und Körper) und zur Beftimmung der Coordinaten bed Angriffspunttes 
jener Geſammtwirkung (des Schwerpunftes), als auch bie befondern 
für gegebene geometriiche Formen abgeleitet; es war aber dort die In⸗ 
tenfität der an den einzelnen materiellen Punkten angreifenden Kräfte 
nur eine Function von der Maffe derfelben, ihre Richtung war befttmmt 
und wie bie Intenfität von der Lage der materiellen Punkte durchaus 
unabhängig. In dem gegenwärtigen Kapitel foll daher die oben an- 
gebeutete allgemeine Aufgabe, die Geſammtwirkung von Kräften 
mit fletig aufeinanderfolgenden Angriffspuntten zu er 
mitteln, wenn Richtung und Intensität derfelben von der 
Lage und Maffe biefer Angriffspunfte abhängt, aufgelöfl, 
und dabei die gegenfeitige Anziehung ber Körper zu Grunde 
gelegt werden, 

Jene Eigenſchaft der Körper, welche wir Schwere nennen, ober 


a _ 


bie als Anziehung fich Außernde Wirkung ber Erde auf biefelben, iſt 
nämlich nur ein bejonderer Fall eines viel allgemeineren Geſetzes, auf bas 
wir durch die Betrachtung bed Weltgebäubes in firenger Schlußfolge 
Bingeleitet werben, und welches darin befteht, baß alle Körper und alle , 
materiellen  Körpertheilchen ein gegenfeitiges Beftreben zeigen, fich zu 
vereinigen, baß dieſe Eigenfchaft der Stofftheilchen durchaus unabhängig 
. von ber befondern Art des Stoffes, aus welchem fie gebildet find, 
und daß fich diefelbe mur mit der Menge bes in ihnen enthaltenen 
Stoffes oder ihrer Maffe und mit ihrer gegenfeltigen Entfernung 
ändert, umd zwar fo, daß fie mit der Maſſe wächft, mit ber Entfer- 
nung dagegen abnimmt. Diefe Eigenfchaft, welche wir und ber wahr⸗ 
zunehmenden Wirkung gemäß als eine den Stofftheilchen innewohnende 
anziehende Kraft vorftellen, ift indeffen für bie und umgebenden Körper 
ſo gering, daß fie im Allgemeinen durch die auf der Erde ziemlich be- 
traͤchtlichen MWiderftände vollig wirkungslos gemacht wird; das Vor⸗ 
bandenfein derfelben wird aber durch die von großen Gebirgsmaſſen 
beiwirfte Ablenkung des Bleilothes und burch bie Bewegung des Hebels 
einer Coulomb'ſchen Drehwage mittels großer Bleikugeln beftätigt. 

Die folgenden Unterfuchungen finden übrigens auch bei andern 
gegenfeitigen Wirkungen ber Körper, wie bei ben eleftriichen und mag⸗ 
netiſchen Anztehungen, ihre Anwendung und find daher auch von all» 
gemeiner Bedeutung. 


u. Syfteme ohne ſtetigen Zufaumenhang. 


g. 9. 


Betrachten wir zuerft bie gegenfeitige Wirkung zweier materiellen 
Punkte M und N, deren Entfernung mit w, und beren Maſſen mit m 
und m’ bezeichnet ſeien. Diefe Wirkung wird ald eine gegenfeitige 
Allgemein eine Function ber beiden. Maſſen m und m’ und ihrer Ent- 
fernung w fein und demnach, wenn wir fie mit R bezeichnen, buch 


R=F(m, m, w) 


ausgedrückt werden müffen. Denken wir uns dann flatt bes materiellen 
Punktes M einen andern M’ tn gleicher Entfernung von N, aber von 
nmal größerer Dichte, fo daß er auch nmal fo viel Maſſe ober bie 
Maſſe nm enthält, fo wird bie gegenfeitige anziehende Wirkung R’ 


> 


zwiſchen den Punkten M’ unb N ebenfalls nmal fo groß fein, als bie 

zwifchen M und N, da der Punkt M’ aus n gleichen, gleichſam con⸗ 

engen Punkten M beftehend betrachtet werben Tanz man hat daher 
R=ıR „ F(am,m,w) =ıofF(m,m,w) 


und gieht daraus, wie in $. 9, nach dem Geſetze der Hompgeneltät 
R R 
mm Fam. 


Auf gleiche Weife findet man aber auch in Bezug auf eine n’meal 
größere Maſſe m’ die n’ mal größere Wirkung R”, alfo 


R’=rR un R 

und damit die Verhaͤltniſſe: 
R_oR _R 
nw onm.nm mm 


alfo für R ben Werth: 


= f(w) 


R=mmf(w). 
Für zwei andere Maſſen m, und m/, deren gegenfeitige Entfernung w, 
fe, hat man ebenfo ald anziehende Wirkung 
R, = m,n, f(w,) 
und damit die Proportion : 
R:R,= mwf(w) :: mm) f(w,) 
ober die Gleichnng: 


R, — m,m, f(w,) 

R mm fir) ' 
Diefer Ausdruck zeigt, daß das Verhältniß der gleichartigen Größen 
R umd R,, wie e8 nach bent Geſetze der Homogenettät fein muß, un- 
abhängig in von der Einheit ber Maſſe; es muß aber ebenſo unabhängig 
fein von ber Einheit ber Entfernung, woraus nothwendig folgt, daß 
die Function f(w) nur von einer Form fein kann, welche 
ber Bedingung genfgt: 


Ä f(w,) 
A.) Ton) 
alſo auch, wenn w zu w, geſetzt wirb, ber Bebingung: 
fi) =1, 








und mnn wird fich leicht überzeugen, daß die Bebingung (A) Mitt 
durch bie einfache Yunction: - 
f(w)= w" 

befriedigt werden Tann, worin n irgend eine pofittve oder negative Zahl 
vorſtellt. *) 

Bezeichnet man dam die Wirkung R, zwiſchen zwei Maſſen m, —1 
und m/—1, deren Entfernung w, ebenfalls die Einheit iſt, mit G, 
fo erhält man 

R:G=mmf(w):1 

und dadurch für das abfolute Maaß der gegenfeitigen Anziehung zweier 
Maffenpunfte m und m’, deren gegenfeitige Entfernung w ift, ben 


Ausdruck: 
R= Gnuf(w) , (57. 


worin Die Sonflante @ den Werth dieſer anziehbenden Kraft 
bezeichnet, wenn jeder ber beiden anziehenden Punkte die 
Binheit der Maffe enthält und fich beide in der Einheit 
ber Entfernung von einander befinden. Die Funktion fLw) iſt 
innerhalb der oben beſtimmten Form, alfo in Bezug auf den Erponenten n 
willkürlich und kann inſoweit beliebig oder den Erfahrungen in der Natur 
gemäß angenommen werden; biefe lehren, und zwar am einfachften durch 
die Geſetze der Planeten- Bewegung, wie im vorhergehenden Buche gezeigt 
worden iſt, daß für bie allgemeine Maflenanziehung £(w) = w’i— * 
iſt, d. h. daß die gegenſeitige Anziehungskraft zweier ma— 
teriellen Punkte im umgekehrten Verhältniſſe des Qua— 
drates der Entfernung ſteht. Bei den allgemeinſten Ableitungen 
ſoll indeſſen dieſe Function, beziehungsweiſe ber Exponent n, unbeſtimmt 
gelaſſen werden. Ebenſo ſoll auch die Art der gegenſeitigen Wirkung, 
ob ſie eine anziehende oder abſtoßende iſt, im Allgemeinen unbeſtimmt 
bleiben, ſo daß der Factor G ebenſowohl die Intenſitaͤt ber anziehenden, 
als bie ber abſtoßenden Kraft für bie Einheiten ber Maſſe und ber 
Gutfernung vorftellt. 

Nimmt man nım den einen ber,gegebenen Punkte ald Anfang eines 
Coordinatenſyſtems und brüdt bie Lage. bed zweiten tm Bezug auf 
dieſes durch feine Coorbinaten x, y, 2 aus, fo wird 


vwꝛ ⸗ x2472422 


) Einen Beweis für dieſen Satz wird man in der Ginleltung zu melner 
Analyſis der Stetigkett ſinden. 
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und für die drei Winkel &, A, y, welche bie verbindenbe Gerade, alſo 
auch die Richtung ber Kraft R mit den drei Achfen der Goordinaten 
büdet, hat man: 

cos = z cosß = I cos y —= * 

w? w ar’ 

wo vorausgefegt wirb, daß biefe Kraft eine in M, Fig. 75, angrei- 
fende und von M gegen N wirkende, alfo anziehende iſt; foll dieſelbe 
abftoßend wirken, jo muß man 
cos ⸗— — o=— I ’ = — — 
nehmen, und es wirb dann bie Art der Wirkung durch die Zeichen ber 
Coſinus der Richtungswinkel angedeutet. Die umgekehrte Bezeichnung 
wird aber eintreten, wenn bie Kraft R an dem Punkte N angreifend 
gebacht wird; e8 werben dann jene Coſinus für die abftopende Wirkung 
pofitiv, für die anziehende negatto werden. Im Allgemeinen Tann man 
baher bei ben Coſinus der Richtungswinkel von ber Art ber Wirkung 
ganz Umgang nehmen und dieſe unmtttelbar durch das Zeichen bes 
Goeffizienten G näher beftimmen, fo daß die Somponenten ber Kraft R 
parallel zu den drei Coordinaten= Achfen für beide Wirkungsarten durch 


88.) X=Gmnf(w)—, Y=Gnn'f(w)I, 2= Gnu tw) 


ausgedruckt werben. Kür ben befondern Fall: ?(w) * find demnach 


‚X . 2 
x=6Gnn ; Y=6mmZ , Z = Gmu — 


bie Länge ber drei Achſen thätigen Kräfte, 


$. 95. 


Sei nun ein unveränberliches Syſtem von materiellen Punkten ge 
geben, und befien Wirkung auf einen einzelnen außerhalb ober innerhalb 
besfelben Tiegenden Punkt zu. beſtimmen. 

Dieje Aufgabe wird am einfachften dadurch gelöft werben, daß man 
ben angegriffenen Punkt als Anfang eines beliebigen Coordinatenſyſtems 
nimmt und die Lage aller Punkte des gegebenen Syſtems auf basielbe 
besteht. Sind alfo x, y, z bie Goorbinaten eines biefer Punkte, m 
feine Maffe, u bie Maſſe des angegriffenen Punktes, fo erhält man 
nach ben Worbergehenben 


9 


x TI * 
Gum — f(w) ; Gum — mw) ; Gum f{w) 


als Componenten der gegenfeitigen Wirkung dieſer beiden Punkte parallel 
zu den drei Achfen genommen, worin w — Yx? + y? +2? immer bie 


Entfernung der beiden Punkte bezeichnet. Für die gegenfeitige Wirkung 
zwiſchen dem einzeln ftehenden Punkte und einem zweiten Punkte des 
Syſtems, deſſen Coordinaten und Maffe mit. x’, y’, z’ und m’ be 
zeichnet find, hat man ebenfo bie längs ber Achfen gerichteten Settenfräfte: 


‘ x ’ ' 2 ' 
Gum ET) , Gum—fln) , Gum *t6v5). 
worin w’ bie Entfernung: Y x’? + y’2+ 2’? vorſtellt, u. ſ. f. 


Die drei Componenten X, Y, Z ber Gefammtwirtung R bes 
Syſtems auf den Anfangspunft werden demnach durch - 


X=Gu 2.m—I(w) ; Y=6uZ.m{f(w) ; Z=Gu 3.m-f(m) (59 


usgebrückt , und daraus bie Refultirende R, ſowie die Richtungswinkel 
N 
Rx, Ry, Rz durch die bekannten Berhältaiffe: 


R= YX+Y?+Z, 


ok cosb — X os 
OR I R I TR 


abgeleitet. Im dieſen Werthen wird man den Goeffizienten G für eine 
anziehende Wirkung pofitiv, für eine abftoßende negativ nehmen. 
Bringt man die Werthevon X, Y, Z unter die Form: 


X=6uS. — ), Y=Gu2. my 2 Z=Gu2. mem), 

p fieht man ſogleich, daß für die Vorausſetzung: (w) = w, d. h. 
wenn bie Anziehung der Entfernung proportional ift, das 
Verhaͤltniß: «im 7) yon m unabhängig wird; man weiß ferner ($. 22, 
EEE 

2 m—=xX,m, Z.ny=Y2Zm, 2.n=-%22nm 


gefeht werden kann, wenn X, W, Z bie Goordinaten bes Schwer⸗ 


punltes yon dem gegebenen Syſtem begeichnen , und dadurch wird 
Decher, Hanbbuch der Mechanik u. 14 


3 
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X=GuXZm ,„ Y=GuYZm , , Z=GuZIm, 
R= GuyX?+ Y!+2z3. Im — GuMw; 


bie Wirkung des ganzen Syftems tft folglich diefelbe, als 
ob die ganze Maffe M = Im besfelben in feinem Schwer 
punkte vereinigt wäre. 

In jedem andern Falle geht noch, wie leicht zu fehen, die Rich⸗ 
fung der Rejultivenden durch das Syftem, und es läßt fih tn Diefer 
Richtung, innerhalb oder außerhalb des Syſtems, immer ein materieller 
Punkt denken von gleicher Maffe, wie die bes ganzen Syſtems, beffen 
Wirkung auf den einzelnen materiellen Punkt diefelbe fein würde, wie 
bie von dem ganzen Syſtem hervorgebrachte. Die Soordinaten X,, W,, 2, 
dieſes Punktes, den ich Mittelpunkt der Anziehung nennen will, 
werben offenbar durch Die Gleichungen : 


X x 
ww, tw)zm = z.m—f(w) j 


| 


60.) w (0m) zu 3.mZf(w), 


zZ, — 
w; !(W) zu = r.n— (m) 


beftimmt, worin W, — x,2 + w,2 + 2,2 beffen Entfernung vom 
Anfangspuntte, dem angegriffenen Punkte, ausbrüdt, und die Gefammt- 
wirkung bes Syſtems kann dann durch 


61.) R = GuMflw,) = GuZ.nmf(w) 


vorgeftellt werden, worin M wieder bie Maffe: Im des ganzen Sy 
ſtems vertritt, 

Liegen 3. B. alle Punkte bes Syſtems auf einer Kugelfläche umd 
ber einzelne Punkt in dem Mittelpunfte derfelben, fo daß alle w gleid 
find, fo wird 
2 


A I, mx, Km S.ny, 
/ 


—A = 10 mz, 


oder wenn für Z.mx, T.my, 3.mz wieder Ihre obigen Werte: 
X3m, YZm, 22m geieht werben, 
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. X f Y —_f 
tw) =x” 9 raw), 
a) 
ww. f(w)=2 . 
Wenn man dann diefe Ausbrüde zum Quabrat erhebt, abbirt und 
beachtet, daß KV? +22 = w2, XIV? HR — wi? 


it, jo findet man | 
wf(w,) = wf(w); 


ferner ergibt ſich 
— X X — X N zZ 
csRx = RW N cooRy = N cosRz ap? 


and man fchließt daraus, daß bie Richtung der anziehenden Wirkung 

durch den Schwerpunft des Syſtems geht. | 
Man findet auf diefe Weiſe für die Wirkung, welche eine homogene 

Halbkugelfläche auf ihren Mittelpunkt hervorbringt, in dem beſondern 


Falle, daß f(w) = Fr itt, da man hier w=tr, w=Jr hat, 


w?=2r7r; 
die Wirkung tft demnach dieſelbe, als wenn bie ganze Maſſe der Fläche 
in einem Punkte vereinigt wäre, welcher 1,414... r vom Mittelpuntte 
entfernt liegt. Für eine ganze Kugelfläche wird w=0, alſo w=w, 
und die Wirkung R tft gleich Null, wie fich dieſes von felbft verſteht. 


$. 96. 


Der Anfangspunft der Coordinaten wird allgemeiner und bisweilen 
auch für die Rechnung vortheilhafter in das Syſtem verlegt, und dann 
die Lage des angegriffenen materiellen Punktes, deſſen Maſſe u tft, durch 
feine drei Coordinaten a, b, c beftimmt, während man bie der Punkte 
des Syſtems immer mit x, y, z bezeichnet. Die Entfernung w eines 
dieſer Iehtern von jenem angegriffenen Punkte wird nun: durch 


w=Ya—x)?+0b—Y)?+(c—z2) 
ausgedrückt, und die Winkel 5. vr, Fr, welche die Verbindungs- 
linie ber beiden Punkte mit den drei Achſen bildet, ebenſo durch 


N 9—Xx N b—y a 3 
cos wx = eos wy = — cos wz = . 








14* 


212 


Die gegenfeitige fördernde Wirkung, welche zwiſchen dieſen beiden Punkten 
ftattfindet, iſt wieder Gumf(lw) und läßt fidh in die drei Seitenkraͤfte: 


Gum —-f(w) 4 Gum-—I rm) , Gum — f(w) 


zerlegen; dadurch ergeben fih ald Gomponenten der Gefammtwirfung R 
bie Ausdrüde: 


X = Guz.m'—°rlw), T=Gur. mP—Y Ic), 
62.) , 


Die Richtung der Refulticenden geht offenbar burch den Punkt abe; 
fie {ft beftimmt, wenn die Winkel, welche fie mit den drei Achſen 
bildet, befannt find, und biefe werben auf diefelbe Weiſe mie vorher 
gefunden, 

Die Gleichungen zur Beitimmung des Mittelpunttes ber Au 
ziehung, d. i. des Punktes, in welchem ohne Aenderung der Wirkung 
bie ganze Maſſe M = Im des Shgſtems vereinigt gedacht werden 
kann, und deſſen Goordinaten wieder X, , Y, 2 feten, nehmen num 
die Form an: 

M tw) = = 2.0’ f(w), 
63.) M’Erw)=3.m m = —w), 





CZ 





c—Z, — 

1 fw)=3.n7, f(w); 
oder wenn man 
“un buch F(w) 

erſetzt, bie einfachere ; 
M(a—x,)F(w,) = S.m(a—x)F(w), 
M(b—w)F(w,) = 2.m(b—y)F(w), 
M(c—Z,)F(W,) = 5.m(c—z)F(w), 
worin wieder 
.W=YVa—x”+0b—W)+ (0-2) 
bie Entfernung des Mittelpunktes der Anziehung von bem in Angelf, 
genommenen Puntie ausbrüdt.. Diefe wird zuerſt und zwar dadurch 
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gefunden, daß man die Summe der Quadrate der drei vorhergehenden 
Gleichungen (63) bildet und ſo den Ausdrud erhält: 


MW )—VL3.m(a-)FCw)]+L2.mcb-YJFW)]+L2.me-zJFw)P, 


woraus ber Werth von W, und FLW,) gezogen werben kann, mit 
tels deffen dann aus dem Vorhergehenden die Werthe der Coordinaten 
X,, W,, 2, abgeleitet werben. 


Für den befondern Fall: f(w) = z nehmen biefe Ausdrücke 


die Formen an: 

















a— X max b—Y, b—_y 
M ern Ze u 7 = 5,m 5» 
— —S. —— 

w, 


=V(e m *6E. — +22). 


Aus dem letzten berfelben zieht man den Werth von W,, nämlich 


w, = a EN ’ 
= 2. m) + (2m m —— + (z.m® ) 
W 
und durch die erſtern hat man, wenn dieſer berechnet iſt, 


— — — “a2, v—h— 22 (=) o-y), 





2,=c-2.4(”) (e— 2) 


Oder 
-24( ) +. [1-3.5 (9) 
y=2.4(®) +5[1-3.4 (®)] . (64. 
were ®)] 
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S. 97. 
Aus den vorhergehenden Ergebniffen können wir nun für ben be 
treffenden befonbern Fall, wo f(w) — ift, einen Schluß ziehen, 


der fich leicht auch auf allgemeinere Fälle ausdehnen laͤßt und defien 
wir fpäter bedürfen. 

Bezeichnen wir nämlich den großten Werth von w mit w., ben 
fleinften mit w, und ſetzen m = a w=a/W=a”’w”’= el, 
worin a,, a, , etc. Zahlen bedeuten, welche größer find als 1, 
ebenſo ww = o—;w = a’,wW =etc., indem man mit og, a’, eic. 
Zahlen bezeichnet, Die größer find als O und Kleiner als 1, und beach⸗ 
ten wir, daß 








a—x 1 a — x 1 a—x 
a ek Kar hr Baklaer us u 
fo Tann der Werth von W, durch 
w,=Wws 4 / a—_x 7 
Vene) Her) 
und durch 
/ m: 





ww‘ a—x b 2 
2 — 

V (en ) +2. .m0 ) +Hz.n° —o4}) 
ausgebrüct werben, und es iſt leicht zu ſehen, daß wenn alle Glieder 
unter den Summenzeichen im Nenner dieſer Werthe gleiche Zeichen 
haben, d. h. wenn bie Werthe von a, b, c poſitiv oder negativ größer 
find als alle Werthe von x, y, z, wenn alfo der. angegriffene Punkt 
ganz außerhalb des angreifenden Syſtems liegt, der erfte Nenner größer, 
ber zweite dagegen Kleiner ald (Sm)? ober M2 fein wird, daß alio 
auch WW, Xleiner iſt als w. und größer als wu. Diefer Schluß wird 
noch einleuchtender werben, wenn man mit 8, den Fleinften der Werthe 
o,, mit 40 den größten der Werthe a, bezeichnet; denn es tft dam 
offenbar der erfte Nenner größer als 


lee]: 


der zweite aber Heine als 
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(e-I+e-F)+e=T)] 
&*|(=-m°= rn +(2.m— , 
und von diefen Ausdrüden felbft ift unter der obigen Vorausfehung in 
Betreff der Summenglieder, da 2, immer größer, Po aber Feiner als 


1 bleibt, der erfte größer, der zweite Heiner ald (Im)? . 
Damit ergibt fih dann für die Werthe von X,, X,, Z, bie 


Bolgerung, daß der Quotient "2 bald größer, bald kleiner als 1 if 


und ſich um fo weniger davon entfernt, je größer bie Coordinaten 
a, b, c gegen bie größten Werthe von x, y, z find, daß alſo bie 


Factoren wee 
—_„ I 
1 2.5 (*) 


nur wenig von Null verichieben fein Tünnen, und die Werthe von 
X,, W,, 2, immer zwifchen den größten und Fleinften Werthen von 
X, Y, z liegen. " 

Kebenbet fchließt man noch aus den Gleichungen (64), daß für. 
eine unbegrenzt wachſende Entfernung des angegriffenen Punktes die 
Werthe von X,, W,, 2, ſich den Ausdrüden: 


&.mx X. m 3.mz 
X, = M 9 = —* zZ, = M 


nähern, daß der Mittelpunkt der Anziehung alfo dem 
Schwerpuntt des Syſtems immer näher kommt. 

Bei näherer Betrachtung wird man ferner einfehen, daß es nicht ein- 
mal nothwendig tft, daß alle Glieder unter den Summenzeichen zugleich 
pofitio oder negativ find, Damit ww, zwiſchen wo und wn liegt; es 


Tonnen ſelbſt zwei diefer Summen, z. B. 2.m"! und 2.m° 
Null werben, und doch für die dritte 











y, 





z.m or >M, Zunoe<ıH 


werden, und diefer Fall wird immer eintreten, wenn bie Achſe ber x 
durch den angegriffenen Punkt und ben Mutelpunkt ber Anziehung ge= 
legt und die Entfernung a des erſtern von dem lebtern hinreichend 


Voß gegen bie Ausbehnung bes Syftems iſt, jo daß bie Glicher —- 
nicht fehr von 1 verſchieden find und alle gleiche Zeichen haben. 
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Iſt dieſes letztere aber nicht ber Fall, ift vielmehr für viele Punkte 
— fehr Hein, oder enthält auch die Summe >. m— viele Glie⸗ 


der von entgegengelebten Zeichen, fo wird WW, größer werden ald wu 
und kann felbft unendlich werden, nämlich dann, wann ſich der an— 
gegriffene Punftseiner ſolchen Lage innerhalb des Syſtems nähert, daß 
die Wirkungen von allen Seiten fich gegenfeitig aufheben, die Ge 
fammtwirtung auf denjelben alfo Null iftz denn es tft einlenchtend, 


baf wenn ber Ausdruck: GyuM —; durch ben Werth: Null gehen 


ſoll, ww, durch den Werth: unem gehen muß. 

Will man dieſe Betrachtungen nun auf andere Functionen von w 
ausbehnen, fo muß man diefe im folche abtheilen, welche für w — 0 
ebenfalls Null, und in foldhe, welche für diefen Werth unendlich mer- 
ben. Man wird dann finden, daß für die letztern basfelbe gilt, was 


oben für die Junction f(w) = bewiefen wurde, und daß auch 


für die erftern in dem Falle, wo ber in Angriff genommene Punkt 
außerhalb des Syſtems Hiegt, offenbar W, > w, und < wn fein 
muß; daß fich Dagegen in diefem Zalle W, dem Werthe: Null nähert, 
wenn die Summen: 

a—x b--y c—z 


> ee 7 N 2.m N 5.m 3 





fi) von der pofitiven oder negativen Seite demſelben Werthe nähern. 
Sn der That wird für eine ſolche Function von w bie anziehende Wir- 
fung mit dev Entfernung zunehmen, und e8 kann dann GuMfLW,) 
nur Null werden, wenn W, ſelbſt Null tft. 

Es Tann demnach im Allgemeinen behauptet werden, daß wenn 
der in Angriff genommene Punkt außerhalb des Syitemd 
Liegt, namentlich wenn biefes nicht blos in materiellen Punkten be 
fteht, Die auf einer Fläche oder in einer Linie vertheilt find, ber 
Mittelpunkt der Anziehung immer in das Syftem fällt, daß Dagegen 
im andern Falle, wo jener Punkt im Syſtem felbft Itegt und zwar fo, 
daß die Wirkungen von allen Seiten gleich werden, diefer Mittelpunkt 
ber Anziehung in eine unendliche Entfernung rücken wird, wenn bie 
anziehende Wirkung mit der Entfernung abnimmt, und daß er mit 
dem angegriffenen Punkte zufammenfallen würde, wenn bie anztehende 
Wirkung mit der Entfernung wachen ſollte. 
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g§. 8. 


Unterfuchen wie endlich noch die Wirkung eines Syſtems von ma⸗ 
teriellen Punkten auf ein anderes ähnliches Syſtem, welches von bem 
erſteren ganz getrennt fein oder auch basfelbe durchdringen kann. Das 
Goordinaten = Syftem werde auf irgend eine Weile gelegt, und bie 
Goordinaten ber Punkte bed erftern oder wirkenden Syſtems durch 
X, Y, z, bie des zweiten oder angegriffenen Syſtems dagegen durch 
i, u, v bezeichnet. 

Die Geſammtwirkung P des ganzen eriten Syſtems auf einen 
Punkt des zweiten, beflen Maffe u und befien Coordinaten t, u, v 
feien, wird nad) dem Vorhergehenden (SI. 61) durch 


GuZ.mf(w) = GuMf(W,) 


ausgedrückt und läßt fich zuerft als eine fürdernde Kraft P barftellen, 
welche im Anfangspunfte angreift und drei rechtwinklige Seitenträfte: 


PcosPx, pP cosPy, P cosPz gibt, für welche man mit de Be 
| zeichnung: 


‚um V[, 
we = VOorP Fa Et), 
u. ſ. f. 
die Ausdrücke Ba 


PoosPx — Gu 





—=GuS. rm), 6) 


PcosP y— Gum rl )-Lm’ Un —_ fly” )-Feie. | 





_ —y 
——— k(vo), 


keos — v2 EN Eee” .] 
c8Pz—= Gulm — f(Wo)4 m — f(w)m wo f(wg” )-+etc 


v—Z \ 
=6Gu3.m Zw) . 
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Die Wirkung P’ desfelben Syitems auf einen Punkt Yu’ v’ des zweiten, 
befien Maſſe u’ ift, ” Da die ee 
cn. ] 


P csPx — Gw Im 











J: 


—— Yoga! — Erw) + ef 


=. m) ’ 





P’ cos Pi 








Elm! )+ ef 


= GW —*— 

indem man nun hat 
V——— v., 
Vr—-r® +W-YP +)? =w, 
u. ſ. f. 

Für bie Geſammtwirkung R erhält man demnach als Componente 
parallel zur Achſe der x 
3.PcsPx—=G «x.» — rm) Ham —t(m)+ete] ; 
0 f) 


und wenn man num den Inder von w wegläßt, ein neued Summen- 
zeichen vorfeßt und an diefem durch einen Inder die Beränderlichen 
anbeutet, auf welche es fich besteht, und Diefelbe Bezeichnung auch für 
bie übrigen Gomponenten anwendet, fo ergeben ſich folgende Werthe für 
die drei rechtwinkligen Componenten ber fürbernben Geſammtwirkung R: 





* 
3.PcosPx GXI. M X. m 
N u—Yy 
65.) 2.PcsPy = G2L.u>..m —-f(w) ; 


In v-—ı 
2.PcosPfz = G3r.u2::m —— f(w) ’ 
und damit auf bekannte Weiſe R felbft. 
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Die Kraft P gibt aber auch eine drehende Wirkung in Bezug auf 
ben Anfang der Eoordinaten, welche fich in die drei nachftehenden in 
Bezug auf bie drei Goordinaten= Ebenen zerlegen läßt: 


P(xcosP y—ycosP x) = Gulız. m —f(w)—u8. 1] ’ 
0 0 

P(zcos Px—xcosP2)— Gulrz.m rm) —2.n" tm] 
0 0 

P(y cosPz—ı cosPy) — Gu n3.m —Hw)— v2. Two] . 
0 0 


Achnliche brehende Kräfte erhält man von ben andern Kräften P’, E”, etc., 
und bie brehende Gefammtwirfung Mn des erften Syſtems auf das 
zweite wird darnach fich als das Refultivende der drei Diomente Mz, 
My, Mx ergeben, für welche man hat 


6 5 Zu mw) Sr au. m io) 
MN, =G =: .UV2;. m—f(@) — XEL. MIX.. m— tm] . (66, 
MG [> az. mW) Sn. arm —TtCm)] 


Zwiſchen biefen drebenden Kräften Mx, My, Mz und ben für- 


bernden Kräften S.P cosPx ‚„23.P cosPy ‚„ 2.P cosPz finden 
alle jene Beziehungen flatt, die wir im vorhergehenden Kapitel Tennen 
gelernt haben. Wird demnach von ihnen die Bedingungsgleichung (52) 
in 6. 82 befriedigt, fo läßt fich die Geſammtwirkung beider Syfteme 
auf die zweier materiellen Punkte zurüdführen, welche dieſelbe Maſſe ent⸗ 
halten wie diefe Syfteme, deren Goordinaten beziehungsweiſe X,, W,, 2, 
und T,, U,, V, find, und beren Sntfernung W, demnach durch 


Ver, x,” U, — Y,)% + (V,—Z,)? ausgedrüct wird, Um 


in diefem Falle bie bezeichneten Goordinaten jener beiden Punkte zu be= 
ſtimmen, hat man zuerft die Gleichung: 


Cw)=R=V/ (zPosParHzr cosPy)2+(Z.PcosP2)?, 


Worin M, und M, bie Maflen Dm und Su ber beiden Spfteme 
vorftellen, und burch welche der Werth von W, gefunden wird. Derner 


—ö 
bat man für die drei rechtwinkligen Componenten von R num auch die 


Ausdrüde: 


3.PoosPfx — GM,M, —— f(W,); 











67.) S.PcosPy = GM,M, —— f(w,) > 
Z. PcosPr — CM, —- * f(W,), 


und ihre Momente in Bezug auf bie —* Woordinatenachſen werden 
nach gehöriger Reduction 


Mz = GM,M, nur (U,X%,—T, Y,) N) 





68.) My = GM, M, — Km) nm x ,) y 


tw) 


Mx — GM.M, nu 2.) - 





Aus dieſen ſechs Gleichungen, von In benn bie drei letzten übrigens be⸗ 
kanntlich nur für zwei gelten, können in Verbindung mit dem bereits 
gefundenen Werthe von W, durch die Gleichung: 

w2= (TB, — X,)) +(U—Y)’+(V,— 2,)° 
die Ausdrücke für dieſe ſechs zu beftimmenden Goordinaten gezogen wer- 
ben, und bie Aufgabe wird vollftändig gelöfet fein. 

"Wenn dagegen bie obengenannte Bedingungsgleichung nicht bes 
friebigt wird, fo läßt fich Die gegenfeitige Wirkung der beiden Syiteme 
nicht mehr auf bie zweier materiellen Punkte zurüdführen, indem nicht 
nur ein gegenfeitiged Beſtreben zur Annäherung ftattfindet, fondern auch 


eine drehende Wirkung von einem Syfteme auf das andere ausgeübt wird. 


HI. Wirkung eines ftetig zufammenhängenden Syſtems 
auf einen materiellen Punkt. 


$. 9. 


Die bisher entwicelten Ausdrüde find nur auf Syſteme von ges 
trennten materiellen Punkten anwendbar, deren Mafle und Lage gegeben 
iſt; wir kommen nun zu den Fällen, in welchen die Wirkung von Syſtemen 
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ſtetig zuſammenhaͤngender materieller Punkte unterfucht werben foll, unb 
nur bie änßere geometrifche Begrenzung und das Gefeh, nach welchen 
fih die geometrifche Dichte der einzelnen Punkte mit ihrer Lage ändert, 
gegeben ift, d. 5. zu ben Fällen, deren Unterfuchung als eigentlicher 
Zweck dieſes Kapitel im Eingang desfelben bezeichnet wurde. 

Betrachten wir zuerſt wieder bie Wechſelwirkung zwiſchen einem 
fietigen Syſtem oder Körper von gegebener unveränberlicher Form und 
Dichte und einem einzelnen materiellen Punkte, deſſen Lage in Bezug 
auf jenes Syitem und deſſen Maſſe bekannt iſt. Die Aufgabe wirb 
allgemein als gelöft zu betrachten fein, wenn bie Geſetze gefunden 
find, nach welpen fich die Intenfitäten ber gegenfeitigen 
Wirkung oder threr-rehtwinkligen Gomponenten mit den 
Grenzen des Syftems ändern, indem ſie dann, pie die Aufgaben 
Aber den Schmwerpuntt, nur noch von Operationen der Integralrechnung 
abhängt, welche nur für befondere Falle ausgeführt werden können. 
Dieſe Geſetze find offenbar nichts anders als die Ausbrüde für 
die geometrifche Wirkung, welche von einem Punkte xyz bes 
Syſtems auf den gegebenen materiellen Punkt ausgeübt wird, oder 
ihrer Componenten, und können darnach Yeicht hergeftellt werden; um 
fe indeſſen ſtreng abzuleiten, feten wieder a, b, c die Coordinaten des 
angegriffenen materiellen Bunftes in Bezug auf ein beliebiges recht⸗ 
winfliges Coordinatenſyſtem, defien Anfang wir in dem gegebenen Kör⸗ 
per annehmen wollen, und u die Mafle desſelben; ferner ſei M Die 
Mafle eines Theiles von dem gegebenen Körper, welcher von drei zu 
den Coordinaten- Ebenen parallelen Ebenen in ben Abfländen: x, Y 
und z von jenem begrenzt wird, und X, Y, Z bie rechtwinkligen Com⸗ 
Ponenten der zwilchen dieſem Theile und jenem Punkte flattfindenden 
anziehenden ober abftoßenden Wirkung, melde ebenfo wie bie Mafle 
des fo begrenzten Körpertheiles eine Function ber drei veränderlichen 
Eoordinaten x, y, z der Begrenzung fein wird. 

Laßt man nun biefe Iehtern fich gleichzeitig um bie kleinen Größen 
Ax, Ay, Aa Ändern, fo wird auch der Rauminhalt und die Maſſe 
des eben betrachteten Körperiheiles nach 6. 58 eine Aenderung erleiben, 
weihe in Bezug auf, jene Veränderlichen von ber dritten Ordnung if 
und eine Aenderung berfelben Ordnung in ber Gefammtwirkung bes Köra 
pers auf den gegebenen Punkt hervorruft. In Folge deſſen werben dann 
auch die obengenannten Somponenten derfelben um die entfprechenben Kräfte 
APX, A?Y, AZ wachen, deren Intenfitäten auszudrüden find. Dazu 
begeichne ich bie Coordinaten bes Mittelpunktes der Anziehung, welche 
on dem. Zuwachs A®M der Maſſe M ausgeübt, wird, mit x, Y, % 
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und fee zuerſt voraus, daß ber in Angriff genommene Punkt nicht 
jelbft im Syſtem enthalten, fondern ganz von demfelben abgefonbert iſt. 
Sn diefem Falle liegt, wie oben beiwiefen wurbe, jener Mittelpunkt in 
bem beliebig Eleinen Raume 13V, und es ift deßhalb x,, y,, z, be 
ztehungsweife immer Heiner ald x<+4x, y+Ly, 2+J4ı mb 
größer ald x, y, z. Sind alfo o, 8, y, e Zahlen zwiſchen O und 1, 
und w, w— Aw, w, bie Entfernungen der Bunte xyz, (x+ fx, 
y+4dy, ı+J4:) und x,Y,z, von dem angegriffenen Punkte abc, 
ſo iſt zuerſt 
x, — A, — 44, z„=y+tyJdi, 
w=YVle—x)?+ ST, 
w— Iw = Var 9 + 61-4 +20, 
w= Vea—x—- 04x? + (b-1—B4Y)? +le—ı— Ye), 
und demnach 
w‚<wwm > w—Jw , w= w-e.lJw. 
Damit erhält man dann nach $.96 für die neuen Kräfte 7°X, ASV, 
A?Z die Werthe: ’ 
— A4x 





a — 
8 — 8 ———— ——— — — ¶ 
IX = Gud?’M — gr f(w—edw), 
AY = Gud®M — 4 2 ——— 
32 — — ydın_ 
AZ = GufM — * f(W—-SAw), 


und die Verhältniſſe dieſer Bere zu bem Producte 1x A1y fx oder 
zu ber Aenderung des Rauminhaltes, nämlich 

42x 421 | 487 
. dxdAyda ' Axdydı ° Axdydr ” 
geben durch ihre Anfangswerthe die Aenderungsgefebe der KräfteX, Y, Z 


in Bezug auf die gleichzeitige Aenderung der Grenzen x, y, z. Be 
aqhtet man nun, daß man nach $. 21 hat 


wo q wie früher bie geometrifhe Dichte des Körpers in dem 
Punkte xyz bezeichnet, und daß fir 1x=0, Ay=0, di=0 


— ⸗ 


auch 4v und bie kleinern Glieder Ax, BAY, ydı, edw 
Null werben, fo findet man die Henderungsgefege: 





d3X a — x 
dxdydz — ang w 6) 
"dY b—y . 
ya im) 95 (0% 


d32 c—z 
dxdydz Guq w to) 


welche auch, mie leicht zu fehen ift, die Somponenten ber von dem 
Punkte xyz auf ben gegebenen materiellen Punkt ausgeübten geome= 
trifhen Wirkung ae 


Ixdydz — uam) 





vorſtellen. 
Daraus folgen die Werthe von X, Y, 2 ſelbſt als dreifache In⸗ 


tegrale zwiſchen den entſprechenden Grenzen des gegebenen Körpers ge⸗ 
nommen unter der Form: 


x y 2 — | 
X = Guldx.Idy. dz.q —— -f(w) 
Xo v Lo 
x Y 2 by, j 
Y= Guldx.Idy.|dz.gq — f(w) (6%. 
Xo Yo Lo 
x y pi er 
Z = Guldx.Idy.|dz.gq — f(w) 
Xo 0 Zo 


ſo daß demnach bie Beſtimmung ber Geſammtwirkung auf ben ge 
gebenen Punkt von drei dreifachen Integralen abhängt. 

"Durch die Bartation der Conftanten a, b, c können indeſſen diefe 
drei Integrale von einem einzigen durch Differenziven abgeleitet werben. 
Betrachtet man nämlich in dem Aushrude: 


w? = (a— x)? +(b—y)?+(e—z)’ 
die Coordinaten a, b, e als Veränderliche, fo hat man als Aende⸗ 
Tungögefeh von w in Bezug auf die Aenderung von a 
. Ow — arm X. 
da ww’ | 
und die erſte der Gleichungen (69%) nimmt damit die Form ans 








BR. 


= oujar. fü iR at) ; 


macht man dann 


f(w)= 
fo wird 


d. in) , 4.FCm) = [öw.tlr), 
dw _d. m; 
Friksler "us 


f(w) 


3 
man hat demnach 


X = on fax fir je FRE G.D, Ar), 


und da nach der obigen Vorausſetzung, daß ber angegriffene Punkt 
ganz außerhalb des wirkenden Syſtems Iiegt, die Dichte q und bie Grenzen 
ber Veränderlichen x, y, z von a unabhängig find, fo hat man aud 


ji IE Self qF(w) 
su 


X = Gu ——— 2 = 601 — 
wenn: zur Abkürzung 


je je je qF(w) = U 


gelegt wird. Dehnt man dieſes Verfahren nun auch auf bie beiden 
andern Componenten Y und Z aus, indem man beachtet, daß man hat 


r Tr mir- ar ‚IE wer 3.00) 


und daß die Dichte q und Se Grenzen von x, 7, z auch von bunb o 
unabhängig find, fo findet man bie ähnlichen Ausbrüde: 


Bu Jelleeo qF(w) 
 dU 

füfl eßefero qF(w) 
U 








— 
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und es kann demnach unter ber oben gemachten Borausfehung, daß 
der angegriffene Punkt außerhalb des wirkenden Syſtems Liegt, daß 
alſo ſowohl die Dichte q, als namentlich die Grenzen ber 
Veränderlichen x, y, z von ben Goorbinaten a, b, c des 
angegriffenen Punktes unabhängig bleiben, jebe befonber 
Aufgabe als gelöft betrachtet werden, wenn das Integral: 


u-jir.[& je qF(w) J (m. 


für den gegebenen Körper dargeftellt werben Tann, indem man daraus 
die Werthe der Componenten X, Y, Z immer mittels der Gleichungen: 
gu u 80 _ au : 


als enberungsgefehe der Function U in Vezug auf die Basen der 
Coordinaten a, b, c ableiten wird. 


Für unſern beſondern Ball: fCw) = ur wird 


4. Fon)= fin. =4. _i, 


und wenn man mun ben entfprechenben Werth von U mit v Segeln, 
wodurch man 


Bu _® 
ee 
— Vasen ? 


hat, fo ergeben ſich bie Werte: 
= V eV V 

für die nechiwhaihen Componenten ber Gefammiwtrkung R. 

Bisweilen wird bie Berechnung der Gomponenten X, Y, Z eins 
fader, wenn man den Anfangspunkt der Goordinaten in ben ange: 
griffenen Punkt verlegt; man darf dann in den Gleichungen (69) nur 
ı=b—=c—0 fehen und bie Grenzen der Veränderlichen x, Le 
dieſer Annahme gemäß beftimmen. Darnach ergibt fich einfag 


v= Ve+y+2 | 
und die Werthe für bie Gomponenten X, Y, 2 nehmen, DS ei 


Decher, Handbuch der Mechauik IL 





— ⸗ 
Y 
W X = - nix. —* 
m) :L = on|ix f# je g-f[w) ’ 
4 ef fie g—w); 


biefe Gomponenten müffen aber nun einzeln berechnet und Tonnen nicht 
mehr aus einem einzigen Integral abgeleitet werden. 


S * 


4t(60) 


$. 100. 


Die Ableitung der vorhergehenden Ausdrüde tft an bie Bebingung 
geknüpft worden, daß ſich bie Grenzen des Körper nicht bis zu dem 
angegriffenen Punkte erſtrecken, wobei feine Ausdehnung in eutgegen⸗ 
gefetter Richtung durchaus unbeſchränkt if. ES Liegt aber auf ber 
Hand, daß dieſe Bedingung und damit jede des übrigen, an welche bie 
Ableitung der Werthe ber Componenten X, 'Y, Z gebunden wurde, 
auch dann noch volliländig erfüllt wird, wenn ber Körper den ange: 
öriffenen Punkt von mehreren oder von’ allen Seiten umgibt, ohne daß 
er jedoch mit dieſem in Berührung kommt, alſo in dem Falle, wo der 
angegriffene Punkt irgend einen Ort bes in einem gegebenen 
Körper vorhandenen hohlen Raumes einnimmt. Denn der be 
treffende Punkt wird immer außerhalb einer jeͤden Aenderung 27M kiegen, 
welche die Maſſe des veränderlichen wirkenden Körpertheiles mit Berüd- 
fihtigung der gegebenen Begrenzung erhalten kann; es kann w niemals 
Null werden, und dns Aenderungsgefeh der Function U wird innerhalb 
ber Örenzen ber Beränbderlichen x, y, z immer beftimmte, endliche Werthe 
behalten. Endlich wird auch nichts gegen die Ableitung ber Werthe 
von X, Y, Z aus dem der Function U mittels der Variation der Con⸗ 
flanten a, b, © zu erinnern fein, da auch hier, wie bet einem ganz 
außerhalb des Syſtems Hegenden Punkte die Grenzen ber Beränberlichen 
x,.y, z unabhängig bleiben von der Rage bes -angegriffenen Buuktes, 
und daher durch die Integration zmifchen den Grenzen des Körpers 
feine der Größen a, b, e neu eingeführt wird. Unſere vorhergehenden 
Gleichungen (70) und (71), beziehungsweiſe (72) und (73) dürfen dem⸗ 
nach auch in dem vorliegenden Falle wine Beſchraͤnkung angewendet werden. 
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Eine ſolche Beichränkung tritt aber nothwendig ein, wenn fidh bie 
Grenzen des wirkenden Syſtems bis zu ben angegriffenen Punktie er⸗ 
ſtrecken und dieſer felbft dem Syſtem angehört, Unterſuchen wir zuerft 
ben Fall, wo fich ber genannte Punkt in ber Begrenzungsfläche des 
Syfiems befindet, wobei es gleichgültig fein wird, ob biefe eine Außere, 
das Syſtem abfchließenbe, ober ‚eine Innere, einen hohlen Raum be= 
geenzende Fläche tft, fo werden wir und leicht überzeugen, daß auch 
Her die Bedingung, unter welcher die Gleichungen (69) abgeleitet 
wurben, noch befriedigt wird, Denn man kann fich, wie nahe man auch 
bei der Aenderung der Grenzen bes wirkenden Koͤrpertheiles dem angegriffe- 
won Bunkte gekommen fein mag, Immer noch als Aenderung dritter Ord⸗ 
nung der Maſſe ein Fleines Parallelepiped denken, welches fich nicht über 
ben angegriffenen Punkt hinaus erfiveckt, welches aljo immer feinen An⸗ 
sehungs= Mittelpunkt einfließen wird. Berner wird auch bie Inter 
geatton, infoferne fie nicht näherungäweile ausgeführt werben muß, 
Immer richtige Ergebniffe liefern, wenn auch bie Aenderungsgeſetze der 
Werthe von X, Y, Z für den angegriffenen Punkt ſelbſt, alſo an bei 
einen Grenze ber Integrale (69) oder (7A) unendlich werben, da ein- 
Zweifel über bie Richtigkeit eines Integrals nur dann eintweten kann, 
wenn die Grenze, für welche das Aenderungsgeſetz unendlich wird, über⸗ 
fhritten toncben tft. Der Anwendung diefer Gleichungen (69) ſteht alſo 
nr in unterm jetzigen Falle kein Bebenten entgegen: 0 

Anders verhält es fich dagegen mit ‚der Ableitung ber Componenten 
X, Y, Z aus ber Function U, fobald bei ber Herſtellung dieſer letztern 
ſchon auf die befonbere Lage. des‘ angegriffenen Punktes Rückſicht ger 
nommen, dieſelbe alfo inter der Vorausſetzung integrirt und rebuzirt wird, 
daß die Coordinaten a, b, o des angegriffenen Punktes Grenzen der 
Veraͤnderlichen x, 7, z find; denn es werben dadurch offenbar in jene 
Function von den Conſtanten a, b, c mehr eingeführt, als ohne dieſe 
Vorausſetzung vorhanden wären, und bie Variation von U in Bezug 
auf diefe Conſtanten wird dann im Allgemeinen für X, Y, Z umrichtige 
Werihe liefern. Damit iſt natürlich nicht ausgeſchloſſen, daß in befon- 
dern Fällen auch dieſe aus der Function U abgeleiteten Werthe mt 
denen ber Gleichungen (69) übereinftimmen, aljo richtig fein können. 
Im Allgemeinen aber wird bie Ableitung der Componenten X, Y, Z 
8 der Function U mr dann richtige Werthe geben, wenn Die Coor⸗ 
dinaten a, b, e bes angegriffenen Punktes nicht ſchon im 
ber Funetion U als Grenzen von x, y, z eingeführt wer 
ben, fondern wenn erft nach ber Variation derfelben iu 
ben Werthen ber genannten Gompouenten ausgedrädt 

| 15* 


, 
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wird, daß die Umhüllungsfläche bes wirkenden Körpers 
durch ben angegriffenen Punkt gebt. 

Liegt endlich ber angegriffene Punkt im Innern der wirtenden 
Maſſe felbft, fo kann man die Beſtimmung der anziehenden Wirkung 
ber letztern auf bie vorhergehenden Fälle zurüdführen, wenn man deu 
gegebenen Körper burch eine beliebige, durch den angegriffenen Punkt 
gelegte Fläche, durch eine Ebene ober Kugelfläche, in zwei Theile zer⸗ 
Tegt, fo daß diefer Punkt auf der Begrenzungsfläce eines jeden biefer 
Theile enthalten ift, und nach dem Vorhergehenden die von jebem biefer 
Theile ausgeübte Wirkung beftimmt; die Refultirende diefer beiden Wir⸗ 
Zungen wird die gefuchte Gefammtiwirfung fein. Es läßt ſich aber leicht 
einfehen, daß dieſe Geſammtwirkung auch unmittelbar durch die Gleichun⸗ 
gen (69) erhalten werden kann, wenn man die Jutegrale zwiſchen 
den Grenzen des wirkenden Körpers nimmt; denn es tft in $. A2 der 
Einleitung gezeigt worden, daß die Integration zwiſchen Grenzen ber 
unabhängigen Beränderlichen, welche zu beiden Seiten eines Werthes 
berfelben liegen, für welchen bas betreffende Aenderungsgeſetz Null oder 
unendlich wird, unrichtige oder wenigſtens mit Vorficht zu gebrauchende 
Ergebniffen Iiefern Tann, wenn mit dem Werthe des Integral ein 
Begriff verbunden: wird, der nach unferer Vorſtellung keines Gegen 
ſatzes fähig tft, wie bie Begriffe: Länge, Fläche, Rauminhalt, Ge 
wicht, u. ſ. fe; daß aber bie Ergebniſſe der Integration immer richtig 
fein müffen, welden Werth auch bad Aenderungsgeſetz zwiſchen dem 
‚gegebenen Grenzen erhalten mag, wenn die bucch das Sutegral aus- 
‚gebrücte Größe pofitive und negative Werthe annehmen Tann. Ju 
anjerm gegenwärtigen Falle drückt das Integral eine anziehende Wir⸗ 
tung aus, und biefe tft unferer Vorſtellung gemäß aflerbings eines 
Gegenſatzes faͤhig, und es ſtimmt in ber That mit ber Natur ber Sache 
überein, daß die Geſammtwirkung zweier Körpertheile, welche zu beiben 
Seiten des angezogenen Punktes liegen, ber algebraifchen Summe ber 
Wirfungen, die von biefen Theilen einzeln ausgeibt werden, gleich iſt, 
woraus fofort der Schluß folgt, Daß dieſe Gefammtwirfung in 
zebem Falle durch bie Integration zwifchen ben Grenzen 
der wirkenden Maffe richtig ausgebrüdt wird. 

Die Ableitung der Werthe für die Komponenten X, Y, Z aus 
der Function U wird aber hier dieſelbe Vorficht erfordern, : wie in dem 
vorher betrachteten Falle; denn man kann fich hier Immer um ben an- 
gegriffenen Punkt herum einen Körpertheil abgegrenzt: denken, deſſen 
anziehende Wirkung Null ift, indem fle fich von zwei entgegengefeiten 


- Seiten ber immer aufhebt. Die Größe und Grenze biefes wirkungsloſen 
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Körpertheiled werben aber nothwendig von ber Lage jenes Punktes ab⸗ 
hängen; es wird ſich ferner die mit Bezug auf bie beſondere Lage 
integrixte und rebuzirte Function U nur auf ben noch mirkfamen Kor» 
pertheil beziehen, deſſen Grenzen ebenfalld von den Goorbinaten a, b, 6 
abhängen, und bie Ableitung der Werthe von X, Y, Z durch Bartation 
dieſer Conftanten in dem rebuzirten Werthe von U wird im Allgemeinen 
unrichtige Ergebniſſe liefern, wobei wieder nicht ausgefchloffen ift, daß 
diefelben in befondern Fällen auch richtig fein können. 

Aus den vorhergehenden Betrachtungen ziehen wir alfo den Schluß, 
daß bie Gleichungen (69) und (74) für alle Fälle und für jede Lage 
des amgegriffenen Punktes in Bezug auf das wirkende Syſtem anwend⸗ 
bar find, die Gleichungen (70) und. (71) aber nur für den Yall, mo 
der angegriffene Punkt außerhalb des Syſtems liegt, ihm nicht felbft an⸗ 
gehört, oder überhaupt, wenn bie Integration ohne befondere Reductionen 
für Die Lage dieſes Punktes ausgeführt und erft in den abgeleiteten 
Werthen von X, Y, Z bie weitere Vereinfachung vorgenommen wird. . 


. 101. 


In manchen Fällen kann bie Integration ber Werthevon U, X, Y, Z 
einfacher werben, wenn bie Lage eines Punktes durch feine Polarcoor⸗ 


dinaten ausgebrüdt wird; man hat dann, wenn Ya?-+ b2-Hc? durch 


e erfeht wird, für den angegriffenen Punkt nach $. 13 der Einleitung 
bie Beziehungen: 


a=esinycsse „ b=esnysne ,„ c=ewmsy (a 


und für einen Punkt des Syſtems, für welchen Yx®-+y?+2° = r 
iſt, (F. 11 der Einl.) 

1 rscin 9 eos ,„ V rsin ꝰ sin o, 2 rcodꝰ, 
alſo auch 

V = Ve? +2 — 2er [cosy cos $ + siny sin$ cos (e— w)] . 
Berner hat man nach $. 75 


d®M 
drdIdo 


und damit ergibt fich nun 


= qr? sin} 9 
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— — — — 


— LER qr:sn$F(w), 


und für den befondern Zall: f(w) = 


* 
79.) V—- j dw je ern — — — 
V e?+r?-2er[cosycos+sinysindcos(e-@ 1 
Um fobann barans die Werthe von X, Y, Z abzuleiten, wirb man 
beachten, daß U oder V als Zunctionen von a, b, c, und diefe Größen 
ſelbſt ald Functionen von e, y und e zu betrachten find, wonach mar 
querii Die Aenderungsgeſetze erhält: 
dU _ U da U db, JU dc 


b.) — u 1 2 + 


Ferner ergeben fich aus ben Gleichungen (a) für die Aenderungsgeſetze: 


ger ger zer Ze mh die Ware: 

= =sinyase , je —einysine R el, 
5, 007 one , 5, me any sine R en, 
= esinysine , ze cos / cose 0, 


und wenn dieſe Ausdrücke in die Gleichungen (b) eingeführt und da- 
| dU 
raus durch Slimination die Werthe pon n’h’5 gezogen 
werden, fo findet man 
ou _ a nyese+ 5 cosycose dU sme 


da de e de esiny ’ 

dU _dU SU cony sine OU cose 

76.) db = —, sinysine-+, 57 ö— — — Ge esny’ 
U _JU. 6,U siny 
= —008y— I —- 


de de döy e ’ 


_ BB 
umb biefe Werthe dürfen nur noch mit G multiplicirt werben, um 
jme von X, Y, Z zu erhalten. 
Die erfte der Gleichungen (b) Tann aber auch unter bie Korms 
dJU_dUa  dUb dUc 
ge — 
gebracht werden und gibt 


——— +22. 


Vergleicht man bann dieſen Ausdruck mit der Gleichung (12) in 9.12 


des erſten Buches, indem man bendgtet, daß I, —, bie Göfinus 


der Winkel ausdrüden, welche ber zum Punkte abc gezogene Fahr⸗ 
ſtrahl mit den drei rechtwinkligen Achſen oder mit den Richtungen der 
drei Componentn X, Y, Z bildet, jo wird man einſehen, daß Das 
Anderungsgefeh: 6 u bie nach jenem Bahıftrafl gerictete Seiten 


kraft der —*8 Rvorſtellt. 
Auf gleiche Weiſe findet man aus der zweiten der Gleichungen 6), 


daß Gu , bie zu der vorhergehenden: ſenkrechte, in ber Ebene bes 


Winkels y liegende Componente vorſtellt, und die dritte jener Gleichun⸗ 
gen zeigt, daß die dritte, zu den beiden vorhergehenden rechtwinklige 


Seitenkraft, welche zur Ebene der xy parallel iſt, durch — 


ausgedrückt wird, Man kann alſo ſtatt ber frühern Seitenfräfte 
X,Y, 2 bie zuletzt erhaltenen: | 


ot U 2 U | _9U 
aus den Functionen U oder v ae, wenn fie durch Polarcoordilaten 
ausgedrückt find, und mittels ihrer bie Reſultirende Ruwie gewöhnlich 
beftimmen. 


Für den Yall, daß ber angegriffeng PBımft felkft als Anfangs⸗ 
punkt der Polarcoordinaten genommen werden foll, wird einfach 
w=r, 


alſo die | bie geommeifäe Wirkung für einen Punkt, deſſen conhais 
0,, ft find N 


— ⸗ 


ar 
dwd9Ydr 


bie zu den Achien ber x, y, z parallelen Componenten biefer Wirkung 
. find daher 


— Gugr?sin$f(r) ; 


EX _ _ Gugqr?sm?$coswf(r) 
dwdIdr i 
— __ Gugrtsint$ sinwf(r) 
dwdIdr "1 ’ 
EZ __ Gugr?sin$#cosY9f(r) 
dwd%$dr " 


Die Ausbrüde für die entſprechenden Gomponenten der Geſammi⸗ 
wirkung werden demnach 


o. 9 r | 
{= ou|üu.[a5.[ür.n f(r)sin? I cosw , 
77 9% re 
c 9 r 
78.) Y= Gu|ü0. |a9. [ar ntnunsue A 
9 I To 


o ® r 
2 = ou|üo. a9. [ür.ntce3un ws . 
Wo 07) lo 


Für den in der Natur ftattfindenden Fall iſt aber f(r) = 5; für 
diefen hat man aljo einfacher 


© 9 :.fr 

= Gu|i0. 43. [ür.uut sono , 
37 I To 
© 9 r 

185.) .Y= ou |üo.|a9.[ür.mtsune ’ 
0% % Ko 
. (3) , r 

= Gu|üo.[ü9.[ür.mnsous ; 
‘ "0% % To 

und dieſe Ausdrücke werben in ſolchen Fällen Anwendung finden, mo 


ſich die Grenzen von r einfach in Function von 9 und w- ausdrüden 
laſſen. 


— — 


$. 102. 


Um das Vorhergehende durch einige Beiſpiele zu beleuchten und 
wie bei dem Schwerpunkte mit dem Einfachſten anzufangen, ſei zuerſt 
die Wirkung einer materiellen geraden Linie auf einen gegebenen 
materiellen Punkt zu unterfuchen, und zwar unter ber Borausfegung 
des in der Natur ſtattfindenden Falles, daß bie gegenfeitige Anziehung 
zweier Atome bem Quadrate ihrer Entfernung verkehrt proportional iſt, 
daß alſo 


f(w) = we ' 


Nehmen wir biefe Gerade als Achſe der x an ‚fo hat man 


1 
V=-— dx., 
0 


wenn q bie geometrifche Dichte, 1 bie Länge ber gegebenen Geraden 
bezeichnet, und dieſe ihren einen Endpunkt im Anfang der Eoorbinaten 
bat. Iſt dann q eonftant, und wird die Ebene der xy burch den an⸗ 
gegriffenen Punkt gelegt, deſſen Lage in dieſer Ebene durch die Coor⸗ 
dinaten a und b beftimmt fet, fo wirb 


— Va-s rbb = Yirrzt 
— 714.Jogn («+V FR) 


Indem man für f dz. 2 das allgemeinere, auch für negative Werthe 


von z gültige Integral 4 4A .logn 2? nimmt. Zwiſchen ben entſprechen⸗ 
den Gremen X =a—1 für x=l, X ͤa für x=0 hat man daher 


(ee) 
len da — — — 
a-+ Va?-+ b2 


und bemnach 


IN = qlir. —— 








oV 4 1 
= Gu— 6 — — — 
Ma J va) 9 
was ſich indeſſen ebenfo Teicht direct aus dem Sutegial: 


- D 


l 
x=Gug ix. — TI 0 
Via-x)+»P 
ergeben. hätte, Kerner —* man 
eV 1 1 
Ye ud — — — — —. 
—— ne (em — 5 


Für a — 41, alſo wenn der angegriffene Punkt von beiden Enden 
ber Geraden gleich weit entfernt iſt, wird 





\ L 
1 


vor Cr 1 
Yır+b (en 5 
1 
= l.———— .—— . 
"yrar+s 


Die Wirkung iſt demnach dieſelbe, als wenn bie ganze Maſſe ql der Linie in 
der Entfernung w, = Yin (412 +b? ) von jenem Punkte vereinigt 


wäre. Wenn alfo AB, Fig. 76, bie gegebene Linie vorſtellt, C ihre 


Mitte und M ber angegriffene Huntt iſt, ſo hat man MC =b, 
AM—=Y4l+b, und folglich ft ww, — OM bie mittlere 
geometrifche Proportionale ziwifchen AM und CM, wonach die Con⸗ 


ſtructivn keiner weitern Erklärung bedürfen wird. 
Vegt ber angegriffene Punkt in der Richtung ber wirkenden Ge- 


raden, fo hat man b= 0 und Y— 9; die allgemeinen Werthe 


von V und X dagegen nehmen die Form anz . 


1 a1 Va—DN 2 
Mai 7 van): xS Guꝗ ) 


. and man findet für den Fall, wo der angegriffene Punkt in der Ver⸗ 
längerung jener Geraden liegt, alſo a=1-+-0 gelebt werden Tann, 
bie Werthe: av 


6 1 
vegan = nl) = u 


Ä 1 
== GRalzcire) j | 





aus deren letztem ſogleich 


w, = Ve(l+ec) 
folgt, fo daß in diefem Falle ber Anziehungsmittelpuntt O, Big. 77, 
von M um bie mittlere geometrliche Proportionale zwifchen AM oder 
I+cunb BM o entfernt legt. 
Hat man dagegen a=1— c, Fig. 78, liegt alfo ber angenriffene 
Punkt auf ber wirkenden Geraden felbft, fo wird 


= zılm (45? u )- u * ” 


x = Gnal2-) = nal 2) 757”) 


und ber Werth von X zeigt, daß die Wirkung in diefem Falle dieſelbe 
iſt, als wenn blos das Stüd AD = AB—2BC vorhanden wäre, 
wie dieſes von felbft als eingig vichtiges Ergebniß einleuchtet. Mil 


diefem Werthe von X würde aber der aus V abgeleitete Gu = nicht 


*) Aus dem obigen Ergebniſſen ergibt fi, daß man für den Ball, wo b= 0 
iR, der angegriffene Punkt alfo in der Richtung der wirkenden Beraben liegt, 
nicht gerabezu 

1 1 1 
en] rl) 


a—l a 
nehmen barf, wenn viefer Ausdrutk allen Lagen jenes Punktes entſprechen 
ſoll; in der That ſieht man, daß das allgemeine Aenderungegeſetz von X, 
nämlich = * —.— 4 das Zeichen ändert, wenn x — a wird, was 
aber nicht mehr ber al i, wenn man in ber obigen Botansfegung einfach 


— — 1 fehl. Man müßte vielmehr dem Werthe von X Die -Bacın 


geben: 
2%. = - Gnfün. = Lapofan.., 
w®s " 2 Vr 


worin u — w* tft, und woraus ſich zwifchen ben Grenzen # und O für x 
die anziehende Wirkung X wie oben ergibt, nämlich 





—⸗ 
mehr übereinftimmen, wie ed gemäß der oben gegebenen Erläuterung 
nicht wohl anders fein Tann. 
Wird endlich a=1, c—=0, fo ergibt ſich X= ww, alſo w,—0, 
d. 5. der Mittelpunkt der Anziehung fällt mit dem Endpunft ber gege⸗ 
benen Geraden, in dem fich auch ber angegriffene Punkt befindet, zu⸗ 
ſammen. 


g. 103. 


Sei ferner eine materielle Kreislinie gegeben, und deren 
Wirkung auf einen beliebig gelegenen Punkt zu ſuchen. 

Die Ebene des Kreiſes werde als die der xy, ſein Mittelpunkt O, 
Fig. 79, als Anfangspunkt der Coordinaten angenommen, und die 
Achſe der x durch den Fußpunkt P der von dem angegriffenen Punkte M 
auf die Ebene des Kreiſes gefaͤllten Senkrechten MP gelegt, fo daß bie 
Lage diefed Punktes durch die Coorbinaten OP = a und MP = c be 
ſtimmt iſt. Sind dann ON = r und Winkel NOP = o di 
Bolarevordinaten eines beliebigen Punktes N ber Kreißlinte, NM = w 
die Entfernung besfelben von bem Punkte M, fo hat man daft 


— — 
w® = a +02 +1? —2rYVa?+c?cosMON , 
und da in dem rechtwinkligen fpärtfchen Dreiede NAOQ 





cos NO — e0sMON — cos NA eos N — eos co, 


Va: + 2 
fo wird 
w = ar +0?—?arcosw . 
Ferner hat man allgemein 
an 

dM dM 

rat, V=-jie.T: 
und demnach für eine conſtante Dichte 


2x 1 
= — garijde. — ——. 
0 Va?-Hr? +0? — 2ar cosw 


tr te—m+tn, 
2ar = 2mn 


fo zieht man daraus bie Werthe: 


Seht man mm 


BR: 


n+n=Yla+r)?+e; 
m—n= Vla—r)?+c, 


burch welche auch m und n belannt ſind und der Ausdruck für v 
nimmt die Form an: 


an 


v=-qr 0. 17 


Terz 
Ich mache num ferner Vm m ir 


1 
ung 2-0 — = —J 
und leite daraus ab 


do :g/m—n A1--tang?}u, 
du =] m+n 1--tang?4w 
mit dem vorſthenden Werthe und der Beziehung: 


4—tang?4u _ 
1-Htang?4u 








— cos u 

folgt dann j 
PR —— 

u — Vm’—n’ m--.ncosu‘ 


Auf gleiche Weiſe ergibt ſich nach und nach 


—_tang? 
m? Ln?— Imncosw — m tn ma ng tw 


1-+tang?4w 
ee 


und mit diefen Subftituttonen wird num 
an 1 


— du. ——* 
?__n2ens? 
V m? —n? cos? nos u — 


wenn man beachtet, daß 27 und O auch bie Grenzen von u find. 
Zulegt wird man fich aus dem Vorhergehenden leicht überzeugen, daß 
im Allgemeinen m immer größer tft als n, daß man alfo bie Wurzel- 
größe im Nenner bes vorſtehenden Integrals in eine convergirende Reihe 


2 
nach den auffteigenben Potenzen von * cos?u entwicleln kannz man 
findet fo 


— 8 
n? 4 1.3 n* 1.3.5 n® . 
(Ze) 145 re N er 
das allgemeine * bed Werthes von V hat daher die Form: 


"4.3.5. Bin 27 3 
2a... .) m 


und gibt durch usfüßrnng ber Integration ein Glied von der Form: 


_gr1.3.5.. el Mb 2Avr—1 2v—3 3 1 


m 2.4.6.. 2 %v—2 7 7 20 
oder 


[a 





1,552] 7. 


‚Man hat bennach 


_ qr 1 (e ? —596 63 3.5 
23465) (6) +6) @) +) 5) +*]- 
und dieſer Werth gilt für jede Lage des angegriffenen Punkte. Aus 
ihm ergeben ſich dann bie beiden Gomponenten X und Z (Y tft offen- 
bar Null) als Aenderungsgefehe in Bezug auf a und c. Dazu Hat 
man bekanntlich 

eV _6Vdm, 0V On oV __6Vdm oV ön 

da Imda' Iuda ° de dmde"' du de 


und erhält demnach einmal 


— ———— 


te te] 


mb dann für Z einen ganz Ähnlichen Ausdruck, in welddem nur de 
für da flieht. Die obigen Werthe von mn und m—n geben aber 


dm _ 1a+r, 1a—r dn 1a+r 1a—r 


— ne — — — — 


da 2m-tn 2m-n da J— 2 m—n’ 




















dm => (= 1\ dn_1, — 
1,00 m+n ——) 5 de 2 5) ’ 
und damit folgt weiter 








dm _ma-—-.ır I. dm _ Amna- (mi+n)r, 
da mi—n ’ da a —— 

dm mc on dm 2mnc 

de m tr Ta mi 


wodurch dann bie Werthe von X und Z bie Formen annehmen: | 

le + + 
„Zmna at hndı 2 (4 )+63)-6)+el] 

u [16 αααα) α 


In einigen Befondern Fällen laſſen ſich dieſe Werthe auf, eitfacere 
Ausdrücke zurücführen. 

Set zuaft a= 0, fo daß ber angegriffene Punkt ſenkrecht über 
bem Mittelpuußtg bed Kreiſes liegtz es wid dannm = Yr®-+ ®,n=0, 
und man Hat:einmal, wie ſich von ſelbſt verfteht, X— O0 und dann " - 


u _ ZuGugre _ LGugre 


ms Y (+ e)8 
| Deachtet man dabei, daß 2rrqr die Maſſe ber atzichenden — 
iſt, fo findet man bie Gleichung | | J 





wi ——— 
zur Beftimmang der Entfernung des Bm von dem 
angegriffenen Punkte, Für e —r gibt bieſibe w,— ———— —1681..5 


ud allgemein, fir e — kr, w,=r jar, 


Nehmen wir Dagegen an, baß ber angegrffene Punkt in ber Ebene 
des Kreiſes ſelbſt liegt oder daß ce = Oft, fo wird auch, wie es ſein muß, 
Z=0, und für den Werth von X können wir mun "zwei Zälle unter: 
ſceiden, naͤmlich ob der angegriffene Punkt außerhalb des Kreiſes liegt, 
alſo a>r iſt, ober ob er ſich innerhalb desſelben ‚befindet, alſo a Or 
iſt. Im erſten Falle, wenn a>r tik, haben wir 


—————— — 


—— — ;‚, m-—-ır=mM®—n, 


=1@4n-a-n)=r, er (m! — n?) — 


und demnach auch nach einigen weitern Rebuctionen 


ee 
Im zweiten Falle, wenn der Punkt von der Kreislinie umfhloffen iſt, 
und a<r, haben 





= (447 7 (—a)=r, ma—ır=0(, 


2maa—(m?-+-n?)r 


—=n?—m?; 
m 


n = 049-20-9 —a, 
folglich wird nun 


—— 9— —R )+ er] 
--"Frfı+2(4) (2) +3 or]: 


Im erften Falle wird A 











— 1 1.32 /rı8 714° 

OT 
und man ſchließt daraus, daß tn dieſem Zalle der Anziehungsmittel- 
punkt immer zwiſchen dem Mittelpuntte bes Kreifed und bemjenigen 
Halbkreiſe Itegt, welcher dem angegriffenen Punkte zugewendet iſt z denn 
es iſt jedenfalls WW, Tletner ald a und grüßer ald a—r. Im zweiten 
alle ift X negativ, der Anztehungsmittelpuntt liegt folglich auf ber 
entgegengeſetzten Seite bed angegriffenen Punktes und zwar wie leicht 
zu ſehen außerhalb des Kreifes; denn man hat für a=0 auch X=0 
und W,—= — 0; fowie fi) bann ber angegriffene Punkt von bem 
Mittelpunkt des Kreiſes entfernt, oder a wächft, wird 


w, = 


En EEE GE GE — 


| Aa _ 
dem abfoluten Werthe | nach Heiner und erft, wie wir fogleich fehen 


werden, gleich Null, wenn a — r geworben iſt. 

Für biefen befondern Fall, wo ber angegriffene Punkt ein Punkt 
der Kreislinie ſelbſt iſt, Hat man — = — —=1, und bie vorher⸗ 
gehenden Werthe von X convergiren nicht mehr, ſondern entſprechen 


einem unbegrenzten Zahlenwerthe. Man überzeugt fich auch Teicht Durch 
den allgemeinen unmittelbaren Werth von X, nämlich 


| 27 
X = Gugr ide. — — —, 
| 0 Ve + r?—2ar cos 0)? 


daß diefer für a=r, und wen » = 2w’ gefeht wird, bie Form: 


a — r cos 0 


21 7 1 
X —= Guqgldw. Pr u Gugd. logn tag J w 
' 0 


annimmt, und X demnach in biefem Falle unendlich, ww, alio Null wird, 


$. 104. 


Um die Wirkung einer materiellen Kreisfläche auf einen ma- 
teriellen Punkt zu berechnen, hat man für eine gleiche Lage des Goor- 
dinaten = Syftems, wie im vorhergehenden Falle, und mit gleicher 
Bezeichnung dee Goorbinnten des angegriffenen Punktes bie Beziehungen: 


EM _ og w® = a@ +r? +0? — 2ar coso , 
drdw j j 


in welchen nun r veränderlich iſt, und damit folgt für eine Ring- 
fläche, welche von zwei concentrifchen Kreifen begrenzt wirb, beren 
Halbmeſſer R und r, find, bie Function: 


| R f?r u q 
 V=— 1.|i0. N . 
| j: N Va®+r? +0? — 2arcosw 
Wenn die Dichte q nur eine Function von r tft, fich alfo vom Mittel- 
punkt gegen ben Umfang hin in jeder Richtung auf gleiche Weiſe ändert 
vn fir eine eoncentrifche Kreislinie conſtant tft, bat man baher auch 


druck: 
Decqcher, Handbuch der Mechauik IL. 16 


BL. 


= fü fi — —— 
"Vetr+e—2arose r+ —2arcosm 


worin bad innere Integral ganz mit dem im vorhergehenden F. be⸗ 
handelten übereinftimmt. Die dortige Entwicklung dürfte aber bier 
wegen ber noch auszuführenden Integration in Bezug auf r nicht zweck⸗ 
mäßig fein; man wird jebt beſſer a? + r? + c? durch m?, 2ar durch n? 
erſetzen und bas obige Integral unter die Form bringen: 


2 
Die Entwidelung ber Wurzelgröße, worin * immer kleiner als 1 iſt, 
gibt dann bie convergivende Reihe: 





_ m 1.3n* , 1.3.5.7 08, 
(1 00) imo. 


3.5n° 3.5.7.9 n8 
+ —R — gg. 6.8, not ee) 
und mit der Beachtung, daß für jeden ganzen pofitiven Werth von v 


an 2, 
je. 080.08 W—=0, 
0 


daß alſo der ganze zweite Theil der vorftehenden Gntwidelung bei ber 
Integration wegfält, findet man für V den angenäherten Werth: 


R . 
__ qr 4\23 mt /1.3\25.7n° 
- 2er 214 (5) mt) et] 


Die weitere Ausführung dieſes Integrals tft immer möglich, wenn q 
durch eine vattonale Function von r ausgebrüdt ift, aber felbft für eine 
eonftante Dichte nicht mehr einfach, Beſchränken wir und baher für 
bie weitere Unterfuchung auf bie beiden einfachern Fälle, wo entweder 
a oder c Null und q conſtant iſt. 

Wenn a—0 iſt, ber angegriffene Punkt alfo wieber ſenkrecht 
über dem Mittelpunkt der anziehenden Fläche Tiegt, bat man unmittelbar 


283 


— — — — — 








V— — ame Brei (VRFF-VrRre), 
und Damit folgt 


2 = gu. —= 2nGuge —__ — 
dc Vro?-+ct VR+e: 
als Sntenfität der anziehenden Wirkung einer Ringfläche auf einen 
Punkt in der Normalen ihres Mittelpunktes. Seht man hier n—0, 
fo hat man für die Wirkung einer ganzen Kreisflaͤche auf einen folchen 
Punkt den Ausdrud: 


2= 2rGug (1 — —— \=2rGugR (4 - —M. 
yRe+e R R2YR? +? 


und man ficht, da in beiden Fällen der Werth für W, nicht einfach 
werden Tann. *) 

In dem andern Falle, wo c—=0 ift, der angegriffene Punkt alfo 
in der Ebene bes Kreiſes felbft Itegt, wird man am einfachften auf die 
im vorhergehenden $. dargeftellte Entwickelung des Innern Sntegrals ber 
Function V zurüdfommen, ba dieſe für den gegenwärtigen Fall ein- 











*) Wenn in dem Ausprud für Z, welcher ber vollen Kreisfläche entfpricht, oO 
geſetzt wird, fo ergibt ſich der fonderbare Werth: Z=2rzGug, während 
man offenbar Z=0 erhalten follte, wie für eine Ringflädde; für dieſe wird 
auch Z=0O unabhängig von r,, und wie Fein dieſes fein mag, alfo auch wenn 
r—0 tft, wie überhaupt Z immer Null fein muß, wenn 00 iſt. Jene 


Sonderbarkeit Liegt in der Befchaffenheit der Function z= 





„ welche 





2’ y" 
übereintommt, wenn r, und c veränderlich genoms 
ro’ 0? 
men werben, Diefe Function erhält nämlich für x—0 und y=0 alle moͤg⸗ 
liche Werthe zwiſchen O und a; denn fegt man zuerſt y— 0, fo wird za 
für jeden Werth von x; nimmt man dagegen zuerſt x—0, fo wird z—0 
für jeden Werth von y, alfo auch für y=0. Diefes find aber nur die Grenz⸗ 


und nimmt nun für 
yi + m?’ 
jedes x alle Werthe an zwiſchen a und O, wenn man m von Rull bis oo wachſen 
läßt. Fur 0 find dieſe Werthe gleichfam in einer einzigen Ordinate vereinigt. 
16 * 





mit der obigen 


werthe; denn machtmany=mx, fo wird 2* 





Ma 
facher iſt, als die obige nach Potenzen von * fortſchreitende Reihe; 


man muß aber dabei wieder zwei Faͤlle unferfhriden , nämlich den Fall, 
wo der angegriffene Punkt ganz außerhalb des wirkenden Kreifes Itegt, 
wo alfo a größer ift als R ober als ber größte Werth von r, und 
dann den Fall, wo derjelbe innerhalb des Ringes liegt, ober wo a 
Heiner iſt als ro, alfo Kleiner als ber kleinſte Werth von r. 


Für den erften Fall ift — für die ganze Ausdehnung bes Ste 
grals Heiner als 1, und man hat für V bie convergirende Reihe: 


a REDE TE 


weil für ar bag im vorigen $. mit — bezeichnete Verhaͤltniß auf 





— zurückkommt. Man zieht daraus durch weitere Integration 
2__ 2 RS__ 
Vene Rn +3(2 ) — —” +36) R 7" te ec | 











und dann durch die Variation von a für X den Werth: 
X 276004", R2 —n +) ar — Rent, +] 


ober für eine volle Kreisfläche einfacher 


| 1.3.3. 1.3.3.5.5/R 
X-rengslit+z (7 ) +321la ) +oaasıle ) ru] 
Man ſchließt daraus mit der Beachtung, daß zrqR? die Maffe der 
anziehenden Bläche ausdrückt, für W, ben. Werth: 


befien Nenner —* kleiner u als der bes entfprechenden Werthes 
bet der Kreislinte, welcher alfo felbit größer iſt als jener Werth von 
w, und zeigt, daß im jehigen Falle der Anziehungsmittelpunft dem 
Mittelpunkte des Kreifes näher liegt als dort. | 

Für den zweiten Fall, wo a immer Heiner als r tft, bat man 








—— 


THRON ION 


— fee) 


und zieht Daraus mit dem Aenderungsgefege in Bezug auf a den Ausdruck 


a a, 2[/3\?2/a? a? 3/3.5\?/a® a® 
a le a 
für die Intenſität der anziehenden Wirkung einer Ringfläche auf einen 
materiellen Punkt, welcher fich in der innern Kreisebene befindet. 

Für a = 0, wenn der angegriffene Punkt der Mittelpunkt des 
Ringes ift, wird, wie e8 fein muß, auch X= 0, wie klein auch r, 
fein mag. Liegt der amgegriffene Punkt auf der Innern Begrenzung 
der Ringfläche felbft, fo wird r, = a, alfo hat man für X den 
Ausdruck: | 


on] 


=—nGnalt+s (2) +5 (i5) +* 


a 2 (3\222 3 /3.5\?a® 

tere 
defien erfte Zeile eine nicht mehr convergirende Reihe ift, und der num 

auch nicht mehr Null wird, wenn man a —= O fett. 
Man wird ebenfo finden, daß auch der frühere Werth von X für 
den außerhalb Tiegenden Punkt nicht mehr convergirt, wenn a — R 
wird; es läßt fich deßhalb auch durch Verbindung diefes und bes zulett 
gefundenen Werthes von X nichts Gewiſſes für den Fall beflimmen, 
wo der angegriffene Punkt innerhalb der wirkenden Kreisfläche ſelbſt 
liegt. Unterfuchen wir daher diefen Fall noch auf einem andern Wege, 
Zu dem Ende Iegen wir den Anfangspunft ber Goorbinaten in den 
angegriffenen Punkt, die Achſe der x durch den Mittelpunkt bed Kreijes 
und drücken die geometrifche Wirkung eines Punftes ber Kretsfläche durch 
die rechtwinkligen Goorbinaten dieſes Punktes aus. Man hat dann 

für dieſen Punkt 
d?M Eurer“ d2X x 

18 dxdy ° w— — ’  dxdy u — 


und demnach für ein -conflantes q 


a+ VR:_y: 
= Guaar fü . ; 
m 


denn bie Gleichung bes Kreiſes erhält nun die Form: 
(z—a!+P=R, 
und bie Grenzen von x ald Functionen von y werben 
a+YR?’—y? und a— YR?’— y? . 
Man zieht daraus als erfted Integral den Ausdruck: 


Ko If = — — — — 
V —— R®—y2 Va?-+R?+2ay R 


oder wenn man darin y= Rsinu feßt und beachtet, daß + 47: und 
— 477 die Grenzen von u find, welche ben Grenzen + Rund — Rvony 
entiprechen,, 





X=Gug 





a 
Zen V1— cosu 5 


worin noch zur Abkürzung 4 für — ſteht. Dieſer Bruch iſt im⸗ 


mer kleiner als 1, ob a größer oder kleiner als R tft; man kann daher 
bie beiden Wurzelgrößen nach Potenzen von 4 cosu in convergirendt 
Reiben entwickeln und findet fo 

1 — — I⸗roos —* 3 —R 
Vlcoen V 1+Acosu 2 2.4.6.8.1 | 


Der Werth von X hängt demnach zuleht von dem Integral: 
+47 
| 2m___ 2m—1 2m—3 314 

















du.cos u= 
—4ir 
ab und wird darnach 


OH) Ge a) rt 


— — 
—ö—320202 


Im 227577 


a . 


oder in anderer: Form, worin die Maſſe ber wirkenden Kreisfläche her 
vortritt, und woraus fich leicht W, ergibt, 


a 335, , (35\27.9 
Tran lt + + (ie) tee]. a 





Diefer Ausdruck gilt num ſowohl für den Fall, wo ber angegriffene,, 


Punkt innerhalb, als für den Fall, wo er außerhalb des Kreiſes liegt, 
und gibt immer einen angenäherten Werth mit der einzigen Ausnahme, 
wa=R, f=1 wir. 


In diefem Falle hat man aber, wenn 7 — u geſetzt wird, 


+1 
{= — lau (—— 1 ___i — —), 
v2 Vı-Vi-w Yı+yi-w 

und wenn man bie beiden Integrale trennt, in dem einen VYi-—1—v, ; 
in dem andern Vi: — vg—1 feßt, wodurch ſich 

du _ Ion du _ Iowa 

dv Van . 1 Ya-uın 
ergibt, und wenn man beachtet, daß die Grenzen von v; und va für 
beide Grenzen von u gleich werben, daß man alfo das vorftehende In— 
tegral mit 2 multiplichrt ziotfchen den Grenzen O und 1 in Bezug auf 


u und die daraus abgeleiteten Integrale in Bezug auf v zwiſchen den⸗ 
jelben Grenzen nehmen muß, fo findet man 


— all: na F 2 Vi) * Gen: X 


—_6uql, J 1 ——) 
v2 We — 


—— 24V?) 
— (ve — vv)’ 


alfo in diefem Falle unzweifelhaft für X einen unendlich großen Werth 
der w,=0. 





[4 
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Nach der Gleichung (a) läßt fich Teicht der allgemeine Werth fü: 
eine Ningfläche ableiten; man darf nämlid von dem Werthe (a) nu 
einen ähnlichen abziehen, worin der Halbmeffer ro des Innern begrenzer- 
ben ftatt bes Halbmeflerd R ftchtz man erhält fo für jede Lage des 
angegriffenen Punktes den Ausdruck: 





Toriaatı ) —R ae 


te) erh): län je 


worin 40 für 0 ſſtehtz es iſt Ändeflen zu bemerfen, daß di 
a +n 


Werthe (a) und (b) weniger raſch convergiren, als die frühern für 
einzelne Fälle abgeleiteten Werthe von X. 


2 
J 57.9 
b.) 


$. 105. 


Die Entwicelungen ber beiden vorhergehenden $$. werben mın 
hinreichende Mittel darbieten, um auch die Wirkung einer begrenzten 
Sylinderfläche und eines Cylinders, wenn beren ſenkrechter 
Querſchnitt ein Kreis ift, zu berechnen. Man wird dazu Die Achſe der 
Cylinderfläche als Achfe der z nehmen und hie Lage eines Punkte? 
berfelben durch feine Entfernung 2 von ber Ebene der xy und durch 
den Winfel w beftimmen, welchen der zu ihm gezogene Halbmeſſer r 
mit der durch ben angegriffenen Punkt gelegten Ebene der xz bilde, 
Man erhält auf diefe Wetfe 

dM _ 

dado I 


und demnach für eine fenfrecht begrenzte Eylinderfläche von ceonftanter 
Dichte 


wo Va+r +(c— 2)? — 2ar c08 


Ser 
— rqldz. Idea . ———— u, 
o Jo a2 --r + (c— 2)? — 2ar cos w 


Diefen Ausdruf wird man am beiten in der Art integriven, daß man 
wie im vorhergehenden $. die Wurzelgröße auf die Form: " 


— — — 2 2 Yar 
VeFrF@=.V 1-0 N Polar — 


4 
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bringt ; womit man nach dem Vorhergehenden als erſtes Integral bie 
annähernde Entwidelung erhält: 


| +) 4 (ee). 


Seht man dann darin nach dem gewöhnlichen Verfahren, um bie Glie⸗ 


der vational zu machen, ® +? + (c— 2)? = (c—1+Y u), 
ſo wir 


—— 16) werte] 


und als Grenzen von u hat man 


y=][Ya+r+ ch , = [V arte]? . 
Die Ausführung des vorfiehenden Integrals, jo wie die Ableitung der 
für alle Lagen des gegebenen Punktes gültigen Werthe ber Gomponenten 
X und Z als Aenberungsgefeße von V in Bezug auf a und e haben 
dann Feine Schwierigkeit mehr als Die Länge ber Rechnung, 

Die Werthe von V, X und Z werben nur einfach, wen a — 0 
ft, alfo wenn der angegriffene Punft in der Achfe der Eylinberfläche 
liegt; man hat dann offenbar X = 0, ber vorhergehende Werth von 
V kommt auf das erſte Glied zurück und gibt 


PT | 
= — 2ngr.— logn — —— — , 
Vr+d—c 
woraus fofort für Z ber Werth: | 
= u — 2nGugr — __ — 
dc Vrr+(c—h)? Vr+e 
hervorgeht. Liegt der angegriffene Punkt im Endpunkt der Achfe, fo 
wird ce—=h, und demnach 
Ä 2-2 
= 2nGuar(- — ——) R w, — Au 
"  ye+e Veto. 
da die Maſſe der Eylinberfläche durch 2rcqrh ausgebrüdt wird. Der- 


ſelbe Werth, nur mit entgegengeſetztem Zeichen ergibt fich auch, wenn 
man c— O feht, wie Died als nothwendig einleuchten wird. 


SS 


Iſt ferner h fehr groß gegen r und c, fo nähert ſich die Intenfität 
der anziehenden Wirkung dem Werthe : 


= — GuM 1 , 
hVr?+c? hYVr+ c? 


worin M die Maffe der Gplinderfläche iſt, und für e — O hat man 
noch einfacher j 

= — G u M . rh N 
man fehließt daraus, daß ber Anziehungsmittelpunft einer im Verhältniß 
zu ihrem Halbmefier fehr langen Eylinderfläche für einen materiellen 
Punkt, welcher an dem einen Enbe ihrer Achje liegt, um bie mittlere 
geometrifche Proportionale zu dem Halbmeffer und der Länge von dem 
gegebenen Punkte entfernt tft. 

Zulekt findet man noch fürc=+h, Z=0, Wie vorauszu⸗ 
ſehen war, 

Noch fehwieriger wird bie Berechnung der Wirkung eines Cylin⸗ 
ders, da diefelbe von der Auflöfung eines dreifachen Integrals abhängt. 
Für dieſen haben wir nämlich unter denfelben Vorausfekungen wie vorher 

aM J 

dzdrdw rn 
es wird nun auch r veränderlich, und die Function V nimmt für einen 
von zwei concentriſchen Gylinderflächen und ſenkrecht zu feiner Achſe 
begrenzten Eylinder die Form an: 


h pR p2n F 
v-- o|es.[ür.[ü0. — =. 
o Jr Jo Ve-+r? + (c— 2)? — 2ar cosw 


Daraus zieht man wie vorher 


Z= — 2nGugrh 











w,=Yr; 


w= Var+r2 + (c—s)? — 2ar C08 0 ; 


4\23 n* 


h R 
— — * je 6 amt] 


> oder, wenn Va?+r? (0 — 2)2 = m durch u erfeht wird, 


__ mar. [H2 fi (11? 3a] 
vV- jaja [46)) aꝰ Tu2—ad—(c—z +er, 


u* 
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und man ficht hieraus, daß durch bie Integration in Bezug auf 
bie DVeränberlihe u, deren Grenzen V R® +22 +(c— 2)? und 


Vroꝰ P aꝰ -+(c—z)? find, eine Reihe von algebraiichen Gliedern 
zum Vorfchein kommt, deren Integration in Bezug auf z fein Hinberniß 
entgegenfteht. 

Wenn a = 0 if, der angegriffene Punkt alſo wieder in ber Achſe 
des Cylinders liegt, hat man einfacher und unmittelbar für einen hohlen 
Cylinder, und zwar vu wenn ce >h als wm ce <hifl, 


2=6 ___r(e—2) _ 
— ‚ji fü.fe  Vir+e:pR 


6— 2 86— 3 
—8 m — — = | 
—=2nGug| VR+C—HE—YR+e—Yro+c—h)+Yro+e]; 
für einen vollen Cylinder folgt daraus, wenn c > h, 
= 2rGuq[|h+ YR®+ (c—h)? — YR?+ ce] ; 
Mt dagegen ce <.h, fo hat man 
2 = 2nGug[2c—h+ VREFCehN— VRrFe] , 

und wenn c — h ff, 

Z = 2nGug(R+h— R?+h2). 


Seht man endlich h fehr groß voraus gegen R, fo ergibt fich ber 
Naͤherungswerth: 


Z = 2nGugh +7 - (2- )] 


—= 2nGugR (1-5 ;Feie.) j 
und man findet als erſte Annäherung, wenn M bie Maſſe des Cylin⸗ 
ders bedeutet, 


2 1 1 /ao7 
Z = GuM —- Rh 9 w, = 7 V?Rh U 


Für einen cylindriſchen Stab, der ſehr dünn iſt tm Verhältniß zu feiner 
inge, liegt demnach ber Mittelpunkt der Anziehung tn Bezug auf den 
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Endpunkt feiner Achſe nahe um bie Hälfte der mittleren geometriſchen 
Proportionale zwischen feinem Durchmefler und feiner Länge von jenem 
Endpunkt entfernt. 


g. 106. 


Die Kugelfläche läßt eine ſehr einfache Behandlung zu und 
dürfte allein von allen Flächen zu einem einfachen Werthe für die an- 
ztehende Wirkung führen; denn bier kann man immer ohne Nachtheil 
für die Einfachheit der Gleichung der Fläche die Achfe der x durch ben 
Mittelpunkt der wirkenden Maſſe und durch ben angegriffenen Punkt 
legen; es wird dann offenbar auch die Richtung der Geſammtwirkung 
in dieſe Achſe fallen, alfo bie Componente X ſelbſt diefe Wirkung ber 
ganzen Kugelfläche vorftellen. 

Auf diefe Weiſe findet man wieder 


w=Ve&®+r— 2x , 
und wenn q conftant iſt, wirb 


d?M 
dwdx 





—79; 








rr 
1 
v— fe [* 1 —_ dmg. 
_r  Vartr22x _r —— 
alſo mit Beachtung der Anmerkung in $. 102 


Vet —(a+r) 


V= ?2nqar 


Differenzirt man dann allgemein unter Beibehaltung ber Wurzelgröße. 


Vla—r)?, fo ergibt fih daraus für alle Fälle 
— — r)2 
X Cu = Inbu Ir —— 
da 1, Va-r): 
Liegt nun der angegriffene Punkt außerhalb der Rugelfläche, fo tft im⸗ 
mr a>r, V(a—r)? =a—tr, und daher 





GuM 
ga? 
da Angr? = M die Maſſe der ganzen Kugelfläche ausdrückt. Es 
fallt demnach für jeden außerhalb liegenden Bunft der Mittelpuntt der 

Anziehung mit dem Mittelpunfte ber Kugelfläche zuſammen. 


I 


— — Ang ; = AnGuarz = 
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Befindet ſich ber amgegriffene Punkt dagegen innerhalb bed von 
ber Kugelfläche begrenzten Raumes, fo hat man a<r, Y(a—r)?=r—a 
und damit noch übereinftimmend 


Y 
V=-—Anıg , = ul=0, 

da V von a ganz unabhängig geworben tft. Es iſt demnach gleich- 
gültig, an welchem Orte im Innern ber Kugelfläche ſich ber angegrif= 
fene Punkt befindet; die anziehende Wirkung dieſer lebten tft immer 
Null, oder bie von allen Selten gerichteten geometrifchen Wirkungen 
heben fich vollftändig auf, wie in dem evibenten Falle, wo der an= 
gegriffene Punkt jelbft den Mittelpunkt der Kugelfläche einnimmt. Dan 
kann fih davon eine nähere Ginficht durch folgende Betrachtung ver⸗ 
ſchaffen. Denkt man fi den Anfangspunkt der Goordinaten in ben 
angegriffenen Punkt M, %ig. 80, verlegt und die Lage eines Punktes N der 
Kugelfläche durch Polarcoordinaten ausgedrückt, deren Achfe (auch bie 
der z) durch den Mittelpunkt O berfelben gelegt ſei, fg wirb bie Ent- 
fernung w gleich dem Yahrflrahl r, und man Hat als geometrifche 
Wirkung eines Punktes N der Kugelfläche auf den Punkt M 


@R _, dm 1 

dud$ odo r? 

weil man fich leicht überzeugen wird (65.54 u. 75), daß man auch hat 
d?M 

dvd} 

Die zur Achfe ber z parallele Gomponente diefer Wirkung wird dem⸗ 

nach durch | 
d?2 

dwd} 

ausgedrückt, und es ergeben ſich daraus für die geometriſche Wirkung 

15 der Reife NN und PP, welche durch ben Durchſchnitt ber Regel 
flaͤche PPMNN’ mit unferer Kugelfläche gebildet werden, die Werthe: 

AnGugsin$cos$ und 2rGugsin(n—I)cs(n—9) . 


Diefe zeigen, daß bie Wirkungen zweier folcher Kreife immer gleich 
und entgegengefebt find, fich alfo gegenfeitig aufheben, welches much ber 
Winkel I fein mag, und es leuchtet nun ein, daß fich auch die Wir⸗ 
fungen ber beiden durch bie Ebene ber xy gebildeten Abſchnitte ber 


= yrsin?. 


— Gugsin$ cosꝰ 


A 
Kugelfläche gegenfeitig aufheben und eine Geſammiwirkung Null geben 
müflen. 
Iſt endlich der angegriffene Punkt ein Punkt der Fläche felbft, fo 
wird a=r, und der obige allgemeine Werth von X erfcheint unter ber 
unbeftimmten Form 4 welche fich hier anf die gewöhnliche Weile nicht - 


befeitigen läßt. Fuͤr dieſen Fall erhält man aber aus dem unmittelbaren 
Ausdruck für X, nämlich 


+r 
X = duünar ix u ⸗⸗, — — 
_r Vie+r— 2ax)® 


wenn barin.a = r gejebt wird, ben Werth: 











rnGuq 1 1 
) [= — = 2nGug = GuNMzz ’ 


V2r 
w, = rV2 . 


Für dieſen Fall Liegt demnach ber Mittelpunkt der Anziehung um 
1,414...r von bem angegriffenen und um 0,414...r vom Mittel- 
punkte der Kugelfläche entfernt. Man Tann dieſes Ergebniß aber auch 
fo ausbrüden: bie Wirkung einer Kugelflädhe auf einen ihr 
angehörigen Punkt ift dbiefelbe, als wenn die halbe Maſſe 
berfelben im Mittelpunfte vereinigt wäre. 

Vergleicht man den oben gefundenen Werth mit bem obigen all- 
gemeinen Werthe von X, fo ergibt ſich baraus bie beutrtenewerthe 


Beziehung: 
a—r-+ Va—r)? —r)? 


Vla—r)? 


Ebenſo dürfte es noch als bemerkenswerth erfcheinen, daB von Teinem 
ber drei Werthe von X zu bem zunächft liegenden ein ftetiger Meber- 
gang ftattfindetz denn befindet ſich der angegriffene Punkt auf ber 
Kugelfläche, fo führt die denkbar kleinſte Verrückung besielben nad 
Außen den erften Ball herbei, bie geringfte nach Innen den zweiten, 
und es gibt für bie Kraft X nur bie drei genannten fehr verfchiedenen 
Werthe für alle mögliche Lagen bed angegriffenen Punktes. 


— 1, wenn a=r. 


— 


g. 1 07. 


Unter den Körpern tft ebenfalls die Kugel ber einzige, welcher 
ein einfaches Ergebniß zuläßt, und auch diefe nur dann, wenn bie 
geometrifche Dichte eines Punktes blos von feiner Gntfernung vom 
Mittelpunfte abhängt, alfo eine Function ber Veränderlichen r tft. 

Betrachten wir aljo, um fogleich alte Fälle zu umfaflen, eine hohle 
Kugel, die von zwei concentrifchen Kugelflächen begrenzt wird, deren 
Halbmeſſer R und ro find. Die Lage eines Punktes berfelben prüden 
wir wieder durch die Polarcoordinaten r, $, w aus, und legen deß⸗ 
halb die Achfe der z durch ben gegebenen materiellen Punkt, auf wel: 
hen die Kugelmaſſe wirkt, und befien Abftand vom Anfang ber Coor⸗ 
dinaten, dem Mittelpuntte ber beiden begrenzenden Rugelflächen burch o 
bezeichnet werde. Die Componente Z wird dann offenbar zugleich Re⸗ 
jultivende des ganzen Syftems, und man hat 


w = r+c?—?2rcc089 , 
alſo auch als Aenderungsgefeb von w in Bezug auf I ben Ausdruck: 


dw rosin9 


dw 
Berner iſt, wie in 6. 75 abgeleitet wurde, 
EM  ,,. 
ira en, 


und damit wird 


r? sin 
1-— [u je joe --20ft fort ‚u ’ 


oder unter der oben gemachten J für die Dichte q 


Vir+e)* 
1-22 far ejarlı 1=— 7 ir. e.arfr+e- Ver], 


Va-c)° 


Indem man mit Berückſichtigung ber een Bemerkung beachtet, daß 
bie Grenzen von w, in Bezug auf 9 als Beränderliche genommen, find: 


Va — ec) fr $=0 , tr+ fr dB=nm. 
1) IR mm o größer als jeder Werth, den r erhalten kann, mithin 


5 
auch größer als R, liegt alfo ber angegriffene Punkt ganz außerhalb 
ber Kugel, fo wird immer Yı(r—- 6)? = c—r fein, und man findet 


I 


v-_ ir.gt— — 4 
© v 
Te 


' R 
da das Integral in]: r.qr® die Maſſe M ber Kugel ausdrückt; da⸗ 
To 


raus folgt 





und diefer Werth zeigt, daß in biefem Falle bie Wirkung bie 
felbe ift, als wenn bie ganze Maſſe des Körpers in feinem 
Mittelpuntte vereinigt wäre. Diefes Ergebniß iſt natürlidh un⸗ 
abhängig von der Grenze r, und demnach auch gültig für n —=0 oder 
für eine volle Kugel; bei einer vollen oder hohlen Kugel, beren Dichte 
entweder conftant ober mit ber Entfernung eines Punktes vom Gen- 
trum veränderlich ift, Fat demnach auch nach dem in der Natur ftatt- 
findenden Geſetze ber Anziehung ber Mittelpunkt diefer Wirkung in 
Bezug auf einen außerhalb liegenden Punkt mit dem Schwerpunfte zu⸗ 
fammen, *) 

2) Liegt der angegriffene Punkt tm hohlen Raume ber Kugel, in 


welchem Balle oe < ro, und Ylr—c)? = r—ec iſt, fo hat man 


R 
V--anlirır ‚, 4=0, 


Io 


wie bei der Kugelflaͤche, woraus dann folgt, daß auch bie anziehende 
Wirkung einer hohlen Kugel aufeinen Punkt inihrem hoh⸗ 
len Raume für jede Lage besfelben Null if, wie in bem 
Balle, wo er fih im Mittelpuntte befindet. | 

Der allgemeine Werth von Z, aus bem von V abgeleitet, iſt 





*) In $. 95 wurde gezeigt, daß unter ber Vorausfehung: f(w) = w 
Mittelpunkt der Anziehung für jeden Körper mit defien Schwerpunkt zw 
fammenfallen würbe. 
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L=2n ol. af arlr = V@—% — 2 [i gen 


Io Ve 
R 
- ıhı — ——® 
Are * 1 | 


und gibt für bie beiden vorhergehenden Fälle biejelben Werthe, wie bie 
oben abgeleiteten. Derfelbe zeigt ferner, 

3) daß fürc=R, d. h. wenn ſich ber angegriffene Punkt auf der 
außern Umhüllungsfläche der Rugelichale befindet, noch der erſte, und wenn 
er auf der innern Fläche liegt, alſo c = ro iſt, der zweite Fall Hattfindet. 

4) Befindet fich endlich der materielle Punkt in der Rugelmaffe 
jelbft, fo daß ce > rn, und <R tft, fo zerlegt man jedes der obigen 
Integrale in zwei Theile, von denen der eine bie Grenzen R und c, 
ber andere die Grenzen’ c und r, erhält, und findet dadurch mit ber 
Beachtung, Daß der erfte Theil bem zweiten, der gweite dem erften ber 
vorhergenannten Falle entipricht, einmal 


| R Ar 
V — anfang [ı dr.qr 
c - To 
und dann, damit offenbar zufällig übereinftimmend, ei es daß man bie 
Integration wirklich ausführt oder nicht, 
oV _ An ge 
I c? 


die Wirkung iſt ſonach dieſelbe, wie * einer Kugelſchale, 
deren äußere begrenzende Fläche durch den angegriffenen 
Punkt geht. Nimmt man z. B. wie in $. 76 

q=D +3 (0 —D,) 


und erfeht unter dem Integraͤlzeichen e durch R,, fo findet man für 
die Maffe einer vollen Kugel, deren Halbmeffer R, tft, 





= Gu 





Iran ; 


= fe dr,r? [40-20] — [D,(AR-3R,)+3DRL] 


und für die Wirkung einer vollen Kugel von beliebigen Halbmeſſer R 
auf einen Punkt in ihrem Imem,: wacher um e— R von threm 
entfernt it 


Daher, Haudbuch des Mechanik IT, 17 





1=} 


Bei gleichförmiger Dichte hat man D=D,, und ba e — Ro tft, 


GuM 
— ˖ 





bie anziehende Kraft iſt dann der Entfernung bes ange 
griffenen Punktes vom Mittelpunfte proportional. 
Betrachtet man z. B. die Erde als eine Kugel von durchaus glei- 
her Dichte und bezeichnet ihre anziehende Wirkung auf einen matertellen 
Punft ober einen Körper von fehr Kleinen Ausbehnungen im Vergleich 
zum Durchmeffer der Erbe, deffen Maffe = u tft, wenn er ſich auf 
ber Oberfläche berfelben befindet, alfo den Ausdruck $rrGuDR, ber 
das Gericht jenes materiellen Punktes oder kleinen Körpers mißt, mit 
P, fo wird die Wirkung in einer Ziefe hunter der Oberfläche durch 


R—h h 
1=?—- =P-?z 


anögebrückt werben. Yür einen Punkt außerhalb ber Erde dagegen, in 
einer Höhe h über ber Oberfläche ie man : 


G=Ranamp 

wobei bie Dichte dev Erde nicht mehr conftant fein darf, fondern nur eine 
willkürliche Function der Entfernung r vom Mittelpuntte, fo daß bie 
Erde aus eoncentrifchen Schichten von beliebiger Dichte beftehen Tann. 


6. 108. 


Sn $ 97 wurde für ein nicht ftetig zufammenhängenbes Syſtem 
nachgewieſen, daß bei einer ſehr großen Entfernung des angegriffenen 
Punktes von dem wirkenden Syſtem, im Vergleich zu der Ausdehnung 
des letztern, der Mittelpunkt der Anziehung dem Schwerpunkte des Sy⸗ 
ſtems ſehr nahe kommt, beziehungsweiſe mit demſelben zuſammenfällt; 
die Function V Tann uns nun dazu dienen, dieſen Satz bei dem in 
ber Natur ftattfindenden Geſetze der Anziehung auch für ein fletige 
Syſtem nachzuweiſen und dabei bie Größe ber dabei flattfindenden An- 
näherung darzuthun. 

Legt man nämlich ben Anfangsopunkt ber Goordinaten in dm 
Schwerpunkt des gegebenen Syſtems und bie Achſe der x buch ben 


⸗ 
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angegriffenen Punkt, bezeichnet die Entfernung: bed letztern von jenem 
mit e und beftimmt die Lage eines der Punkte in bem gegebenen Sys 
fiem durch die Abfeiffe x und den Zahrftrahl r, die zu unferm Zwecke 


hinreichen, ſo wird 
wo Ve ee — 2ex+r, 
und man bat 


EB feet 


worin r = Yx?-+ y2-+ 22 als Function der drei Veraͤnderlichen x, y, 2 

zu betrachten iſt. Entwickelt man dann den Zactor: (1 2:45) % 
fo erhält man eine Reihe, welche nach guffteigenden Potenzen von 
— und. — fortfehreitet, and deren Glieder daher um fo raſcher abnehe 


men, je Heiner r gegen e iſt, ba x jedenfalls noch Heiner als r fein 
wird, und wenn man beachtet, daß man nach $. 22 hat 


jJ® für KeNnk=0, 


wo M die Mäffe des ganzen Syſtems und X bie Abſciſſe feines Schwer- 
punktes bezeichnet, der nım ber Anfangspunkt tft, fo wird die Ent- 
wickelung von V 


1-1 |# fr iE I-55 dx — * je q(3x2—r?)—etc.. 


Kann man alfo ohne bebeutenben Selle ben größten Werth von — 3 
ren * vernachlaͤſſigen, fo bat man einfach 


“ 1--1füff füs--8 


und venn man nun dem Coordinaten-Syſtem, deſſen Anfang immer 
der Schwerpunkt bleibt, eine beliebige Richtung gibt und bie Goor= 
dinaten bes angegriffenen Punktes mit a, b-, o bezeichnet, wonach 


= Var + bt +08 wihd, allgemeiner 


17* 


_ 
_ M 
Ve! +bt-tct 
dV__dV de __ a dV 
Daraus zieht man aber mit ber Beachtung, daß HEHRTTR 


it, für die drei Gomponenten ber anziehenden Wirkung des Spftems 
bie Werthe: 


a b c 
.X=GuNZ , Y=6GuMZ . 1=6GuMZ: 


welche zeigen, daß bie Richtung ber Refultivenden felbft durch ben 
Anfangspunft gebt und daß zugleih W,== e tft, baß alfo dieſer Au- 
fangspunft oder ber Schwerpunkt des Syſtems ber Mittelpunkt der 
Anziehung tft. 

Auf ein gleiches Ergebniß wird man auf demſelben Wege für 
irgend eine andere Zunction von w kommen, welche ber in $. 94 für 
die Function fl w) abgeleiteten Form entfpricht, und bee eben bewieſene 
Sat demnach für jedes Geſetz der Anziehung gültig fein, 


$. 109. 


Die Function V befitt eine bemerkenswerthe Gigenfchaft, welche 
man in der Mechanik des Weltgebäubdes ber Unterfuchung über bie 
anziehende Wirkung eined Sphäroids und über die Geſtalt der Him- 
melsförper zu Grunde gelegt hat, und welche fich in nachftehender 
Weiſe ableiten läßt. 

Aus dem allgemeinen Werthe von w, nämlich 


 w=Va-z Hr +l—e) . 
steht man bie Nenderungsgefehe: 





44 st Pe 
_Ww __x—a w _ y-b _W __3—6 
a ws ?’ db w do w’ 
at al 
w 3@—a? 1 w _3(y—b)? 1 
m 
ni 
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und bie Summe ber drei letztern gibt 


ur Fr 
tt nt ee 


Man Hat aber auch wie in $. 99 unter der Borausfehung, daß nicht 
nur die Dichte q nicht Function von den Coordinaten 
a, b, c des angegriffenen Punktes ift, fondern daß auch 
bie Grenzen bes wirkenden Syſtems durchaus unabhängig 
von dieſen he en 





und da die Summe biefer breit anchruae ken — 


— 
[2 — Ar v4 u + 7a 


gleich iſt, alfo vermöge ber Gleichung (ce) Null wird, fo hat man auch 


GV, &V, &V 
da? + m db? +58 de” 0; 7a 


wodurch bie betreffende Eigenſchaft der Function V ausgefprochen iſt. 
Nach der vorfichenden Ableitung und ber ihr zu Grunde gelegten 
Bedingung tft es einleuchtend, daß bie Anwendung bed eben gefundenen 
Ausdrucks an biefelben Beſchraͤnkungen geknüpft tft, bie oben für bie 
Ableitung ber Werthe ber Gomponenten X, Y und Z aus ber allge- 
meinen Function U genannt wurden; benn bie Gleichung ('79*) wird 
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im Allgemeinen nicht mehr flattfinden, wenn die Integration zwiſchen 
Grenzen ausgeführt wird, welche von ben Goorbdinaten a, b, c des 
angegriffenen Punktes abhängen, alfo wie früher gezeigt wurde, nicht 
mehr, wenn biefer Punkt im Innern des wirkenden Körpers liegt, fei 
es in ber Maſſe felbft oder in einem eingefchloffenen hohlen Raume, 
wodurch indeſſen nicht ausgefchloffen wird, daß die genannte Gleichung 
in befondern Fällen auch bei diejer Rage des angegriffenen Punktes 
befriedigt werden Tann. 

Es tft daher durchaus unrichtig, wenn behauptet wird, daß bie 
Gleichung (792) deßwegen nicht befriedigt werde, wenn ber angegrif- 
fene Punkt in der Maffe des Körpers enthalten fei, weil für dieſen 


Punkt w Null und das Aenderungsgefeh: I unendlich werde. Man 


ſcheint auf dieſe Anſicht durch den beſondern Fall, wo der anziehende 
Körper eine Kugel iſt, geführt worden zu fein, die wir deßwegen näher 
betrachten wollen. 

Erſetzt man nämlid im Atem Fall, den wir in 6. 107 bet der 
Kugel unterfucht haben, die Entfernung o bes angegriffenen Punktes 
vom Mittelpuntte der Kugel durch 

| e- Va+b?+er, 
fo nimmt ber Werth von V für diefen Fall und eine volle Kugel. bie 


Form an: 
R Ar e 
V — in li. qr — "ner . qr2 N 
e . 
6 0 


wobei q als eine Bunction von r vorausgeſetzt if, Macht man alſo 
fa.e=ro) = CHE) um beachtet, daß man Hat 


far. ya? = —W9 


— ef (n)— [dr.r le) 





fo wird 
V=—4n (r(®)-—1te)) 


und demnach, übereinftimmenb mit dem Wertbe von Zu dem ge: 
nannten Orte, | 
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. e qq fe 
R — nz = a ie 


— (re) — 1), 
ober, da 3 ſ. f., 
= ra = In6u (rl) — te) ) 
Y= Cu = Ansuz (tl) 1100), 


= u = antns(rl)— te). . 


Geht man dann weiter und nimmt bie zweiten Aenderungdgeſche 
1n[3 fr (+ ( — 
—A—— — — 
3 


von V in Bezug auf a, b, c, fo findet man 

— s-=)'0)]; 
N = ler +3) -(3-)ro]; 
— ulgrord-)ro-(@-8)io] 
und damit ergibt fich, wenn man beachtet, daß 


iR, die Summe: 


®V dv | 02V (e) _., Ä 
de 7 m + > ja en Ang. (TR. 


Diefer befondere Werth der Summe: v6 EV + EV ber 

. Fr 2 tet drtr 

wie man aus dem Morhergehenden fieht, für jede beliebige Function 

von r gültig iſt, durch welche die Dichte q ausgebrüdt werben fol, 
und der ſehr leicht für den Fall gefunden wird, wo q conftant, alſo 


2 
oV 4 d 4 d 4 
It Het gg 


wird, tft e8, welcher zu ber obengenannten Anficht geführt zu haben 
ſcheint, daß die Gleichung (79e) nicht mehr ftattfinde, wenn ber an- 
gegriffene Punkt in der wirkenden Maſſe felbft enthalten fe, während 
doch der Ausdruf (79) nur in Kolge der in bem allgemeinen Werthe 
von V vorgenommenen Rebuctionen in Bezug auf e, wodurch biefer ber 
jenem Ausdrucke zu Grunde liegenden Bedingung entrücdt wird, zum 

Vorſchein kommt. Denn nehmen wir diefen allgemeinen Werth von V 
ſelbſt, welcher für alle Lagen des angegriffenen Punktes gültig ifl, 
vanlich 


R 
_ _ 2m ( @=F) 
v- ru nr r+e—YVi(r—e): R 
und erſetzen ben eingeflammerten Factor: r + oe — Vir—e)? wieder 
durch w, das Aenderungsgeſetz besfelben in Bezug auf e: 


dw _ r—e 


de e Ve— e)2 
io finden wir zuerft 


eV = 
a® j* ur [ar er]; 


R R 
oV 2nec w 
== jr.«t- Ir. | 9 


und dieſe Ausdrücke kommen wieder auf die obigen Werthe zurück, wenn 
man wie früher jedes Integral in zwei zerlegt, von denen das erfle 
zwifchen ben Grenzen R und e, das zweite zwiſchen ben Grenzen e 
und O genommen wird, unb beachtet, daß zwiſchen ben beiden erſten 


durch ww, 








DT — ⏑ 


Grenzen ⸗20, * 25 wiſchen ben beiden legten dagegen 
w=?2r und O iſt. 


Ferner zieht man daraus mit ber Beachtung, daß für alle e vaue 
5* O iſt, die zweiten Aenderungsgeſetze: 


oꝛv 1 1 3a 
ja * 27 —* fi uw —2n(3— 2) [er grwW, 
8V _._fi 3b 1 sn [F 
Jh? = 44T — a nam 2m r) dr.qrw 2) 
r. 
2 
I2 gl arm — 2n( (2) far nz 


deren Summe unabhängig von jedem befondern MWerthe 
von w Null gibt, alſo auch, wenn der angegriffene Punkt 
in der Rugelmaffe felbft Liegt. Diefe letztern Ausdrücke laſſen 
fih aber auch durch die vorher genannte Zerlegung nicht mehr auf bie 


frühen beſon dern Werthe von a Sr I zurückbringen; 


denn man findet durch dieſelbe 


2V 
I 2 (5-35) 0 24er 2 (4-3) fe: ur 
3a e dar 
+2: (5-5 r.2gr® 


0 


oder, da die beiden erften Glieder der rechten Seite gleich find und ſich 
aufheben, was auch bei den beiden andern. Gleichungen der Bl iſt, 


oe V 1 34 
A in (#35) je 1°, 
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und bie. Summe biefer drei. Gleichungen wird Immer twieder Null fein. 
Die Gleichung (79x) ift alfo für alle Lagen. des angegriffenen Punktes 
geltig, wenn bie Grenzen ber Integrale der Funetivn V unabhängig 
von den Goordinaten jenes Punktes gehalten werben. 
, MV PV 93% 
Der befondere Werth: Arzq des Ausbrudes: —— ai + —— su t Fa 
für ben Ball, daß der angegriffene Punkt in ber anziehenben Maffe 
jelbft enthalten if, wurde oben insbeſondere für die aus concentrifchen 
Schichten gebildete Kugel gefunden und Tann demnach nicht als 
gllgemeiner Werth jener Function für alle Körper gelten, 
und nicht einmal für eine Kugel mehr, wenn bie Dichte nicht blos von 
r, fondern auch von 9 und w abhängt. Es findet jedoch, wie wir 
bald fehen werben, für ein homogenes Ellipſoid eine ähnliche Be 
ziehung ſtatt. 


BEN. Zinziehende Wirkung eines homogenen Ellipſoids 
anf einen materiellen Punkt. 


$. 110. 
Der allgemeine Ausdruck der Function V: 


v=-fü je: — — 
| „ Ve HEN +E- 


ober in PBolarcoordinaten — 


2 
fü fof: dr. — 4 — 
Io "Ver-r92er[ensyoosd-Fsiny sin? cos(&—w)] 


führt felbit für ein conftantes q und bie einfachften geometrifchen For⸗ 
men, bie Kugel ausgenommeit, auf gewöhnlichem Wege zu keinem ge- 
fchloffenen Ausdrude, da die aufeinanderfolgenden Inlegrationen ſelbſt 
für einen Würfel, bet welchem die Grenzen der Veränderlichen unab⸗ 
hängig von einander find, nicht ohne Entwickelung in Reihen durch⸗ 
geführt werden Fünnen, und die Schwierigkeiten noch viel größer werben, 
wenn ein Körper der Unterfuchung unterftellt wird, der von einer Frummen' 
Zläche begrenzt wird, bei dem alfo die Grenzen ber Beränderlichen gemäß 
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der Gleichung dieſer Fläche in gegenſeitiger Abhängigkeit ſtehen. Auf 
gleiche Weiſe verhält es fich mit der Berechnung ber Gomponenten ber 
von einem folchen Körper ausgeübten Wirkung; man ift jedoch für das 
homogene Ellipfotid durch eine Reihe fehr fehöner Entdeckungen 
zu ber vollfiändigen Auflöfung der hier 'geftellten Aufgabe gelangt, 
indem man die Werthe jener Sompohenten für eine befondere Lage bes 
angegriffenen Punktes, namlich für einen Punkt auf der Oberfläche des 
Ellipſoids Hdarftellt und mitteld fehr merkwürdiger Lehrfäge über bie 
Wirkungen ähnlicher Ellipfoide aus den fo erhaltenen Ergebniffen bie 
Wirkung auf einen außerhalb liegenden Punkt ableitet. 

Dazu verfebt man den Anfangepunkt der Coordinaten in ben an⸗ 
gegriffenen Punkt, legt ihre Achjen parallel zu den Hauptachſen bes 
Ellipſoids und drüdt die Lage eines Punktes in demjelben durch Polar— 
Soordinaten aus. Sind alfo A, B, C die drei Halbachfen des Ellip- 
ſoids, demnach — 


tt 


feine Gleichung auf Mittelpunkt und Achfen bezogen, und wie biöher 
a, b, © bie Coordinaten des angegriffenen Punktes in Bezug auf das⸗ 
ſelbe Syſtem oder bie Goorbinaten bed Mittelpunktes jenes Körpers 
in Bezug auf die neuen Coordinaten-Achſen, fo erhält man zwiſchen 
den obigen rechtwinkligen Goordinaten x, y, z und ben Bolarcoorbinaten 
r, 0, 3 in Bezug auf das neue Syſtem die Beziehungen: 


z=a-+rsin’com ,„ y=b+rsin’ysanw,. 2=0-+rcos}, 


und durch Einführung diefer Werthe in die Gleichung bes Elipſoids 
nimmt dieſe die Form an: | 

ur-+2s2r =q d, 
worin zur Abkürzung ’ x 


sin? I cos?w , sin?$ sin? w cos? $ 
— nn top 





asin$cosw  bsin9sinw , ccosI 
a» OCT nr 
.. a? p2 c? 
| I gm —1 
gefeht wurbe. Ferner hat man nun nad) $. 101 (78°) für bie drei 
rechtwinkligen, zu ben Hauptachfen parallelen Gomponenten ber anziehen- 
den Wirkung eines homogenen Ellipſoids bie Ausbrüde : 
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9 

X= oa] —26 r.sin?Icosw , 
I 

“ g r [ 

Y= ne sin > sinw , 

% 
& 
= do —** für sin$cosY , 


"welche fi fowohl in Bezug auf r wie auf w zum erflenmal ganz 
leicht integriven laſſen. Da fich aber für die letztere Veränberliche Teine 
einfachen Srenzwerthe aus der obigen Gleichung (d) ergeben, fo bleibt 
man bei ber DBeränberlichen r ſtehen und findet zuerft als Grenzwerthe 
berfelben bie beiben Wurzeln ber genannten Gleichung: 


p+VYp:+ng no — V 
— y TI a ’ 


. 


— PO 


L ‘ 


bamit nehmen dann die Werthe der drei Componenten die Form an: 


de o 9 
e“ =— Gna|d0.|49.,-m)utsonn, 
nn . 27" % 

@ 
e.) Y= — Gugfldo.]dF.(r,—r,) sin} sinw ” 


=— Gun|d0.|9.0,-n)an9005 
90 90 


Je nachdem nun der angegriffene Punkt außerhalb des Ellipſoids 
oder auf der Oberfläche oder in der Maſſe desſelben liegt, hat man, 
wie die Mittelpunktsgleichung zeigt, 


2 
I- gg F1<0: =0,,>0; 


BL... ER 
und demnach folgt beziehungsweiſe 


Vr+ua<py * — . 272793 
im erſten Falle wird daher 


_ 9+Vortna_9—Vortng _ „Votes 


To n n ’ 
im zweiten 
Vr 
"aan 0, n 
und im dritten 
m 9rVetna_ Vortuan _ ,p 


Man flieht daraus, daß für bie beiden letzten Zälle bie obigen Werthe 
von X, Y, Z rationale Formen erhalten und weiter integrirt werben 
Tonnen, während fie im erften Zalle unter einer trrationalen Form er⸗ 
einen, welche ber Integration beinahe unüberfteigliche Hinderniſſe 
entgegenfeßt. Dan Hat jedoch, wie fchon bemerkt, Mittel gefunden, 
die Integratton dieſer Ausdrücke zu umgehen und die Wirkung eines 
homogenen Ellipſoids auf einen außerhalb liegenden Punkt mittehs des 
zweiten Falles, wo berfelbe auf ber Umbüllungsfläche besfelben liegt, 
zu beftimmen, fo daß die Auflöfung der vorliegenden Aufgabe immerhin 
als vollſtaͤndig gelöfet zu betrachten tft. 


6. 111, 


Bevor ich jedoch zur Integration der Gleichungen (Ce) in ben beie 
ben letzten Fällen übergehe, wollen wir noch einen andern Ball betrachten, 
in welchem ſich bie Wirkung ohne weitere Integration aus ben Gleichun⸗ 
gen (e) ableiten läßt, nämlich den, wo ber angegriffene Punkt im 
leeren Raume eines hohlen Ellipſoids liegt, deſſen beiben Begrenzungde 
flächen concentriſch und Ahnlich find und auf ähnliche Weiſe Liegen, fo 
daß ihre entſprechenden Achfen ber Richtung nach zufammenfallen, 

Drüdt man nämlich die Gleichung der innern Flaͤche durch 


yvrı--2ıyr!=d (ds 
ns, indem man bie Halbachfen derſelben mit-A’,;: B'Ge hezeichnet · mid 


_ N 
sin? 9 com’ sin? ain?ꝰ  costg’ 
mtr 
asn 9 cos) "bein snow , o cos 9 , 
— tm trat 
Fr b? * 
fest und —8* daß man wegen der Aehnlichkeit der beiden begren⸗ 
zenden Ellipſoide 
K=kA, B=kB, *0 
bat, wo k einen beliebigen conſtanten Coeffizient zwiſchen O und 1 
bezeichnet, fo wird man leicht finden, daß 
ke =a, By=p, Ki 
wird,. daß alſo die Wurzeln ber Bleihung (d’), ebenfalls negativ 
‚genommen, für einen Punkt im Innern des Kleinen Eipfoibe bie For⸗ 
men annehmen: 
| + Ye Fun) v7 2 0 —p 
ö— — MET TI 
und daß man dadurch unabhängig von k 








ha 


2 
r, = 


2 
r, — r0 air She, 


ng Berner hat man für bie zur Achfe der z parallele Seiten⸗ 


—— I— fü d49. ur (1 fox: 19 Jsind’cosY | 


aber da in unferm alle die Grenzen für 9 und 9, w und w’ bie 
felben find in beiden Sntegralen, nämlich 0 und = für jeben dieſer 
Winkel, wonach man 3 für 9, w für w’ feben kann, 


: Ar 7 
2 — — Gua| do. |as-m3 — —— 
5) EL J0 
Rꝛan findet demmach mit dem vorher für ben betreffenden Fall erhaltenen 


€ 
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Berthe von.r,—r, und r’—r,, und indem man basfelbe Verfahren 
auch auf bie beiden andern Componenten anwendet, 


X=0, Y=0, 2 =0 


ald Werth diefer Seitenkräfte. . 


Die Wirkungeines von zwei ähnlichen, concentriſch 
und ähnlich liegenden Flächen begrenzten hohlen Ellip— 
ſoids auf einen Punkt, welcher ſich irgendwo im hohlen 
Raume oder auch auf der innern Fläche desſelben befindet, 
iſt demnach Null, und der für die hohle Kugel gefundene Satz iſt 
nur ein beſonderer Fall von dem eben ausgeſprochenen. 

Es folgt daraus ferner, wie bei der Kugel, daß die Wirkung 
eines vollen Ellipſoids auf einen Punkt feiner Maſſe 
berjentgen eines concentrifchen, ähnlichen und ähnlid 
liegenden Ellipſoids gleich tft, deflen Begrenzungsfläche 
durch den angegriffenen Punkt gelegt ift, und daß es dem: 
nach und zufolge der am Ende des vorigen $. gemachten Bemerkung 
hinveicht,, die Wirkung eines Ellipfoids auf einen Punkt feiner Ober- 
fläche zu Eennen, um bie Wirkung für jebe andere Lage des angegeü 
fenen Punties beſtimmen zu koͤnnen. 


§. 112. 


Aus den im vorlehten 6. erhaltenen Werthen der Differenz x, 1% 
geht übrigens hervor, daß die Ausbrüde für die Componenten X, Y 
und Z ganz biefelben find, ob fich der angegriffene Punkt in ber Mafe 
bes Ellipſoids ober auf der Oberfläche besfelben befindet; Ne uchmen 
in beiden Faͤllen die Formen an: 


De, | 
⁊ 4 


1 7 . . 3 
x 20. [a0 a9. Zunnsene, 
| o Jo ® 
7 Tr 
J— (f. 
0 0 


= — zöun [io ‚[es. Fin 0089; 


— — 


dam es iſt nicht ſchwer zu ſehen, daß auch in beiden Fällen die Grenzen 
der Winkel I und w dieſelben find, naͤmlich O und 7=, wie oben. 
Für den Fall, daß der angegriffene Punkt oder der Anfang ber 
Coordinaten in dem Körper liegt, bedarf dieſes keines nähern Nach⸗ 
weifes; im andern Falle, wenn er fih auf der Begrenzungsfläche bes 
Ellipſoids befindet, fet die Ellipſe MPO, Fig. 81, der Durchſchnitt 
bes gegebenen: Ellipſoids mit einer Ebene, melche durch bie Achie ber z 
gelegt tft und mit der Ebene ber xz ben Winkel w bildet, alfo der 
Durchſchnitt des Ellipſoids mit der Ebene des Winkels 9, unb TMT. 
die durch den angegriffenen Punkt M gezogene Tangente biefes Durch⸗ 
ſchnitts; es iſt dann augenſcheinlich, daß durch die in den Winkel ZMT 
fallenden Werthe von 9 alle Lagen des von M ausgehenden Fahrſtrahls 
r» beftimmt werben können, die dem Segmente MZ’O angehören, wäh- 
rend bie Werthe von 9, die zwiſchen ZMT und ZMZ’ Itegen, allen 
möglichen Richtungen jenes Bahrftrahls in dem Segmente MPZ’ ent: 


ſprechen. Es merden demnach fämmtliche Werthe von r, oder =, da 


— 0 iſt, welche einem gegebenen Winkel w und feinem Gegenwinkel 
7 + w zugehören können, durch bie zwifchen O und r liegenden Werthe 
von. Y audgebrüdt, woraus dann zugleich folgt, daB es zur Beitimmung 
aller möglichen Lagen und Werthe des Fahrftrahls r, genügt, wenn 
auch der Winkel w zwilchen den Grenzen O und = genommen wird. 
Man fieht aber auch daraus, daß man in beiden Fällen den Winkel 
I zwifchen den Grenzen O und 47 nehmen kann, wenn o von O bi 
Zre ausgedehnt wird. Die Werthe der Componenten X, Y, Z können 
fich mithin in beiden Fällen blos durch die Werthe der Coordinaten 
a, b, o bes angegriffenen Punktes in Bezug auf Mittelpunkt und 
Achſen des Ellipſoids unterjcheiden, ihre allgemeine Form bleibt diefelbe, 

Erjegt man nun in, ber legten ber Gleichungen (f) bie Größe p 
durch ihren Werth, fo folgt 


nn nn 
in? 
2 = — 20na| [a0 [as 9 re 
ı , u 
0 0 
h 2 7 129 r , 
. sin C05 7 sa @ 
.) Ä | + do [a — 7 — 
0°‘ 0 
el? [-, sinscs9 
In 7 COS 
+4j0 ‚[o.wser2} N 
0 0. 


* 
ð8. 
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und wenn man nun in ben beiden erſten Gliebern biefed Ausdruckes 
sin$ — x feht und beachtet, daß bie Grenzen der Winkel w und I 
von einander unabhängig find und x fowohl für 3 = O0 wie für 
I= nr Null wird, fo Fonnen bieje Glieder unter die Formen: 


fünf ‚f(z2) „ fie ‚sin ofiz.1a 
0 0 0 0 


gebracht werden, worin f(x?) bie mit bem Werthe von u fich ergebende 
rationale Function: 


x3 
1 cos?w , sin’ 1 
rl tg Br - 5): * 


vertritt, und werben demnach nothwendig Null, fo daß ber Ausbrud 
für Z auf das dritte Glied allein zurückkommt. 

Achnlihe Glieder Tommen auch in den Ausdrüden für X und Y 
vor, und man findet daher, wenn man bie Ordnung in ber Integration 
ändert und die Grenzen 27 und O für w, +7= und O.für I nimmt, 


in 27 4 
— 2 — 
2= 2 sin $ cos * 7 


in2 
ee —— c66. 


cos? u 
— — in? I 


Diefe Aushrüde zeigen, Daß en ber. brei Gomponenten der 
parallelen Coordinate bes angegriffenen Punktes pro— 
portional tft und demnach benfelben Werth behält für alle Bunte, 
bie in einer zu ber entiprechenben Achfe ſenkrechten Ebene liegen, daß 
ſich alſo die Wirkungen eines homogenen Ellipſoids auf 
zwei Punkte ſeiner Maſſe, welche in derſelben durch den 
Mittelpunkt gehenden Geraden liegen, wie deren Ab— 
ſtaͤnde vom Mittelpunkte verhalten. 

Verner zieht man aus den vorhergehenden Gleichungen bie Summe: 

Decher, Hanrbuch der Mechanik IL 18 





MU 


X Y 2 2 ( a 29gin? 29% 
LEE amfic[ü d9. „in9 (sin? dvoꝛv sin y = tra) 


ober mit Beachtung bes Berti von u und nach auegefũhrter In⸗ 
tegration 


—— AnGuq. 


Betrachtet man endlich bie Werthe von de Er er als erfte Aeu⸗ 
berungegeieße einer Function V in Bezug auf bie Aenderung ber Goor- 
dinaten a, b, c, fo tft offenbar 

eV _ X eV V °V 

de Gua ’ db? 4 Gub ’ de 

und demnach ähnlich wie bei der Kugel 

' EV, RV, 08V 

dar ur db? Et jr det | 

diefer Werth tft aber hier nur für ein conflantes q ertviefen, und e& 

folgt aus dem Vorhergehenden durchaus nicht, daß diefe angenom- 
mene Function V mit der frühern gleichbedeutend iſt. 


— 2 
 Guc’ 
=Ang;. 


$. 113. 


3% bringe num den Dieter a in den Glaidungen (g) unter bie 
Zorm: | 














(a) ara (HZ) 


oder, C al die Heinfte Achfe des Ellipſolds vorausgeſetzt, 














— 2 
(145 ans) —R 14 N 19) 
und mache zur — zuerſt 
A — Ba 0⸗ 
* — 443 I c2 = is? 


und dann für die erfte Integration in Bezug auf w 
1 Bu 
Alitlroe9)=h , 1421009) —k; 


4 


5 - 
Yabacdh niinnit der Werth vom Z bie Form ans 
ir 27 4 
2 = —2 sin 3 0083 3 9 


‚mb wern man die Integration in Ben mt [7 ausführt, Indem ma 
ng o — u fett, wodurch 


4 Axetang: — 
cosꝰ u | h 
dio. — — — d == 


u. 
1+ u 





wird, und beachtet, ba arc tang: „VE tang o fir =0 au Rull, 


fr o=4r ad 47, fro=z ebenfo und fir 0 = 2n 
demnach auch: an wird, fo. erhält man ' 


2 
= — Anbuags . ein > 008 . 
z . Yık 
ober wenn die Werthe von hund k wieher eingeführt werden, 
ABl ein 
= — Antugeh® * 0° 


Ve. 

Das Integral biefes ein Tann, wie man flieht, Teicht in eine 
Funckon von cos & umgewandelt werben; erfeht man alſo cos I durch 
bie Beränberliche z,. deren Grenzen 1 und O find, und bezeichnet die 
Maffe des Ellipfoids durch M, wodurch ſich 


AngaB = 34 
gibt, To wird 


ge oun ts | —— 
Viraayitgaa 0! 


Die Werte ber Heiden andern Componenten X und Y Tonnen 
auf demſelben Wege ebenfalls auf einfache Integrale zurückgeführt 
werben; es iſt jedoch einfacker, fie aus dem vorſtehenden Werthe von Z 
nach ben Regeln der Symmetrie abzuleiten. Denn wie biefer nur von 

18 * 


2% 


ber Orbinate c unb ben.brei Aaſen ‚abhängt, ſo wird X nur eine Tune 
tion von a und biefen Achfen fein, von denen num aber C und A Ihre 
Stellungen gegenfeitig vertauſchen, gerade fo, als wenn ber Winkel 3, 
beffen Grenzen immer biefelben bleiben, von ber Ale der x ans bis 
zu bem Fahrftrahl r gemeſſen und w in ber Ebene der yz genommen 
‚würde, Dasſelbe laͤßt ſich auch auf den Ausdruck für Y anxnda 
und man findet auf dieſe Weiſe, wenn 


Ba - A? 2* G_A 


‚ x . 





A? = ig 9 7 A? — 2,2 ® 
As - B% ‚,Q@_B u 
B? = A re e 








gefeßt, und cos 3 für bie Achfen der x unb y zur Unterfeheidung be 
‚siehungsweife durch. die Beränderlichen. x und y-vorgeftellt wich, - 
1 


X GuM — 38 har —— —, 
4 —J a x⸗ 
3b 
Y=6uN— er 
B J—— n 
Macht man ferner | 
x — Ar Br 
— — — 3 
eyitaa ——— 


Ku oydtara dz a! 


.eegibt, bringt dann die Größen unter‘ ben Integralzeichen in den ver 
ſtehenden ne von X und Y unter die Be 0 


VAT Th’ Van 2 v VER VER 


und beachtet, daß | 
J ns 
Br lee a 5 V 











— _ 


mid daß die Grenzen Yon x und y biefefben ind, wie bie von z, w 
findet man 


w { 


lo KG ui a [le _ 
G : VER Vita 

Y- un Mole: 

. Vıram + 14328 Varna —— 


unb man m fie daraus, daß kan 
en ne — = 30. 
Ib V1+2,222 142,222 a 
geſetzt wird, die. Integrale in den beiden lebten Ausdrücken fich durch 


Variation, der Conſtanten A; umd A, in den Junckionen A L und 4L 
ergeben; denn man hat, wie leicht zu ſehen iſt, 


dar  [ al [«- F ln 
FA, 0 Ve Jo VireVYarse)ı 
und damit können nm bie Werthe ber- Eomponenten X, Y, Z durch 
bie einfachen Ausbrükes 








3c 
2 = Gum . , j 
nm 3b die 
— 3a d.A4Ll 


vorgefteit werben, jo daß nun die weitere Entwickelung dieſer Werthe 
nur noch von der Entwidelung der Function L abhängt. 


. 114. 


J Sie Form dieſer Function Ligeigt, daß dieſelbe im Allgemeinen 
mir durch Entwickelung einer der beiden Wurzelgrößen des Nenners in 
eine Reihe integrivt werden Tann, und daß fle dann nur einen beſtimmten 
Werth erhält,, wenn ſich biefe Reihe bei einer größern Ausdehnung 
einem beſtimmten Grenzwerthe nähert. - In dem befondern Falle da— 
gegen, daß zwei ber drei Achien des Ellipſoids —* werden, dieſes 


278: 
alfo ein. Umbrehungstörper iſt, Takt fich der Werih ber Function L ig, 
einem gefchloffenen Ausdrucke barftellen. 
Sft nämlich die Kleinere Achfe C bie geometriſche Drehungéachſe, 
alfo A=B, fo wirb A, = A, , und. demmach mit Weglaffung bes 
Sn 7° 


1 
u 1 
L - 1 = 75 (2—arotng?) . 
,. &0 et 
Sn dieſem befondern Falle iſt dann. aber bie Wblsitung * as 


bem integrirten Werthe nicht mehr zuläßigz nehmen mir daher ben all- 
gemeinen Werth dieſes Aenderungegeſehes ‚To gibt derſelbe für 4. 4. 
den Ausdruck: 


za 1 1 | 
\, zen): 
und man findet damit für die drei Gomponenten ber Wirkung, welche 


ein an feinen Polen abgeplattetes Ellipfoid anf eineg 
Punkt feiner Oberflaͤche eh bie Werthe: 


2. 





2 = Gum 3° _ ur a areungd), 





De Sud Er (ww) 


_ 3/09 __ 4 
x = CM ya (wenn >): 
Soll dagegen bie Umdrehungsachſe die größere von beiden Achſen 
ber erzeugenden Ellipſe fein, fo daß das Ellipſoid ein fpinbelfürmiges 


wird, und nehmen wir die Achfe A als diefe Umbrehungsachfe a, we: 
buch B=C und A; = 0 wird, fo erhalten wir zuerft 


' 2» ddl | 

ji —— 0 Er 248 — (G@4VEr2)]; 

daraus folgt kn F | 
d.Aıl 


ET Leer], 





RI: 


und bie Ausbrinfe für bie drei Seitenwirkungen werben mit Weglaflung 
des Suber von A | 


X— @duM . [er G+Vir? Fa) 72 ir | 











Y=GuMN 





nz ly I+B—mla+yirm)] |. G. 


= Gall. Vi +33 1ogn (A+ VI] 


Wird endlih A = 0, fo geht In beiden Fällen das Ellipſoid in 
ne Kugel über, und es nehmen dann fowohl die Gleichungen (82) 
als die Werthe (83) die unbeftimmte Form $ anz fie kommen jedoch 
durch das gewöhnliche Verfahren, indem man bie abgeleiteten Functionen 
von Zähler und Nenner dieſer Ausdrüde in Bezug auf A nimmt, auf 
die für die Kugel gefundenen, in 6. 109 abgeleiteten Werthe (K) zurück, 
Denfelben Zweck erreicht man übrigens auch durch Entwidelung ber 
Functionen von A in Reihen nach auffteigenden Potenzen biefer Größe, 
wenn man Darin nach vorgenommener Reduction A Null feht. 


8. 118. 


Die im vorhergehenden $. für das Umdrehungsellipſoid gefundenen 
Ausdrücte (82) wollen wir noch für den Fall betrachten, wo biefer 
Körper von der Rugelgeftalt nur fehr wenig abweicht, wo alfo A ziemlich 
Hein ift, wie z. B. De ber er wo man das Vrhaumiß A:C301: 300 





hat und ſich 22 = CE nahezu glei 22 zd ober 0,00668 berechnet. 
Seben wir für befen Fall 
are tang =I— Zi + Tu 


und vernachläffigen überall die ſiebente und die höhern Potenzen von 2%), 
{0 Iaffen fich die obengenannten Werthe für die drei Gomponenten 
X, Y, Z auf folgende Ausdrücke zuräcführen: 





) Es if nämlich leicht zu fehen ‚ baß die Annahme: arctang} — A —** 


für die Berihe von X, Y, Z basfelbe Ergebniß liefern würde, als wenn 
mau 1 == 0 ſegt. 


a _ 


GuM a 6 _GuMb 6; nt 3, 
lie ), = (1-32 ni cl ze). 


und man ficht, daß ſich die beiden erſten zu einer min Kraft S 
vereinigen laſſen, welche ſenkrecht zur Umdrehungsachſe gerichtet iſt 
und deren Werth dieſelbe Form hat; denn ſetzt man Var+ b®=r, 


wo r ben Halbmeffer des Parallelkreiſes bezeichnet, befien Ebene nm 
die Ordinate c von der Ebene des Aequators entfernt liegt, fo ergibt fi 


s — uMr (1-5?) j 


Für einen Punkt im Aequator hat man demnach, ba hier c — 0 und 






[ GuM A 6 
u 222 — 
= *6 52) 2=0, 
und für einen Punkt an einem ber beiden Bole, wo r—=0, C if, 
s=0, - (1-58). 


Man zieht daraus für die anziehenden Wirkungen P, unb P, des 
Ellipſoids auf einen materiellen Punkt feiner Oberfläche, je nachdem ſich 
derfelbe im Aequator oder am Pol befindet, das Verhaͤltniß: 


6 3 
J (1-52) (1-52) , 
oder da A=CYi+A=C(1+422) iſt, 
p— fı_° x 1.\.41_3 2 
Bo: PR, = (1 >) (1452 11-0 


-4—12:1-6% 
A 


Darnach müßte alfo die Intenſität der Schwere am Aequator der Erde 


um 27 22 oder Em Heiner fein al8 am Pol; die Beobachtungen geben 
aber, sie im erften Buche ($. 104) bei der Lehre vom Pendel gezeigt 
worden iſt, für das Verhältniß der anziehenden Wirkungen Po und P, 
bet bewegter Erde nahezu 


P):P/=1: 1,00519 , 
und daraus folgt nach Abrechnung der Verminderung ber: Schwer 
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durch den von ber Achiendrehung herrüßrenden dynamiſchen Druck, 
welcher am Aequator ($. 97 desjelben Buches) - ER. ober 0,00347 | 
von ber Schwere beträgt, dad Verhaͤltniß ber Kräfte 4 ind P;: 
Po : P, = 1,0347 : 1,00519. 

P, :P= =1:1, 0017 ; 


Die anzichende Kraft ber Erde ift folglich am Aequator nahe um 


ober um 4 42 Kleiner als am Pol, und biefe Abweichung von dem 


obigen Ergebniß der Theorie deutet darauf Hin, daß bie Erde nicht . 
homogen tft, baf namentlich der äußere Wulft, welcher bie durch bie 
Pole gelegte Kugelfläche umgibt, eine geringere Dichte beſitzt, als bie 
innerhalb diefer Kugelfläche enthaltene Mafle, und daher auch eine ver⸗ 
haltnigmäßig Kleinere Anziehung ausübt, wohurd die Veränderung in 
der Sntenfität der Schwere vom Pol zum Aequator fo groß wird, als 
wenn die Erde 24 mal ſtaͤrker abgeplattet waͤre. 

Für irgend einen Punkt der Oberfläche, deſſen zur Umdrehunge- 
achſe parallele Ordinate c ift, ergibt fich die Intenfität P der Anziehung 


. GuM i (1-2) (1; yo. 
P = 57 r? (1 2) +e 1 5°) Be 


oder da. man nach der Gleichung ber erzeugenden Gllipfe hat. 


r? e? j c? + 
pta=1, = elı-5)=0u4m 
nach einigen Reductionen, wobei A* vernachläffigt wird, 


»_GuM ce? __GuM (1 . 

= y: 1-4 = — 101 +2 2) 
Auf. der Erde drückt man getwohnlich bie Intenfität ber Schwere in 

einem Punkte ihrer Oberfläche durch befien geographifche Breite 
b. h. durch. ben Winkel 8, welchen die Normale in dem betteffen« 


den Punkte mit der Ebene bed Aequatord bilde. Man findet dann 
mittels der © Gleichung ber erzeugenben Ehipſe 


ober nahezu | 





tung = = — (142): = (14 2)tango, 


a _ 


und damit ergibt fi nach und vach 
ee Ai _ — — 
. VIFGHR Tut VE ngta+2Artangt gg 
1 
Vı-ttagto Yi+22:sinw 
saß = sinw(1+Acostw), | 
worin @ ben vom Fahrftrahl r mit der Ebene des Aequators gebildeten 


Mintel ieüncı Ferver bat man durch bie Gleichung ber Ellipfe 
und mit Vernachläffigung ber Aten Potenz von A 


J 


con? m , ainꝰ 14 42 1 
— a )=1, 1=0V na = Ct z ren} 


sin? 8 
1-+22cos!ıa’ 


ca 


. 
6 =5 (1 + 3 A8 cos? —R (1422 cos? u) = 
und damit folgt in gleichem Grabe ber Annäherung 

— 7,a,1.,,; 
-"Gli-n Hp), 


wonach die Zunahme ber Intenſität ber Schwere dem Qua⸗ 
brat des Breitefinus proportional tft. 

Endlich Tann man noch die anziehende Wirkung des Sphärotbs 
mit derjenigen einer Kugel von gleicher Maſſe und Dichte vergleichen, 
berem Halbmefler r, alſo durch die Bedingung: 

Srgrs — Sm ACC ,„ r3— (%(1-+2°) 
beftimmt wirdz er tft offenbar Meiner als A und größer als C und 


gleich dem Fahrſtrahler, für welchen man hat 
1+322 Fer 0,041 
Veh =VirR on men, 


fo daß bie geographiſche Breite feines Endpunktes oder Parallelkreiſes 
durch die Gleichung: 


ns = thır 22) = Lfır a 
= (1472) = z(i+ 50) 
gegeben ft, woraus man als erfte Annäherung 


= —XR +» (—4)] , 


woraus folgt, daß für sin?#—=4, P=+rGugqr, wird, daß alfo für 
einen Bunt bes Parallelkreiſes, für welchen das Quabrat bes Breite 
finns — 4 tft, die anziehende Wirkung des Sphäroids nahe biefelbe iſt, 
a8 wenn die Maſſe desfelben in feinem Mittelpunkte vereinigt wäre. 

Diefee Satz wird ſich auch noch auf die Erde anwenden laſſen, 
obgleich fie. nicht homogen iſt, ba bie Veraͤnderung der Schwere doch 
aur ein ſehr Peiner Theil der mittleren Sutenfität dieſer Kraft iſt. 


$. 116.- 


Wenden wir uns nun zu ber Unterfuchung bes erfien ber in 6.110 
grannien Bade, nämlich besienigen, wo bie Wirkung eines homogenen 
Ellipſoids auf einen außerhalb liegenden materiellen Punkt zu beſtimmen iſt. 

Nehmen wir bazu die urfprünglichen Werthe (69) in $. 99 ber drei 
Eomponenten X, Y, Z-unb beachten, daß fih aus dem Werthe von w 

ww Vix—a)t+(Y —b)’+ (z—c}} 
bie le Wenberyngegeehe: : 
in _ _ a—x dw _ __b—y dw B—#: 
di 282 gy“ w 3 da 'w 
ergeben, fon konnen wir Veen unter bie J bringen: 4 


 Y=-— 8 [: (E w.gf(w) 3, V 
2— 64 Ile er ‚gf(w) 


worin w. und w.. die Grenzen von w bebeuten, die ben Grenzen x 
‚ und x, von x entiprechen, w, und w,. die Srenzwerthe für y — y 


und y=y,, und w., w. die Werthe ferner Beränderlichen für ‘bie 


Grenzen z unb z, von z, wobei jedesmal die beiden andern Beränber- 
lichen conftant bleiben. „Führt mau dann die Integrationen in Bezug 


auf w aus und bezeichnet den Werth vom “ av. t) duch⸗. F(v), 


fo erhält man für einen homogenen Köcher 


x=oufer ji [F (wu) — —F(m)] 


t 


h.) Y= * für [F Im Km] 


= * je . [F (wo) —F (w:)] 


und man. ſieht daraus, daß in unſerm Falle, wo bie e Geltung ber 
bogeenuenden Fläche des nn , wine 

2. 
u A? Karl, 


ganz ſymmetriſch if in Bezug a die drei Veränderlichee, die zu den 
. Faien ber y und z parallelen Kräfte Y und Z aus dem Werthe von 
X durch entiprechende Vertauſchung der dalbachſen A, B, c gefunden 
werben koͤnnen. 
Ich beſchäftige mich deßhalb vorerſt mit der eten ber Gieigunge 
(h) allein und fee in derfelben Sound 


x=Ax, VaBf, 120, 
fo daß bie Gleichung des Cllipſoids bie einfache Form: + 
i.) \ x? hy 3 1272 — 
annimmt, und die genannte Gleichung wird 


1 


x onueliy —* [F (m) — m: 


Als Grenzwerthe von w findet man dadurch, and da x0 — — xiſt, 
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= (a—Ar)I + (bByj+lo- Or) , 
— (a+Ar)?+(b--By)%-+(0o— Cr), 
worin noch der Grenzwerth von x’ in Function von y’ und =’, uhmlih 
| x — Vi-y!—r? = 
einzuführen sehre, wenn bie Integration weiter fortgeſeht werben ſollte, 
was indeſſen für den gewöhnlichen Fall: I(M)= auf directem 
und einfachen Wege nicht möglich; für unfern gwee übrigens auch 
nicht nothwendig if. 


= 
Für ein anderes homogenes Elipſoib „ deffen Halbachſen A’, B’, c 
ſind, beiten Gleicng ve bie Formen: 


rat! : tet | 


‚hält, worin x = 7, u. ſ. f. iſt und welches dieſelbe Dichte q bes 
ſiht ft, wie das gegebene, hat man als Werth ber zur Achſe ber x paral- 

Wien Componenten X jener anziehenden Wirkung auf einen Punkt, 
beſſen Goorbinaten a’, b, 0’ find und beſen Maſſe ebenfalls u iR, 
An Aush: - 


—— ji [Flwe)—F(w)] 


m, aur Beftimmung der beiden Grenzwerthe Wr und Wu, welche den 
Grenzen x und, x, von x x enfjpeeiien ‚die Sleihungn: . , ., 
mil x")? +(b By’) + — Or’), 
wi =(d Ir Er i— Cr’), 
worin x ſelbſt noch durch YI— Yu"? zu erſehen 5 5" 
Ich nehme num: dns. zweite Ellipſoid fo an, daß es mit bem erſten 


gegebenen den Mittelpuntt und bie Brennpunkte gemeinſchaftlich hat 
aund durch den ve Bunt abe geht,-io hab man hat - “ 
J Er A? tt. 0. (x. 
Dqeihuet man dann die abſoluten Excentrizitaͤten zweier. Haupifchnitte 
der beiden Ellipſoide mit den Ebenen der zy und ber xzı mit E, und 
En, fo hat map such | | 


A 


6 


B-MıE? „a  N=At— 5? 
.G=AMu BE! „ Grm At _— 5: 
und folglich 
1.) B?—B2=- (0? _-O— Ar— A, 
Kerner nehme man an, baß ber von bem zweiten Ellipſoid ange- 
griffene Punkt a’b’c’ auf der Oberfläche des erften liege und zwar 1, 
daß ſeine —*2 durch die Beziehungen: 


«sam 4: A 
m.) b:b=B:B 
“ ' e:c=C:C 


beftimmt werben, daß fich alſo die Goorbinaten der beiben angegriffenen 
Punkte wie die dazu parallelen Achſen der anziehenden Ellipſoide verhalten, 
oder daß die beiden angegriffenen Punkte entſprecheude 
Punkte der Begrenzungsflächen dieſer Körper ſind. 

Beachtet man dann, daß die Gleichungen der beiden Ellipſoide mit 
den Veraͤnderlichen x, y, =’ und x”, y”, x" ganz identiſch ſind, daß 
ebenſo die Grenzen biefer Beränderlichen biefelben Werthe Haben, naͤmlich 
für x und x”, die bereitö angegebenen, für x’ nub.2”. bei ber zweiten 
Integration +yi-y: y? ud LYi—y’? und für Y md y” bei 
ber Iehten Integration: & 1, fo wird man einfehen, daß in bem Werthe 
von X’ die Veränderlichen Y, y, 2’ ftatt ber Beränberlichen x“, y,. 
gi werben können, woburch nun die Werthe von w.? und w.’? mit 

kachtung der aus den Proportionen (m) fi} ergebenden Werthe um 
a,b’, ec und aA’, b’B, CC die Formen annehmen: 


w’ = SDHC HABT FOR At "+Biy24037", 
te —2(aAr +bBy-+oCz) 
LA2YE L Bey L O2y8, 


Sie Differenz, biefer beiden Mushrücke gibt deumach mit Beitfiähtigung 
ber Gleichungen (1) 


a [at +patga-@trten] 
and zufolge der Gleichungen (1) und (k) | 


ws w3=0 N waäw; .. im! 


Unabhängig von jedem .Befonbern Werthe von A-ımb A’. Auf gleichem 
Wege ergibt fih wu. — wi, alfo auch 

F(w)=F(w) , F(we’) = F(m) 
und folglich | 


: ” a u . 
jH dy fü da’. [F (w,) —Fira)] |# y fi * . FCV.) - F —* „ 


Bezeichnet man alfo ben Werth biefer Integrale zur Abkürzung mit, J, 
fo findet man 
xX=6ugBC.] ,„ GqB C. 3 
and demnach für jede beliebige Function f(w) von w 
| X:X—=BC:BC. 


Für bie beiden andern Somponenten hat man dann le der oben⸗ 
gemachten Bemerkung in Betreff der Symmetrie ihrer Werthe 
Y:Y=AC:AC, 
A:Z27 AB: AB', 


Fir dieſe drei Proportionen drücken den merkwürdigen Satz aus, daß 
bie anziehenden Wirkungen, welche zwei bomggene Ellipe 
foidevon gleicher Dichteund mit gemeinſchaftlichen Mittels 
und Brennpunkten gegehfeitig :auf zwei, eutfprechende 
Punkte ihrer Oberflächen parallel zu einer ber Achſen 
ausüben, ſich wie die Broduete der beiden andern Achſen 
oder wie bie Fläheninhalte ber zu jener Achfe ſenkrechten 
Hauptfihnitte verhalten, und zwar bei jedem beliebigen 
Geſetze der gegenfeitigen Anziehung zweier materiellen 
Vunkte. 


§. 117: 


Bezeichnen wir nun weiter mit X”, Y”, 2" bie drei Componenten 
der nziehenden Wirkung, welche von dem zweiten Ellipſoid auf ben 
in feiner Vegrenzungsfläche liegenden Punkt abe ausgeübt wird; e4 


been fi Damm mad) 5. 112 (8) für dm Ball PC) = 4 


die Seitenwirkungen X", Y”, Z” und X’, V, Z’ dieſes 
die beiden Punkte abe und a’b’e’ wie bie parallelen Goorbinaten der⸗ 
felben, ftehen alfo wie biefe Coordinaten felbf im umgefchrten Berhältniffe 
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‚bee parallelen Achſen der beiben Cllipſoide, auf denen fie liegenz man 
bat daher 
X:l=r:ı=A:l, 
Y:Y=b:b=B:P, 
2:V”=c0:c=C:C, 


und wenn man dieſe drei Proportionen Glied für Glied mi denen de⸗ 
vorigen $. multiplicirt, fo folgt 


n) X:”’=-Y:Y=2:27=ABC:ABCU’=NM:W. 


Man ſchließt Daraus, daß die Wirkungen ber beiden Ellip- 
fotde auf den Punkt abe, ber auf ber Oberfläche bes zwei 
ten liegt, in Demfelben VBerhältniffe Reben, wie bie Pro 
bucte ber drei Achſen ober wie bie Maſſen M und M’ jenen 
Körper. 

Nehmen wir endlich noch ein britted homogenes Ellipſoid von 
gleicher Dichte, wie die vorigen, welches mit biefen beiden ebenfalls 
Mittelpunkt und Brennpunkte gemeinfchaftlih hat, befien Halbachſen 
A,, B,, C, felen und deſſen Wetung auf den Punkt abe durch die 
rechtwuitligen Componenten X,, Y,, Z, ausgebrüdt wird, fo haben 
wir in gleicher Weiſe wie vorher 


X:XK=-Y:VY=2:Z=AB0:ABO=M:K, 


und die Vergleichung biefer fortlaufenden Proportion mit der vorher: 
gehenden (1) gibt. die neue: 


X:K=Y:,=2:4=AB0:ABG=MUrM, 


Es geht daraus der ebenfalls bemerfenswerthe Sat hervor, daß bie 
Wirkungen, welche von irgend zwei gleich dichten und 
homogenen Ellipfviden mit gemeinfchaftlihen Mittel: 
und Brennpunften auf benfelben außerhalb ihrer Maſſe 
liegenden Punkt ausgeübt werben, in demſelben Verhälts 
niffe fiehen, wie die Maffen dieſer Körper, wobei jeboch nic! 
zu überfehen ift, daß biefer Sab nicht wie der vorhergehende für jedes 
Geſetz der Anziehung gilt, fondern nur für das in der Natur ſtatt⸗ 
Anbende bewieſen iſt. 


—⸗ 


6. 118. 


Der durch die fortlaufende Proportion (n) ausgebrüdte Sat führt 
und mm zur Auflöfung unferer Aufgabe. Denn bie in $. 113 gefun- 
denen allgemeinen Ausdrüde (80) und (81) geben für bie Werthe ber 
Seitenkräfte X”, Y”, 2”, welche bie Wirkung eines Ellipſoids, deſſen 
Achſen A’B’C’ find, auf einen Punkt abe feiner Oberfläche vorftellen, 
indem man für die Größen A, und Aa ihre jetzigen Werthe: 


A? — (2 pB2_ 0 


einführt, die Ausbrüce: 
3a 1 22 
6 | da. — — —— ⸗ 
A'32—(0’2 B3_C2 
— V(+ ale )' Vi+ a 
“ ⸗ ⸗ | 2* 
1* GuM 63 dz T/, Mr /g Bonn - —— — 
0 V + C’? ay/ (14 C'2 z ) 


3c 1 | * 
= Gul’ | I — 
A’? 02, C2 
0 ve CC? 148 * 


Macht man dann — — — „woraus fh 20 für !—(, 1-2 
für = 1 ergibt, beachtet die Gleichungen (1) unter ber Form: 
Ar— lo Ad , zn - 




















und multiplicirt jeden der drei vorhergehenden Ausdrücke mit = —, ſo 
findet man zufolge der Proportionen (m) und indem man sicher 


2 on (12 2 (‘2 
Eu, u u 








erieht, die Ausdrücke: | 
Decher, Handbuch der Mechanik IL. 49 


ale 22 
= Gulg dꝛ. — — — , 
Vl1-+ 2,222)? Vi 23222 


3b Ri 22 
84.) Y= GuM ag |dı. I ——— , 
o Vitmeydtme 
e 
1 = = = Gum 2" 


o Vıram tz? Vitae 


ober wenn man den Werth des legten Integrals mit L’ bezeichnet, wie 
früher die Ausdrüde: 








3° W 
| 3b 6. 
85. Y= Gu Ms 
— d.4L 
N , 


als Werthe der drei Seitenwirkungen X, Y, Z des gegebenen Ellip⸗ 
ſoids auf den gegebenen außerhalb liegenden Punkt. 


Die vollſtaͤndige Auflöfung der Aufgabe hängt demnach noch von 
der Beſtimmung ber Achſe C’ ab, und dieſe erfolgt aus der Bedingungs- 
Glelchung: 
a? b2 0? _ 
rre-etermzete” 


welche mit der Gleichung (k) gleichbedeutend tft. Diefe Gleichung {ft 
in Bezug auf C’? vom dritten Grade und gibt für diefe Größe jeden- 
falls eine pofttive Wurzel, da ihre Iinfe Seite, wenn fie auf Null 
gebracht iſt, zwiſchen C?= 0 und C?—= 0 das Zeichen wechlelt, 
und. wie leicht zu fehen, auch nur eine; bie hegativen Wurzeln geben 
natürlich imaginäre Werthe für CO’; die Teinem Ellipſoid angehören 
können. 


Liegt der angegriffene Punkt wieder auf ber Oberfläche des gegebenen 


1, 
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Ellipſoids ſo hat mn C =C, ar alio L=L, und 


die Gleichungen (85) gehen wieder in die Ausdruͤcke (81) über, 


6. 119. 


Aus ben vorhergehenden Grgebniffen iſt num in Betreff ber Beiden 
Umbrehungs = Elltpfoibe Leicht zu ſchließen, daß bie entiprechenden Aus- 
drüde für bie drei Componenten ihrer anziehenden Wirkung auf einen 
außerhalb liegenden Punkt aus ben für einen Punkt auf der Oberfläche 
gefundenen Werthen (82) und (83) einfach dadurch hervorgehen, daß 


man daſelbſt in den eingeflammerten Yartoren 3 ftatt 2 febt. Denn 


macht man in unfern zulegt erhaltenen Gleichungen (8), nachdem 
man entweder Ag — A, == A ober Ag == 0’ angensuumen bat, je nach⸗ 
dem die Achſe C ober die Achſe A die Umbrehungsachle iſt, Az = u, 
fo werden die Grenzen von u offenbar 0 und 4 5 und man ahat im 


erſten Falle 





21 
30 JE w 
= Dur "if 


im zweiten | 


Für ein abgeplattetes Sphärold nehmen demnach die Werte ber drei 
Seilenwirkungen auf einen außerhalb liegenden Punkt bie Bormen an: 


3a CA .cC4- 
eg (wein Cr Cu vor) 

3b Ca CC . 
Y= G uM —— 20 (ro ang eG” - ram) ’ 6. 

36. (04 CG\ . . .. 2 
Z = GuM 3356 ; mus) | 


md für ein fpinbelförmiges Umdrehungbellipſoid werden fie 
19% 


a |" (<+V +E 7 
Graf — 2 


tor 


8) 
CA 
rec fe F — +)| 
nz a ER _ gl S+) + )l 


Der Werth von C’ wird für ben erflen Körper durch die Gleichung: 
1b? c? 
Arn-ate mia tl -P)—Be=0 
gegeben, für ben zweiten Körper Dagegen aus der Gleichung: 
2 
AR at 1 abe Ct EN — Erb )=0 


gezogen, welche wie die erfiere nur noch vom zweiien Grabe in Bezug 
auf C’? ift und worin a +b2-+c2 buch eꝰ, A — C? durch E? er⸗ 
ſetzt wurde, 

| Wird A=C=R, E=0, fp gehen beide Körper in die 

Kugelgeftalt über, und die vorhergehenden Gleichungen geben 
C=e ,„ ‘=0; 

bie Werthe ber Componenten X, Y, Z dagegen nehmen wieder bie 
unbeftimmte Form rn an, und man findet auf die obenbemerfte Welle 


und mit dem Werthe C’—= e in beiden Fällen für die Reſultirende 
berjelben den tn $. 107 für die Kugel erhaltenen Ausdruck wieber. 


Der zweite Werth C’ = 0 macht nach demſelben Verfahren die 
Werthe von X, Y, Z unendlich; fucht man aber ben wehren Werth 


a welcher für unſern Fall ſich unter ber Bo 5 eig, ine 
man ©; = für 22 und für C? die Wurzel: 
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ee — E?—V(e Er FAR2eR 
der erſten der obigen Gleichungen einführt, welche auch bie entfpreihenbe 
Wurzel ber zweiten ber Form nach vertreten Tann, nimmt dann bas 
Aenderungsgeſetz vom Zähler und Nenner des Dadurch entftchenden 
Bruches: | | 
a _ _2E 
c? c? [e: — E — Ve — Ei)? + 4E? e} 


in Bezug auf E ald Veränderliche und feht endlich E= 0, fo findet 
man für beide Ellipſoide 


cd? = 


Eu entweder -— 2 oder ——— 
—X de ’ -02(b?+0)?’, 


und es wird demnach * in jedem Falle imaginär. 


8.120. 


Die vorausgegangenen Grörterungen jchließe ich mit einer bemer⸗ 
tenswerthen Zolgerung, welche aus bem am Ende des $. 116 aus⸗ 
geiprochenen Satze in Bezug auf die anzichende Wirkung zweier con⸗ 
eentrtichen Kugeln gezogen werben Tann, 

Bezeichnen wir nämlich diefe Kugeln mit K und k, ihre Halbmeffer 
mit R und r, die Wirkung der erften größern auf einen Punkt in der 
Oberfläche der zweiten Hleinern mit P, die Wirkung ber zweiten auf 
einen Punkt in der Oberfläche der erftern mit p, fo haben wir unter 
der Vorausſetzung, daß beide Kugeln homogen find und gleiche Dichte 
haben, nach dem angeführten Satze 

P:p=R!;r, Ä 
d. h. die genannten Wirkungen verhalten ſich wie bie 
Quadrate ber Halbmeffer oder wie bie Oberflächen ber 
beiden Kugeln. | | 

Aus diefer Proportion zieht man die Gleichungen: 

Ä R® r? 
P=p m. p=P Re’ 


durch welche die Intenfität der Wirkung einer Kugel auf einen aufer- 
halb liegenden Punkt beftimmt werben kann, wenn bie auf einen im 





AA 


Innern liegenden befannt tft, und umgekehrt, und zwar für jedes be⸗ 
liebige Geſetz der Anziehung. 

Sollen z. B. dieſe Wirkungen unter der Vorausſehung beſtimmi 
werden, daß die Wirkung einer Kugel auf einen im Innern liegenden 
Punkt von dem Halbmeſſer R der Kugel unabhängig ſei, fo wird P nm 
eine Function bed Abftandes r des angegriffenen Punktes von dem 
Deittelpunfte der Kugel fein und demnach dieſe anziehende Kraft durch 


P= Gugp(r) 


ausgedrückt werben, worin 9 (1) irgend eine Function von r bezeichnet. 
Ebenſo wird die Wirkung P’ einer andern Kugel, deren Halbimefter R 
größer als R ift, auf einen Punkt in der Entfernung r von ihrem 
Mittelpunfte in derfelben Borausfegung durch Gugp(r) gemeflen mer: 
den, alſo P=P fen Die Wirkung der Kugeljchale, welche von 
dieſer letzteren Kugel übrig bleibt, wenn bie erfiere weggenommen wird, 
und in deren hohlem Raume ſich dann ber angegriffene Punkt befindel, 
it aber offenbar auch dem Unterfchiede der Wirkungen beider Kugeli 
gleih; biefe Wirkung iſt folglich nah unſerer Voraus⸗— 
ſetzung immer Null. 

Nach dem obigen Satze erhält man ferner für die Wirkung p der 
Kugel k vom Halbmeſſer r auf einen Punkt außerhalb berfelben in be 
Ontfernung R vom "Mättelpuntte ben Werth: 


P = TORE 


bezeichnet man dann die Maſſe der Kugel vom balbmeer r mit m 
und die Entfernung bed Mittelpunktes ber Anziehung dieſer Maſſe von 
dem angegriffenen Punkte, wie früher, mit W,, fo hat man jeben- 
falls auch 

p = Gumf(wW;), 
worin die Function FCW,) wieder das Geſetz ber Anziehung zweier 
materiellen Punkte ausbrüdt. Die Vergleichung biefer beiden Werthe 


Son p gibt 
mi(W,)R = rp(r) 
oder, da m = Ina wu und ba u) gefegt wer⸗ 


ben kann, 


(v,)- vo 
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Aus dieſem Ausdrude läßt fich aber. bie Form ber Function fCw,) 
oder das Geſetz der gegenfeitigen Anziehung nicht beftimmen. Sehen 
wir deßhalb noch Die Bedingung, daß ber Mittelpunkt der Kugel zu= 
gleich Mittelpunkt der Anziehung, daß alſo w, —=R fe, fo hat man 


(w)=t)= 4, 
und da man immer (1) — 1 haben muß, fo folgt 


v(r)=1, KR)= Ir ; Pr) =Srar, 


und damit erhält man 


P= ums = SnGugr , p= Gumg- 
Das Geſetz der Natur tft demnach das einzige, nad) wel- 
chem gleichzeitig ber Mittelpunft einer homogenen Kugel 
Mittelpunft ber Anziehung und die Wirkung einer homo— 
genen Kugelfchale auf einen in ihrem hohlen Raume be- 
findlihen Punkt Null if: 


IV, Gegenfeitige Wirkung zweier ftetigen Eyſteme. | 


$. 121. 


Bezeichnen wir wieder, wie früher ($. 98) bie Coordinaten ‚eines 
Punktes des angreifenden Körpers mit x, y, z im Bezug auf ein 
Cordinatenſyſtem, deſſen Anſangspunkt vorerſt beliebig angenommen wer- 
ben kann, und mit t, u, v bie Coordinaten eines Punktes in dem an⸗ 
gegriffenen Körper In Bezug auf diefelben Achfen, fo erhalten wir nad) 
dem Dorhergehenben ( ($. 99) für die drei rechtwinlligen Gomponenten 


P cosPx, P cosPy, P cosPz bei von dem erften Syſtem oder 
Körper auf ben materiellen Punkt tuv des zweiten ausgeübten Wirkung 
P, wenn bie Maffe dieſes Ichtern Punktes einftweilen wieder durch w 
unb das Gefeh ber gegenfeitigen Anziehung zweier Punlie durch FL ”) 
vorgeftellt wird, bie Ausdruͤcke: | 




















————— 


in welchen q, bie Dichte in dem Punkte xyz bes wirkenden Syſtems 
vorſtellt und als eine Function der Veränderlichen x, y, z zu betrachten 
if. Diefe Wirkung P kann nun wieder in eine fördernde Wirkung P 
von gleicher Intenfität und Richtung zerlegt werben, von welcher bie 
vorftchenden Werthe demnach ebenfalls bie vechtwinkligen Gomponenten 
ausbrüden, und in ein Moment Mp, deſſen rechtwinkliche Gomponenten 
Mx, Mr, Mz wieber bie bekannten Werthe: 


Mz = t.PcosPy—u.P cosPx 
My =v.P cos Pxı — t.P c0sP x 


Mx = u.PcosPr—v.P cosPy 


erhalten werben, die mit Berückſichtigung ber obigen Gleichungen bie 
Zormen annehmen: 


—— 
— ———— 
— — 


Beachtet man nun, daß nach den bisherigen Ergebniſſen die 
Werthe für die Componenten der Wirkung eines Punktes auf einen 
andern zugleich Die Aenderungsgeſetze ber Seitenwirkungen ausdrücken, 
welche von einem ftetigen Syſteme auf einen Punkt ausgeübt werben, 
wenn man darin fintt ber Maffe m bes wirkenden Punktes das Aen⸗ 
derungsgeſetz dev Maffe des wirkenden Körpers in Bezug auf bie Aen⸗ 


— m 3970 wm. "u 
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derung der Grenzen des letztern einführt, fo wird man daraus ohne 
befondere Ableitung jchließen, daß die vorhergehenden Ausdrücke ebenſo 
die Aenderungsgefehe ber fürbernden und bdrehenden Componenten ber 
yon dem erſten Syſteme auf das zweite ausgeübten Wirkungen in Bezug 
auf die Aenderung der Grenzen dieſes Syſtems vorftellen, wenn darin 
ftatt dev Maſſe u das Aenderungsgefeh der Maffe bes zweiten oder an= 
gegriffenen Syſtems gefet wird. Bezeichnen wir alfo dieſe Gomponenten 


der Reihe nah mit 8 ‚PoosPx, etc., 2.Mx, etc, bie Mafle 


des letztern Körpers mit M, , feine Dichte in dem Punkte tuv mit g, 
ſo erpalten wir für die erſtern 


dd, d.2.PcosPx PcosPx _ ds M, 
 dtdudv rel [ir jes5 U -1(w) 
. | 
8.2. d.2.PoosPy _ | 
Ardudv Gate iR je ut) — 
@.2.PcosPz _, dM; 
Adudv Grand ——2 [a 4-1") 


und ebenfo für bie drehenden Wirkungen bie Aenderungsgeſetze: 


d3.3.Mz elaierr —* In 


u u—y 
didudv Ndrdudv „ ft) 














eo) 














de. 2.Mr «m, ( (if, : 
Dauar = lat vidx.Idy.idz. 
\ X Yo Zo 
d®M, x Y = voz 
- ud a2. |ür [ü F— f(w)i 
Xo Yo 17) 
dꝰ. S.Mx am, [’ ('’ 2 
Tun e —5z — dy.idz f(w) 
Xo Yo Zo 
dꝰ M x y - a— 
dus je-jür-f a) 
Xo Yo Zo 
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Man bat aber au 
bat aber auch —WW 
didudv Bo 


und damit nehmen die Werthe für bie Gomponenten der fördernden 
Wirkung die Formen an: 


3.Pcos Pr= ofa IR ji IE fe dz. u —UR), 
88.) 8.Pcos Py= = of. ‚fü je o|s ſ* jes u— Mm), 
S.PcsP2 = ofa ja je AL IE IE H— N). 


Machen wir dann wieder 


jr f(w)=4.F(w) ; j=J® er 4uFw)=TU, 


jo erhalten wir mit Ruͤckſicht auf den Werth: 
we = (t-2)?+Qu—y)?+(r—2)? 
die Gleichungen: 


jeje ſa = ir je] —* so“ a’ 
Prof Do 
jeJr-j® —* 8 * —— um -5, 


da hier die frühere Bedingung in Betreff der Unabhängigkeit der 
Grenzen bes wirkenden Körpers von ben Veränderlichen t, u, v immer 


Bi *. 





erfüllt ſein wird. Damit nehmen dann die obigen Werthe die einfacheren 
dormen an: 


t u v 
Z.PcosPx = ojü. für. (iv.u%r 
j [A U Y 
| t u v 
—B — — (89. 
to u. Yo 
‚Pos? = ofa jejoe3 4. n 


Auf gleiche Weife findet man für die Momente Z.Mz, S.Mr, 
=.Mx zuerſt die Ausdrüde: 


ehe ‚fi IT 
fee 
J fefeefefe [Pe 
fa off fee 

zu fin [i fürn Je [be füna zer 
a Fa I BA EA Ka Et 


und dann mittels der Function -U die einfachern Werte: 


M 


M 


) (R. 





00 
u fr ‚gu s u v 

3.M,=G | fa dt [ej- dv. q⸗ A du [uch RL | 
t. 
t u v 

91.) ſ. Ja fi Part du. er. 1, 

t. 

3.Mı=G | j® iE Je wi fü fear re 


Die allgemeine Auflöfung unferer Aufgabe hängt demnach von 
zehn dreifachen Sntegralen ab, welche nur in feltenen Fällen 
für das in ber Natur ftattfindende Gefeh der Anziehung begrenzte Aus- 
drücke als Werthe ber Componenten ber ausgeübten fürdernden und 
brehenden Wirkung geben werben. 

Sn dem befondern Falle, wo die Dichte des angegriffenen Körpers 
eonftant, diefer alfo homogen tft, kommen bie neun dreifachen Integrale 
der Gleichungen (89) und (91) auf zweifache zuruck; man hat dann 
unter Aenderung der SIntegrationsorbnung 


ua pv pt u fr : 

— Fra [in für. [m Ga [in fürdt 

92.) * —— ſ — fa Jerdo 
V 

2. tern a. [ü je aa ſAp 

wo V 


für die fürdernden Gomponenten und 


2, won] fü je d. ji u.ä v. d. eu . 
9) { 2.M >= sul —— 4. vV -[ü „fü u. 3.) 
t u. 
Ya 
= = 0a —— 4. uV -[ —“ 
v. U⸗ 
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für die drehenden Seltenwirkungen. Es ift aber auch bie Anwendung 
dieſer Werthe,- welche man nach dem Frühern leicht auch in Polarcoor⸗ 
dinaten ausbrüdfen wird, burch bie Schwierigkeit ber Integration ehr 
beſchraͤnkt. J 


. 122. 


Wenn einer der beiden gegebenen Körper eine Kugel iſt, fo hat 
man für das in der Natur ſtattfindende Geſetz der Anziehung, indem 
man dieſen Körper als den angreifenden nimmt und die Coordinaten 
feines Mittelpunttes durch a, b, c, feine Maſſe mit M, bezeichnet, 
und unter der Vorausſetzung, daß die Dichte in einem feiner Punkte 
mr eine Function der Entfernung biefes Punktes vom Mittelpuntte tft, 
nah $. 107 

M, _M 


und damit folgt 








oU, __.„ a—t U, _ „bau dU, _.. 0—V 
a Aw u Ami? dv wi? 
— Mc, — dw, — AM I, 

— 7 da’ —w2 db ’ oo w2 de 
8. F * 
SM — 


Macht man daher wieder 


efeßer- 


ſo werden die Ausdrücke für bie fördernden Componenten 


eV, Kay oV, 
53 2.PcosPfy = GM > 


J. PcosPz — GM, Tu; 


2. PcosPx — == GM, 





fe haben demnach, wie vorauszufehen war, dieſelbe Form, wie Die 
frühern für die gegenfeitige Wirkung eines fetigen Syſtems und eines 


materiellen Punktes, befien Mafle M, iſt und befien Lage durch bie 
Goordinaten a, b, o beſtimmt wird, 

Man fließt daraus Teicht, daß wenn auch ber zweite Körper eine 
Kugel von ber Maffe M, und feine Dichte nur eine Function bed Ab⸗ 
ftandes vom Mittelpunkte ift, die gegenjeitige Anziehung durch 


R = CM 


ausgebrüdt wird, worin e den Abſtand ber Mittelpunfte beider Kugeln 
vorftellt. 


Zweiter Abfchnitt. 
Gleichgewicht eines feften Syſtems. 
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Die Bedingungen, unter welchen die an einem feſten Syſteme an= 
greifenben Kräfte ihre Wirkungen gegenfeitig aufheben oder fich das 
Gleich gewicht Kalten, Tönnen wie jene für das Gleichgewicht eines 
materiellen Punktes auf zwei verfchtedene Arten ausgebrüdt werben, 
nämlich | 

1) dadurch, daß man nach den im vorhergehenden Abfchnitte vor⸗ 
getragenen Lehren unmittelbar die fürdernde und drehende Geſammt⸗ 
wirfung der an einem gegebenen Syſtem thätigen Kräfte durch dieſe 
Kräfte felbft ausdrückt und die Bedingungen ermittelt, unter welchen 
jede dieſer Geſammtwirkungen Null wird, ober 

2) dadurch, daß man die Bedingung ausfpricht, unter welcher ein 
Syſtem, das in Ruhe oder in Bewegung fein Tann, nach Teiner Seite hin 
in Bewegung kommen, beziehungsweiſe eine neue Bewegung erhalten kann, 
alfo durch Has Principeder virtuellen Geſchwindigkeiten. 

Wir werden dann wieder zuerft den erftern Weg verfolgen, ba 
diefer der Anſchauung zugänglicher tft, uns beſſer mit ber Natur ber 
Rattfindenden BVerhältniffe vertraut macht und in jedem befondern Zalle 
leichter zum Biele führt, und zwar werben wir dabei bie bei der Lehre 
von der Geſammtwirkung der Kräfte gemachte Unterfcheidung zu Grunde 
legen, fo, daß wir zuerſt feſte Syſteme mit parallelen Kräften betrachten, 
dann folche, bei welchen bie Richtungen der Kräfte und ihre Angriffs- 
punkte in derſelben Ebene liegen, unterfuchen und uns zulegt mit feiten 
Syſtemen Heichäftigen, an welchen ganz beliebige Kräfte nach belichigen 
Richtungen und am beliebigen Angriffspunften thätig find. 
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Das Brinetp der virtuellen Geſchwindigkeiten umfaft 
bann wieder alle Bedingungen für das Gleichgewicht in einer einzigen 
Gleichung und drüdt‘ demnach die allgemeinfle Beziehung aus, welde 
zwiſchen ben Kräften, ihren Richtungen und ber Lage ihrer Angriffe 
punkte ftattfinden muß, damit das Gleichgewicht beftchen Tann. 

Der Einfachheit und Haren Auffafiung wegen wollen wir und die 
Syſteme immer im Zuftande des ruhenden Gleichgewichtes vorftellen 
und fie in Bezug auf die Form der analytifchen Ausbrüde als nicht ftetig 
zufammenhängende annehmen. 


EI. Gleichgewicht eines Syſtems paralleler Kräfte. 
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Welches auch die Richtung ber gegebenen parallelen Kräfte mb 
bie Lage ihrer Angriffspuntte jet, man. kann immer, wie tim dritten 
Kapitel des vorhergehenden Abfchnittes gezeigt wurde, eine ber Coor⸗ 
Dinaten-Achfen, 3. B. bie der z, zur Richtung der Kräfte parallel an- 
nehmen und dann bie Wirkung des ganzen Syſtems durch eine lange 
jener Achfe thätige fördernde Kraft R—= 3.P und durch die beiden 
Momente: — I .Px und 3. Pyausdrüden, deren Achfen zu der Achſe 
ber z oder zur Richtung der Kräfte ſenkrecht find. 

Aus diefer Darftellung der Geſammtwirkung der Kräfte folgt, daß 
ed, wenn das Syſtem ganz frei tft, für das Gleichgewicht besfelben 
nothwendig iſt und genügt, wenn fowohl bie fürbernde Refultivende 
Z.P, als jede der ‚beiden drehenden Kräfte I. Px und S. Py fü 
ſich Null tft, wodurch man 


4) 2.P=0, X.Px=0, Pyr=0 


als Bedingungsgleigfungen für das Gleichgewicht erhält. Denn bie 
erfte dieſer Gleichungen bedingt das Verharren bes Anfangspunkted 
und mit ihm des ganzen Syſtems an bdemfelben Orte, während die 
beiden folgenden ausdrüden, daß auch Feine brehende Bewegung um 
eine zur gemeinfchaftlichen Richtung ber Kräfte ſenkrechte Achfe hervor 
gerufen wird, was vollfommen genügt, da von felbft einfeuchtet, daß 
bie Kräfte Feine Drehende Bewegung um eine zu ihrer Richtung pam 
Achſe zu erzeugen vermögen, 


0 


Man Tann übrigens zu biefen Bebingungsgleichungen auch durch 
folgende Betrachtung gelangen, die fi an die Unterfuchung über das 
Bleichgewicht eines materiellen Punktes anfchließt. 

Ein Syftem von Kräften, welche fi) im Gleichgewicht halten 
jollen, muß fi) immer auf zwei gleiche, längs berfelben Geraden thätige 
und dem Sinne nach entgegengefehte Kräfte zurückführen laſſen. Nimmt 
man aljo eine von den Kräften des Syſtems hinweg und erfebt, wenn 
ed möglich tft, alle übrigen durch eine Refultirende R’, fo muß dieſe 
Im Falle des Gleichgemwichtes jener Kraft P das Gleichgewicht Halten, 
db. b. ihr an Intenfität gleich, dem Sinne nach entgegengefeht und 
längs derſelben Geraden. thätig fein. Mit Ausnahme bed einzigen 
Balled, wo Z.P—= 0, ohne daß auch die Momente Null werden, 
kann aber die Wirkung eines Syſtems paralleler Kräfte immer durch 
eine einzige Kraft vertreten werden, deren Richtung zu ber ber gegebenen 
Kräfte parallel ft, und man hat zur Beftimmung ihrer Sntenfität und 
Richtung die Gleichungen : 


r=P+Pteeo=r.P, 

RxX’=>.PYyY, RyY=72.PYy, 
worin X’, w’ die Goordinaten bes Durchgangspunftes ihrer Richtung 
in der Ebene der xy bezeichnen. Sind dann x, y, z die Goordinaten 
des Angriffspunftes der Kraft P, fo werben x und y auch bie Coor⸗ 
binaten des Durchgangspumktes ber Richtung dieſer Kraft in ber Ebene 
der xy fein, und es müflen demnach ki das Gleichgewicht der Kräfte 
R und P die Bedingungen : 

R=-—P, x“=x, =y 


erfüllt werden. Führt man aber in bie erfte ie  Bikkungen den 
Werth von R’ ein, fo ergibt ſich als erfte Bedingungsgleichung für 
das Gleichgewicht 


PpPPeite. — — P oe 2. P0. 
derner nehmen bie Werthe von X’ und w’ dadurch bie Form an: 
‚._2.Px ‚_2.P 

x-Ip , 1r=-Ty, 
und die beiden letzten Bedingungen geben 
2.Pr=—Pxı , s.Py=—Py, 


woraus wie oben 
3.Px = 0 $) 2. Py == 0 
ODecher, Handbuch ver Mechanik IL. 20 
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als die beiden andern notwendigen und genügenden Bedingungsgleichun- 
gen für das Gleichgewicht eines freien Syſtems folgen. 

Nehmen wir 3. B. drei parallele Kräfte P,, Pa, Pz, deren An- 
griffspunfte M,, M,, M,, #ig. 82, durch bie Coordinaten x,y,2,, 
Xg V2 22 5 X Ygzg gegeben find, fo erhalten wir als Bebingungen für 
das Gleichgewicht dieſer Kräfte bie Gleichungen: 


P. +R + =0, 
By +PRr + —=0, 
By+By+tPy=0. 
Die erfte diefer Gleichungen gibt P,+P, = — P, und damit nehmen 
bie beiden andern bie Formen an: 
P. (y —)+P(a -x)—=0, 
Pr, (V. - V3) P. (VS-3) -0. 


Giminirt man dann aus dieſen das Verhältniß et, fo ergibt ſich die 
neue Gleichung: ’ 
Ya — Y3 
Xg—Xg 


welche zeigt, daß die Projectionen ber drei Angriffspuntte in der Ebene 
ber xy In einer Geraden liegen, oder daß diefe Angriffspuntte felbft in 
einer zur Richtung ber Kräfte parallelen Ebene enthalten find, in wel- 
cher dann natürlich auch die Kräfte ſelbſt thätig fein werden. — Ich 
nehme daher biefe Ebene als Ebene ber xz an und feße demzufolge 
Y=)=Yy 0, wodurch bie obigen drei Bedingungsgleichungen 
auf Die beiden erften zurückkommen, aus welchen wie vorher Die Gleichung: 

PR, (an —x)+P (gg —x) = 0 
folgt, oder, wenn x, größer ift als x, und kleiner als xg, fo daß bie 
Differenzen 4 — x, und x, — x, entgegengefehte Zeichen haben, 

PR (xs - x.) — Pa (x, —x); 

und man ſchließt daraus, daß ſich die Kräfte P, und Ps umgekehrt wie 
ihre Abftände von P, verhalten. Man findet aber ebenfo 

Pr, (an —u)=—P(w —%) ; 


und es verhalten ſich demnach, abgeſehen von dem Zeichen oder von 
dem Sinne, in welchem bie Kräfte wirken, auch die Kräfte-P, und Ps 
umgefehrt mie ihre Abftände von der Richtung der Kraft Ps. Macht 


(y—1); 





YıY = 


Mm 


mn dA her sy ma, Bon —=b, By me, ſo 
ergibt ſich einfach 
pP, : PR: = —x eg — Kg: xg¶ — x. =a:b:ec. 


Jede der drei Kräfte kann alfo der Größe nach durch den Abftand 
zwiichen den Richtungen der beiden andern vorgeftellt werben, und da 
zufolge ber Gleichung: P, + Ps = — Pz auch jede derſelben der alge- 
bratihen Summe der beiden andern gleich und dem Sinne nach ent- 
gegengefebt ift, fo ſchließt man Daraus und nach $. 2 leicht, daß jede 
der drei Kräfte der Refultivenden der beiden andern gleich und geradezu 
entgegengejett if, wie e8 nach dem Vorhergehenden fein muß. 

Wenn das Gleichgewicht nicht flattfindet, fo kann basfelbe im All⸗ 
gemeinen durch eine einzige Kraft Q hergeſtellt werben, für welche man 
die Gleichungen bat: 


Q+=8.P=0, 0x,+2.Px=0, Qy+>r.Py=0, (9. 


worin wie vorher x, und y, die Soordinaten des Durchgangspunftes 
ihrer Richtung, einer zur Achfe der z parallelen Geraden, in der Ebene 
ber xy bezeichnen; ihr Angriffspunft in dieſer Geraden bleibt unbeftimmt. 

In dem beſondern alle dagegen, wo die fürbernde Rejultirende 
S. P Null it, ohne daß auch die Diomente 3. Px und I.Py Null 
find, in dem aljo niemals Gleichgewicht ftattfinden kann, läßt fich dieſes 
nicht mehr durch eine einzige Kraft, fondern nur durch ein Moment Mo 
herftellen, welches zwei Somponenten Mx und My um die Achſen der x 
und ber y geben muß, bedingt durch die Gleichungen: 


M+3.Py=0 , Mı+23.Px=0, (96. 
fo dafs die Achſe dieſes Momented My der Richtung nach der Achfe des 
refultivenden Momentes Ma = V(.Px)? + (2. Py)? entgegenge: 
fest ift und beide Momente gleiche Intenſität haben. 
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Wenn das Syftem nicht frei, fondern in feiner Bewegung Bes 
ſchraͤnkungen unterworfen ft, fo werden die drei Bebingimgsgleichungen 
(94) für das Gleichgewicht nicht mehr alle nothwendig fein Man 
kann folgende Falle unterfcheiden. 

1) Enthält das Syſtem einen feſten Punkt, um welchen es fich 
drehend bemegen kann, fo tft es offenbar nicht mehr nothwendig, Daß 
die fördernde Refultivende S. P Null if; e8 wird genügen, wenn ihre 

20 * 
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Richtung durch den feften Punkt geht und wenn Teine Urfache zu einer 
drebenden Bewegung vorhanden if. Man wird demnach ben feften 
Punkt als Anfang eines Coordinatenſyſtems nehmen, deſſen eine Achſe, 
3: B. bie der z, der gemeinichaftlichen Richtung ber Kräfte parallel if; 
die Wirkung ber fürbernden Kraft Z. P wird dann durch den feſten 
Punkt aufgehoben, und e8 werben die Gleichungen: 


wel ausbrüden, daß durch bie Kräfte Feine Grebenbe Bewegung um 
eine zur Richtung ber Kräfte ſenkrechte Achſe hervorgerufen wird, bie 
nothwendigen und genügenden Bedingungen für das Gieichgewicht ent⸗ 
halten. 

Dieſe Gleichungen drücken aber auch aus, daß der Mittelpunkt 
des Syſtems ber parallelen Kräfte in der Achſe ber 2 liegt, und mar 
kann demnach als Bedingung des Bleichgetwichtes in unferm gegen- 
wärtigen Falle auch diefe aufftellen, daß der fefte Punkt in ber Geraden 
liegen muß, welche durch den Mittelpunkt des Syſtems der Kräfte 
parallel zur Richtung berfelben gezogen werden kann, oder man Tann 
fagen, da dieſe Gerade auch die Richtung ber allgemeinen Refultivenden 
iſt: eswird Gleichgewicht Hattfinden, wenn ber fefte Bunft 
in der Richtung der Refultirenden liegt. In dem Beifpiele 
des vorhergehenden $. wird alſo noch Gleichgewicht ſtattfinden, wenn 
man irgend einen ber drei Bunfte M,, M,, Mg, oder allgemein, wenn 
man irgend einen Punkt in einer der drei Geraden M,P,, M,P,, M;P; 
als feft vorausſetzt, d. h. wenn man eine der drei Kräfte P,, Pa, Ps, 
welche unter fih im Gleichgewicht ftehen, durch einen feiten Punkt in 
ihrer Richtung erſetzt. 

Iſt der Mittelpunkt des Syftems ſelbſt ber fefte Punkt, fo wird 
die vorhergehende Bedingung für jede Lage der Kräfte In Bezug auf 
ihre Angriffspunkte erfüllt; e8 werden dann bie drei Gleichungen ; 


.Px=0, z.Py=0, S5.Pzı = 0 


befriedigt, und das Syftem bleibt im Gleichgewicht, wie man auch bie 
Richtungen ber Kräfte um ihre Angriffspuntte drehen mag. 

Sn dem Falle endlich, wo 2.P = 0 ift, ohne das bie Gleichun⸗ 
gen (96) für einen gegebenen Anfangspunft befriedigt werben, hat 
das Syſtem Teinen Mittelpunkt, und kann dann nicht mehr Durch einen 
feften Bunft im Gleichgewicht gehalten werben, 

Um das nicht flattfindende Gleichgewicht Herzuftellen, genügt it - 
allen Fallen eine einzige Kraft Q ober ein Moment Mo; das lehtere 
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ift nothwendig beftimmt und wird wie in dem vorhergehenden 6. für 
ben Fall, wo 2.P—= 0 iſt, durch die Gleichungen (96) der Größe 
und Richtung nach gegeben. Die Kraft Q dagegen iſt nur infofern 
beftimmt, daß fie ein Moment My gleich dem ebengenannten in Bezug 
auf den feften Punkt geben und daß fie in der Ebene des vefultirenden 
Momentes der gegebenen Kräfte thätig fein muß; denn die Gleichungen: 


Q0x,+23.Px=0 ,„ Qy+tz.fy=0 (98. 
Infien für Q beliebig viele Werthe zu, fle geben aber das Verhältniß: 


Y _2-.Py 
x, 2.Px’ 
durch welches bie Lage einer durch bie Achſe ber z gehenden Ebene 


beftimmt wird, in der ber Angriffspunft, alſo auch die Richtung ber 
Kraft Q fiegen muß. 
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2) Wenn das gegebene Syftem ſich nur um eine feſte Achſe drehen 
und Tangs berfelben nicht verſchoben werden Tann, fo wird man biefe 
als eine der Sonrbinaten-Achfen, 3. B. als bie der z annehmen und 
eine ber beiden Boorbinaten= Ebenen, welche fih längs dieſer Achſe 
fhneiden, 3. B. bie ber xz parallel zur Richtung der Kräfte legen. 
Es wird dann im Allgemeinen Teine der Achien mehr zur Richtung ber 
Kräfte parallel fein; man Tann aber jede der Iehtern in zwei Seiten- 
fräfte zerlegen, von welchen die eine zur Achfe der z, bie andere zur 
Achſe der. x paralfel gerichtet iſt, ſo daß nun zwei Syſteme paralleler 
Kräfte entfichen, von denen bas erfte, zur feften Achfe der z parallele, 
teine Bewegung zu erzeugen vermag; das zweite, zur Achſe ber x pa⸗ 


rallele Syſtem dagegen gibt eine fürdernde Kraft Z.P cosPx, deren 
Wirkung durch ben MWiderftand der feften Achfe aufgehoben wird, und 


zwei Momente: I.Pz cosPx und — 2.Py cosPx, deren Achſen 
zu denen der y und z parallel find. Das erfte diefer Momente wird. 
alſo das ganze Syftem um bie Achfe der y drehen wollen, was nicht 
geichehen Tann, ohne daß auch die Achfe ber z. oder die fefte Drehungs⸗ 
achſe an diefer Bewegung Theil nimmt; es wird folglich auch dieſes 
Moment Feine Wirkung äußern koͤnnen, und es bleibt als einzige Be= 
dingung für das Gleichgewicht die Gleichung : 


Z.Py osPx 0 
. c08 = 
alſo entweder ’ 
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99.) s.Py=0 oe cf —0, 


da cosPx allen Gliedern diefer Summe gemeinfchaftlih if. Die erfte 
diefer Bedingungen befteht demnach darin, daß die Summe der Mo- 
mente in Bezug auf eine Achſe, welche ſowohl zur Richtung 
der Kräfte, als zu der feften Achſe ſenkrecht it, Null fein 
muß; bie zweite verlangt, daß die Richtung der Kräfte zur 
feften Achſe parallel ift. 

Man fchließt aber aus der erften Gleichung auch, daß bie Reful- 
tirende des Syſtems in ber Ebene ber xz liegt; es wird aljo Gleich⸗ 
gewicht um eine feite Achfe ftattfinden, wenn biefe und bie Reful- 
tirende bes Syſtems In einer und berfelben, zur Richtung 
der Kräfte parallelen Ebene liegen. Daraus folgt ferner, daß 
die fefte Achfe, wenn fie nicht zur Richtung der Kräfte parallel tft, im 
Falle des Gleichgewichtes von der Richtung der Refultivenden gefchnitten 
wird; tft fie aber parallel zur Richtung der Kräfte, fo findet, wie fchon 
bemerkt wurde und wie bie zweite der Gleichungen (99) ausſpricht, 
jedenfalls Gleichgewicht ftatt. 

Die zu den gegebenen Kräften parallele Kraft Q, welche das 
nicht  ftattfindende Gleichgewicht berzuftellen vermag, tft im jebigen 
Falle noch weniger beitimmt, als im vorherhehenden; denn die einzige 
Gleichung: 


100.) Qy+z.Pfy=0, 


aus welcher ihre Intenfität und die Lage ber Geraden, längs ber fe 
thätig it, gezogen werben muß, Tann durch beliebig viele Werthe der 
. Veränderlichen Q und y, befriedigt werden, und dann iſt durch bie 
Ießtere nur bie Lage einer zur feften Achſe und zur gemeinfchaftlichen 
Richtung der Kräfte parallelen Ebene beitimmt, in welcher der An- 
oriffspunft und bie Richtung der Kraft Q enthalten fein muß; das 
Mebrige bleibt willfürlih. Auch das Moment Mo, durch welches das 
Syſtem im Gleichgewicht erhalten werden kann, tft nicht mehr beſtimmt; 
denn es werben alle Momente diefe Function erfüllen, welche eine zur 


feften Achſe fenfrechte Componente geben, Die dem Momente: Z.PycosPx 
gleich und dem Sinne nach entgegengefeht tft; das kleinſte berfelben iſt 
offenbar dasjenige, deſſen Achſe mit der feſten Achfe zufammenfällt 
und deffen Intenfität dem ebengenannten Momente felbft gleich ift. 


m WE WE O3 3 ME iD 5 AO  W- 
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3 | den fo eben betrachteten beiden Zäallen, in welchen das Gleich— 
gewicht mittels eines feſten Punktes oder einer fetten Achje erhalten wird, 
kann man, wie bei dem materiellen Punkte, leicht die drei verſchiedenen 
Gleichgewichtslagen unterfcheiden. Es wird nämlich das Gleichgewicht 
ſtabil fein, wenn die Richtung der Refultivenden, als deren Angriffg- 
punkt wir den Mittelpuntt O des Syſtems der Kräfte annehmen, rüd- 
wärtd verlängert werden muß, um ben feften Punkt C oder Die fefte 
Achſe AC zu treffen, wie es in Fig. 83 bargeftellt iſt; denn es ift 
leicht zu fehen, daß das Syſtem immer wieder in dieſe Lage zurüd- 
Ichren wird, nachdem es ein wenig baraus verrückt worden war, Im 
entgegengejehten Falle, wenn das feite Hinderniß von der Richtung der 
Refultivenden felbft oder von ihrer im Sinne ihrer Thätigkeit gerichteten 
Verlängerung gefchnitten wird, wie in Fig. 84 Hat das Syſtem bie 
Lage des nicht ſtabilen Gleichgewichtes, weil das Streben der Re— 
fultivenden,, ihren Angriffspunft fo weit ald möglich von dem feiten 
Bunkte oder ber feften Achſe zu entfernen, das Syſtem alsbald in bie 
Lage des ftabilen Gleichgewichtes verfehen wird, ſowie dasſelbe aus ber 
vorhergehenden Lage etwas verrüdt worden und bie Wirkung jener 
Kraft, deren Richtung dann nicht mehr durch das feſte Hinderniß geht, 
durch dieſes nicht. mehr aufgehoben ift. Liegt dagegen ber Angriffe- 
punft der Refultivenden, der Mittelpunft des Syſtems ber Kräfte, in 
dem feften Punkte oder in der Achſe felbit, oder ift Diele letztere zur 
Richtung der Kräfte parallel, fo tft es gleishgültig, welche ber mög⸗ 
lichen Lagen das Syftem einnimmt, es wird in jeber diefer Lagen auf 
gleiche Weiſe im Gleichgewicht fein, ober es wird fich in der Lage des 
indifferenten Gleichgewichtes befinden. 

Nehmen wir 3. B. einen fihweren feften Körper, an welchem feine 
andere Kraft als fein Gewicht thätig iſt, fo ergibt fih aus dem Vor— 
bergehenden, baß berfelbe nicht frei im Gleichgewicht bleiben Tann, da 
biefe Kraft immer wirkfam fein wird. Das Gleichgewicht wird dagegen 
Rattfinden, wenn berfelbe mit einem feften Punkte fo verbunden iſt, 
daß die Verbindungslinte mit der Iothrechten Richtung jener Kraft zu= 
fammenfällt und durch den Schwerpunkt ded Körpers geht, alfo 
wenn dieſer entweder Iothrecht über ober unter oder in dem feſten 
Punkte ſelbſt liegt. Die erſte diefer drei Lagen iſt dann bie unbe- 
Rändige, bie zweite bie beftändige und bie dritte bie gleich- 
gültige Gleichgewichtölage, und man fehließt daraus, daß ein im 
feinem Schwerpunkte unterftüßter ſchwerer Körper in jeder 
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Lage um denfelben im Gleihgemwichte bleibt. Das Gleich— 
gewicht wird noch beſtehen, wenn ber feſte Körper an eine unveränber- 
Hiche, horizontale oder geneigte Achfe fo befeftigt tft, daß fein Schwer- 
punkt entweder in biefer Achfe felbft oder in einer durch diefelbe gelegten 
Jothrechten Ebene darüber ober darunter liegt, und wenn die Achfe felbft 
eine Tothrechte Richtung hat, fo wird es gleichgültig fein, auf welche 
Weiſe der fefte Körper mit ihr verbunden iſt, er wird in jeder Lage 
um biefelbe im leichgewichte bleiben müflen. Wenn ber Körper in 
den übrigen Fällen außer dem letzten nicht die dad Gleichgewicht ber 
dingende Lage hat, fo fucht er immer diejenige einzunehmen, tn welcher 
fein Schwerpunkt in lothrechter Richtung am wmeiteften von dem feften 
Punkte oder ber feſten Achfe entfernt tft, in welcher derſelbe alſo bie 
ttefite Lage einnimmt. Diefe Lage, welche er durch Bewegung erreiäit, 
kann er jedoch nicht behaupten, fondern muß fortwährend um biefelbe 
ſchwingen; nur durch äußere Wiberftände, welche biefer Bewegung ent- 
gegenwirfen, kommt er zuletzt in ber Nähe der ftabilen Gleichgemichtslage 
zur Ruhe, Bet ber Unterfuchung ber Bewegungsgeſetze werden wir dieſe 
Schwingungen näher kennen lernen. 


§. 128. 


3) Zuletzt Haben wir noch bie Bedingungen des Gleichgewichtes 
für den Fall zu unterfuchen, wo das fefte Syſtem ſich mit einem oder 
mehreren Punkten gegen eine feite Fläche ftübt. 

Wenn nur ein Punkt des Syſtems mit der Fläche in Berührung 
tft und auf Reibung nicht Rückficht genommen wird, fo muß nach dem 
Borhergehenden einmal bie. Richtung ber Refuftirenden aller, Kräfte 
durch dieſen Punkt gehen, bamit das Syftem um diefen wie um einen 
feften Punkt im Gleichgewicht bleiben Tann, und damit ferner bieler 
Punkt auf der Fläche felbft im Gleichgewichte ift, fo wird nach dem, 
was Im zweiten Abfchnitte des erften Buches ($. 19 u. f.) gelehtt 
wurde, erfordert, daß die Richtung der Nefultivenden normal zu ber 
Fläche, und wie fich von felbft verfieht, gegen bie Fläche gerichtet iſt. 
Mit diefer letztern Vorausſetzung Tann demnach die Bedingung für dad 
Gleichgewicht in dem beireffenden Falle und wenn Feine Reibung zwi⸗ 
fchen dem feften Syſtem und ber Fläche ftattfindet, fo ausgeſprochen 
werben: Die Richtung der Refultirenden ber. Kräfte muß 
mit der Normalen der gegebenen Fläche zufammenfallen, 
welche durch ben. mit der Fläche in Berührung ſtehenden 
Punkt gezogen werden kann. 
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Wird dagegen durch den Druck, den das feſte Syſtem auf die 
Fläche in dem mit dieſer in Berührung ſtehenden Punkte ausübt, 
Reibung hervorgerufen, fo muß zwar bie Richtung ber Refulttvenben 
noch durch den genannten Punkt gehen, fie braucht aber nicht mehr 
normal zur Fläche zu fein, fondern darf einen Winkel o mit der Nor⸗ 
malen bilden, befien Tangente gleich bem Neibungscoeffiztenten f if 
($ 22 des erftien Buches). 

So kann eine Kugel ober ein Eylinder, wenn der Schwerpunft im 
Mittelpunkte, beziehungsweiſe in ber Achfe liegt, nur auf einer wag⸗ 
rechten Ebene im Gleichgewichte fein; Liegt dagegen ber Schwerpunft 
außerhalb des Mittelpunftes oder ber Achſe O, ig. 85, fo wird ein 
ſolcher Körper auch auf einer geneigten Ebene im Gleichgewichte bleiben, 
weldhe keinen größern Winkel «, ald o mit einer wagrechten Ebene 
bildet, wenn der Halbmeſſer Oc größer ift, ald rein, unb wenn ber 
Schwerpunkt desfelben fich in a ober b Iothrecht über dem Berührungs- 
punkte M befindet. 

Stügen fich zwei Punkte des Syſtems gegen eine feite Fläche, fo 
kann dasfelbe im Allgemeinen nur im Gleichgewichte bleiben, wenn bie 
Richtung der Nefultivenden die Verbindungslinie jener beiden Punkte 
fhneidet und der Mittelpunkt bes Syſtems entweder bet Teiner DVer- 
rüfung desfelben ber Wirkung der Refultivenden folgen Tann, oder nur 
bei direct entgegengefebten. 

Gibt es endlich mehr als zwei Punkte, welche auf einer feiten 
Fläche zu bleiben gezwungen find und die nicht in gerader Linie liegen, 
fo muß, damit Gleichgetwicht beftchen Tann, einmal die Richtung der 
Refultivenden das von den Auferften Verbindungslinien jener Punkte 
gebildete Vieleck durchdringen und dann ber Mittelpunft des Syſtems 
eine folhe Lage haben, daß er entweder bei feiner, ober bei jeder, ober 
nur bei direct entgegengefeßten Verrüdungen eine Bewegung im Sinne 
der Refultivenden erhält. Der erfte Fall begreift die gleichgültigen und 
beftändigen Gleichgewichtslagen, je nachdem der Mittelpunkt der Kräfte 
nur eine zur Richtung der Nefultivenden fenkrechte Bewegung, alfo im 
Sinne diefer Kraft betrachtet, gar Teine Bewegung erhält, oder eine 
dem Sinne biefer Kraft entgegengefeßte Bewegung besfelben erfolgt; 
der zweite und dritte Fall dagegen umfaßt, wie leicht zu fehen tft, bie 
undeftändigen Gleichgewichtslagen. 

Diefe Iehtern Bedingungen für das Gleichgewicht find übrigens in 
dieſer Faſſung nicht beſtimmt genug, um in beſondern Fällen Anwen⸗ 
dung davon machen zu koͤnnen; es wird leichter fein, ſolche Fälle mit⸗ 
tels der Gleichgewichtsbebingungen eines feften Syſtems, an welchem 
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beliebige Kräfte angreifen, zu unterfuchen, ober das Princip der vir⸗ 
tuelen Geſchwindigkeiten zu Hülfe zu nehmen. Ebenſo wird auch bie 
Beftimmung einer Kraft, welche das nicht vorhandene Gleichgewicht 
herzuftellen vermag, einfacher aus ber Anwendung des allgemeinen 
Ausdrudes für eine ſolche Kraft hervorgehen, namentlich dann, wenn 
dieſe neue Kraft nicht zur gemeinfchaftlichen Richtung ber gegebenen Kräfte 
parallel jein muß. 


IE. Gleichgewicht eines feften Syſtems, wenu Die Kräfte 
und ihre Aingriffepuntte alle in derfelben Ebene liegen. 


$. 19. 


Menn die Kräfte, welche an einem feiten Syitem angreifen, all 
in bderfelben Ebene liegen, wie ihre Angriffspuntte, jo kann ihre Wir- 
fung in allen Fällen durch die einer fürdernden Kraft und eines Mo- 
mentes, deſſen Achſe zur Ebene der Kräfte fenfrecht ift und in den 
meiften Fällen auch durch eine allgemeine Refultirende R erfegt werden, 
und zwar hat man für die beiden rechtwinkligen Componenten der für- 
dernden Wirkung bie Werthe: 


R cosRz = I. PcosPx , ReinRx =W.PsinPx, 


und für bie drehende Wirkung den Ausdrud: 
R(xX sin Rx — Y cosRx) = 3.P(x sin x — ycosPx) ’ 


worin X, W die Coordinaten eines Punktes in ber Richtung ber Re: 
fultirenden bezeichnen. Für das Gleichgewicht eines folchen Syſtems, 
wenn ed ganz frei tft, ift daher nothwendig und genügend, daß fowohl 
die erfte als die zweite Wirkung Null bleibt, daß alfo die dei 
Gleichungen: 


un nn 
191.) Z.Pcofx=0 ,„ 5.PsnPfx = 0 


3.P(xsinPs—ycos?ı) = 0 


befriedigt werden; denn die beiden erften bedingen wieder das Verharren 
des Anfangspunktes der Eoordinaten und mit ihm des ganzen Syſtems 
an bemfelben Orte, während die lebte dafür bürgt, daß auch Feine 
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drehende Berwegung, erzeugt wird. Man darf deßhalb aus ben obigen 
Gleichungen zwiſchen den Wirkungen der allgemeinen Refultirenden und 
den Geſammtwirkungen des Syſtems der Kräfte nicht fchließen, daß 
Gleichgewicht befiche, wenn man für die genannte Refulticende ben 
Werth Null findet, weil dies immer ber Fall ift, wenn ſich die Wir- 
Tung der Kräfte auf ein Moment allein zurüdführen läßt, alſo durch 
eine einzige allgemeine Reſultirende nicht erfeßt werden kann. 

Es läßt fich ferner leicht zeigen, daß die Bedingungsgleichmgen 
(101) nothwendig befriedigt werden müffen, wenn das ganze Syſtem 
der Kräfte durch zwei gleiche und direct entgegengefeßte Kräfte ſoll erießt 
werden Tonnen, was immer bie untrüglichfte Bürgfchaft für das Gleich- 
gewicht bleibt. Denn bie beiden eriten jener Gleichungen ſprechen aus, 


daß jede der fördernden Seitenkräfte P cos Pr und P sin Pr der Summe 
oder Reſultirenden aller ‚übrigen längs derfelben Achſe thätigen Kräfte: 
Z.PcosPx—=R coRx oder 2. smnPx = R sinR’x gleich 
und entgegengefeht iſt, daß man alſo hat 


PcosPx — — R cos R' x ‚ Psinfx = — R sin’ x 
und demnach 
P=R , cosPx = — cos'x 


Ebenſo drückt die dritte der Gleichungen (101) die Bedingung aus, 
daß jede der drehenden Kräfte in Bezug auf den Anfangspuntt ber 
Summe oder dem Nefultirenden aller übrigen Momente gleich und 
entgegengeſetzt iſt, daß z. B. dad Moment der Kraft P, nämlid 
P(x sinPy —y cosPx) bie geradezu entgegengefebte Wirkung des 
vefulticenden Moments R(xX sin Rx — VW cos Rx) oder 
I.P(xsinPx — ycosP'x) hervorbringt. Da aber ſchon 
P=R und Px = + R'x gefunden ift, fo gibt die Vergletchung 
der vorſtehenden Werthe ‚ bie Gleichung: 
x sin Px— y cos (x sin — cosPx) =0 
oder in anderer Form 
(x— X) sinP x —(y— Y) cosPx — 0, 

weiche als die Gleichung einer Geraden betrachtet werden Tann, bie 

durch die 1 Bunfte xy und X’w’ geht und mit der Achfe der x den 


Winkl Pr einfhlteßt, d. 1. denſelben Winkel, welchen die Richtungen 
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ber Kräfte P und R’ mit der genannten Achſe bilden. Die Angriffe 
punkte dieſer Kräfte Liegen demnach auf einer Geraden, welche ihren 
Richtungen parallel fein foll, welche mithin dieſe Richtungen ſelbſt ent- 
halt; Diefe beiden Kräfte, welche das ganze Syſtem der gegebenen 
Kräfte vertreten, find folglich einander gleich und geradezu entgegengeſetzt. 

Daraus geht dann weiter hervor, daß wenn dad Syſtem nicht im 
Sleichgewichte iſt und fih die Kräfte auf eine einzige Refultirende 
zurüdführen lafien, es immer eine Kraft gibt, aber auch nur eine, 
welche das Gleichgewicht herzuftellen vermag, nämlich bie Kraft Q, 
welche der Refultirenden R ded ganzen Syſtems gleich und geradezu 
entgegengefeßt iſt, beren Sntenfität und Richtung alfo durch die 
Gleichungen : 


=Rz= (Z.PcosPx)2 + (Z.PsinPx), 


102.) lang Qx = tang(n+Rx) = — —— — 


Ü—X)2.PsnPx—(y—YW)Z.Pcofr—0, 


gegeben werden, worin X, wW bie Coordinaten eined Punktes in dieſer 
Richtung bezeichnen und von denen daher bie lekte die Gleichung biefer 
Richtung vorftellt. 

Kann die Wirkung ded Syſtems der Kräfte nicht durch Die einer 
einzigen Kraft erfeßt werden, Tommt fie alfo auf die eined Momentes 
zurüd, fo fann auch nur en Moment Mo das. Syitem im Gleid- 
gewicht halten; bie Achfe dieſes Momente muß natürlich zu der Ebene 
des Syſtems ber Angriffspunkte fenfrecht fein und feine Intenſtãt wird 
durch die Gleichung: 


103.) Mo-+3.P(xeinfx—ycosPr) = 0 


beftimmt; alles Mebrige: Lage, Richtung und Intenfität feiner beiden 
Kräfte oder die Länge ded Hebelarms, ift willkürlich, 


6. 130. 


Nehmen wir 3 B. zwei beliebige Kraͤfte P und P, Fig. 86, 
deren Richtungen I berfelben Ebene liegen und mit ber Adyfe der x 
die Winkel & und a’ einfchließen und deren Angriffspunfte M und M’ 
‚auf irgend eine Weiſe feit miteinander verbunden. und burch die Coor⸗ 
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dinalen: x—=a, y=b für dan erſten, x= a, y= b’ für den 
zweiten beſtimmt find. Die Bebingungsgleichungen für das Gleichgewicht 
diefer beiden Kräfte werben 


Pcosa+Pos« —=0 „ Psnca+Psn«=0, 
P(asna—bcosa)+P(asn«—hcosa) =0, 


und find natürlich denen, welche wir oben für die Kräfte P und R 
erhalten haben, ganz ähnlich, woraus folgt, daß Fein Gleichgewicht 
zwiichen ihnen beftehen Tann, wenn nicht « = nm + a iſt, und wenn 
nicht die Verbindungslinie ihrer Angriffspunfte M und M’ zugleich auch 
ihre Richtungen enthält, d. 5. wenn biefe beiden Kräfte nicht gleich 
und gerabezu entgegengefebt find. 

Fügen wir alfo noch eine britte Kraft P” Hinzu, deren Richtung 
durch den mit ber Achſe der x gebildeten Winkel «’ und deren An- 
griffspunft durch bie Goorbinaten x — a’, y== b” beſtimmt fei, fo 
wird nun Gleichgewicht beftchen, wenn 


I.PcosPı — Pcos@a-+P’cosa’ +P’ cosa’ = 0, 
I.Psn?x — Psina+P’sin«+4P’sne"=0, 
— — 
3.P(xsin Px—ycosPx)=P(a Sin a—b cos «)+4-P’(a’ sin«’—b’ cosa') 
+P" (a” sin a’ —b’ cosa’)=0. 


Multiplicirt man bie erfte dieſer Gleichungen mit cosa”, bie zweite 
mit sin”, und abdirt die Producte, fo wird 


P’ = — Pcos(@a”— a) —P'cos(a”—«), 
PP — Pecos(n+a’”—a)-+P' cos(n+e’— a), 


worin nun, wie Teicht zu fehen, a +a’— a und n-+ a’— a’ die 
Winkel vorftellen, welche von den Richtungen der Kräfte P und P’ mit 
der rũckwaärts verlängerten Richtung ber Kraft P’ gebildet werden und 
wobei zu beachten-ift, daß dieſe Winkel nicht beide ſtumpf fein und 
überhaupt nicht folche Werthe haben können, daß P’ dadurch negativ 
wird, und man ficht, daß unter diefer Form der Werth von P” mit 
dem in F. 6 bes erſten Buches erhaltenen Werthe (3) der Refultixen- 
den zweier Kräfte, die in bemfelben Punkte angreifen, übereinfommt. 

Nimmt man dann aus ben beiden erfien ber obigen Gleichungen 
die Werthe von P” cosa” und P’ sina”, unb führt fie in bie dritte 
ein, fo nimmt dieſe die Form an: 
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Pf(&—a” )sina—(b—b” )cos«]+P’[(a —a” Jene —(b’ —b” Jeosa’ 0 


und drüct aus, daß die drebenden Wirkungen der Kräfte P und P’ in 
Bezug auf den Angriffspuntt der dritten Kraft P" einander gleich und 
bem Sinne nach entgegengefebt fein müſſen; dem 


a—a ,„ b-"’ ,„ d-", ht —-Pr 


find offenbar die Goorbinaten der Angriffspunkte von P und P’ in 
Bezug auf ein durch den Angriffspunft ber Kraft P” gelegtes und bem 
urfprünglichen Syftem paralleles Achſenpaar. Die obige Gleihung wird 
aber jedenfalls befriedigt, wenn getrennt 


(a— a’) sin — (b—b")cos« = 0 
(a — a”) sin « — (b’—b’) cos «' = 0 


gefet wird, und man fickt, daß dann die Soorbinaten a”, b” bem 
Durchſchnittspunkte Der Richtungen von P und P’ angehören, überein- 
flimmend mit bem in $. 2 angewendeten Verfahren. Daraus geht fo- 
nach hervor, daß wenn brei Kräfte in einer Ebene fi) das Gfleid- 
gewicht balten, ber Durchfchnittäpunft der Richtungen von irgend zwei 
berfelben immer in der Richtung der dritten Kraft liegt, oder daß fi 
die Richtungen dieſer Kräfte in einem und demfelben Punkte 
ſchneiden. Ihre Intenfitäten müſſen dabei, wie ſchon bemerkt, bie- 
jelben Berhältniffe unter fich haben, mie bie dreier Kräfte, welche an dem⸗ 
ſelben Punkte fich das Gleichgewicht halten ($. 16 des erften Buches). 


$. 131. 


Die in $. 129 aufgeftellten Bebingungsgleichungen für das Gleich⸗ 
gewicht werben nicht mehr alle nothwendig fein, wenn das Syſtem in 
feiner Bewegung einer Beichräntung unterworfen tft. 

1) Enthält dasfelbe einen feiten Punkt, um welchen es fich frei 
drehen Tann, fo wird durch dieſen feine. fortfchreitende Bewegung un⸗ 
möglich gemacht, auch ohne daß bie fürdernde Kraft R bes ganzen 
Syſtems Null iftz die einzige Bedingung für das Gleichgewicht beſteht 
folglih darin, daß bie Kräfte Eeine Drehung um jenen feften Punkt 
bewirken, oder Daß das refultirende Moment berfelben. in Bezug auf 
biefen Bunft Null if. Man wird demnach ben genannten Punkt als 
Anfang der Coordinaten nehmen und dadurch 


103.) Ma = 3,P(xsinPx--ycoPz) = 0 
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als einzige nothwendige und genügende Bebingungsgleidjung für das 
Gleichgewicht erhalten. 

Die Bedeutung diefer Gleihung Tann aber auch noch auf folgende 
Weiſe aufgefaßt werden. Sit R bie Sntenfität der allgemeinen Reful- 
tirenden des Syſtems, und X, W die Goordinaten eines Punktes in 
ihrer Richtung, alfo 


R(XsinRx—YcosRx) — Ma 


ihre drehende Wirkung tn Bezug auf den Anfangspunft, fo zeigt bie 
@leichung : 


— Mi = YRoosRx— XReinRx — 0, 


daß die Richtung der Refultirenden im Falle des Gleichgewichtes durch 
ben Anfangspunft, d. h. durch den feſten Punkt geht. 

Umgelehrt wird immer Gleichgewicht beftehen, wenn ein Punkt in 
ber Richtung der Rejultirenden unbeweglich iftz denn wird diefer Punkt 
als Anfang der Coordinaten genoimen, fo hat man als Gleichung 
diefer Richtung 


Y= Xblang Rx , 
und dadurch ergibt fich Immer 


R(XsinRz— YVcoRs) = mM=0. 


Ein Syftem, das Feine allgemeine Refultirende hat, Tann daher auch 
nicht durch einen feften Punkt im Gleichgewichte erhalten werden. 

Eine fefte, unbiegfame, aber gewichtlofe Linie ABC, Fig. 87 u. 88, 
von einfacher Krümmung, welche fich um einen feften Punkt C drehen, 
aber auf demjelben nicht verichieben läßt, und an welcher zwei ‘ober 
mehrere Kräfte angreifen, deren Richtungen in der Ebene ihrer Krüms 
mung liegen, wird ein mathematifcher Hebel genannt. Gemöhn- 
lich ſetzt man nur zwei Kräfte P und Q an demfelben thätig voraus 
und umnterfcheibet diefelben durch die Benennungen Kraft und Laſt; 
biefe beiden Kräfte werben nach dem Vorhergehenden ben Hebel im 
Gleichgewichte Halten, wenn bie Summe ihrer Momente in Bezug auf 
den Drebungspunft Null ift, d. h. wenn 


Pp+Qq=0 , Ppp=—0g, 


wo p und q die Rängen der von biefen Punkte auf die Richtungen der 
Kräfte P und Q gefällten Senfrechten, oder die Hebelarme der genannten 
Momente bezeichnen. Es wird alfo Gleichgewicht befiehen, wenn Die 


beiden Kräfte ben Hebelin entgegengefebtem Sinne drehen 

wollen und ihre drehenden Wirkungen gleich find. Dieles 

lebtere tft aber ohne Rüdfiht auf den Stun der Drehung der Fall, wenn 
Ppp=0Q0gq br P:Q=qg:p, 

alfo wenn ſich die Kräfte P und Q ihrer Intenfität nach umgekehrt 

verhalten, wie bie fenkrechten ‚Abftände des Drehungspunktes von ihren 

Richtungen. | 

Wenn mehr ald zwei Kräfte an dem Hebel angreifen, fo läßt ſich 
bie Bedingung bed Gleichgewichtes nicht einfacher ald durch 3.Pp 0 
ausdrüden. Dahin gehört 3. B. ber Ball, wenn ber Hebel ein ma- 
terieller oder phyfifcher und demnach ſchwer iſt; man wird dieſen 
auf einen mathemattfchen zurüdführen, wenn man fen Gewicht G al® 
dritte Kraft im Schwerpunkte O, Fig. 88, angreifen laͤßt und fich bie 
drei mnothwendigen Angriffspunfte A, B, O und ben feften Punkt C 
durch eine gewichtlofe Linie verbunden denkt, 

Wenn ſich die unbiegfame Linie nur an ben feiten Punkt anlehnt 
und an demſelben verfchoben werden Tann, dann muß noch die fürbernde 
Refultirende in dem Stützpunkte normal zu berfelben gerichtet fein, damit 
kein Verſchieben foll ftattfinden können; diefer Ball ift indeſſen in dem 
nachfolgenden allgemeinern enthalten. 

Sn allen Fällen, wo das Gleichgewicht mittel$ eines feften Punktes 
erhalten wird, hat Diefer einen Druck auszuhalten, welcher durch bie 
Refultirende aller fürbernden Kräfte der Größe und Richtung nach vor- 
geftellt wird und dem bie Feſtigkeit jenes Punktes gewachien fein muß, 
wenn das Gleichgewicht auf die Dauer ftattfinden ſoll. 

2) Oft enthält das Syftem einen ober mehrere Punkte, welche ber 
Bedingung unterworfen find, auf einer gegebenen Linie bleiben zu müſ⸗ 
fen, ober umgekehrt eine oder zwei unbiegfame Linien, welche an feften 
Punkten bingletten müflen. In diefem Kalle druͤckt man bie Widerftände, 
welche jene Kinien ber freien Bewegung ber betreffenden Punkte oder 
umgekehrt die feſten Punkte der freien Bewegung der Linien entgegen 
ſetzen, durch bie zu den betreffenden Linien normalen Kräfte N, N’, etc. 
ans, deren Intenfitäten vorerft noch unbekannt find, und führt diefe mit 
den übrigen gegebenen Kräften in die Bebingungsgleichungen (101) ein, 
indem man dann das Syftem wieder als ein freies betrachtet. Es iſt übri⸗ 
gend einleuchtend, daß durch Die Lage zweier Punkte die aller übrigen, 
welche feſt und unveränderlich mit dieſen verbunden find, beitimmt iſt, 
daß aljo nur zwei Punkte des Syftems einer willfürlichen Befchränfung 
in ihrer Bewegung unterworfen werden koͤnnen. Und in ber That 
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haben wir auch mr drei Bebingungsglzickungen fir das Gleichgewicht, 
und dieſe Tonnen offenbar mur zwei unbeſtimmie Größen N und N 
enthalten ,. wenn fie nach der Elimmation dieſer letztern noch eine be= 
Planmie Beziehung zwiſchen den angewendeien Kräften unb ber Lage 
bes Syſtems, welche zum Beſtehen des Gleichgewichtes erfordert wird, 
ausdrũcken follen. Wenn dieſes alſo nicht ftattfindet, fo kann nur eine 
ber in bee Unterfuchung vorkommenden Größen jener Bedingung gemäß 
befttimmt werden und die Aufgabe bleibt unbeftimmt, fobald bie Werthe 
von mehreren biefer Größen gefunden werden follen. Iſt dagegen nur 
ein einziger Punkt oder. nur eine Linie des Syitems in feiner Bewegung 
befchräntt, fo Tönnen zwei der in ber Aufgabe vorkommenden Größen 
fo beftimmt werden, daß das Syftem im Gleichgewicht erhalten wird. 
VUeberhaupt dirfen, wie man leicht ficht, in her Aufgabe nur drei 
unbelannte Größen vorkommen, wenn fie beftimmt fein ſoll und wenn 
alle Umftände in Rechnung gebracht find. 


Sol endlich auch auf die Reibung Rückficht genommen werden, 
welche durch den Druck eines Punktes gegen, die Linte, auf ber er blei⸗ 
ben oder welche an ihm hingleiten muß, entfteht, fo darf man in die 
Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht nur eine zu biefer Curve 
tangentiale Kraft EN einführen, wenn £ beim entiprechenden Reibungs« 
Goeffizienten bezeichnet. Man erhält dadurch Teine neue Unbekannte in 
bie Aufgabe, wenn nicht gerade der Werth von f felbft beftimmt wer⸗ 
den ſoll; diefe Bebingungsgleichungen entiprechen dann aber Immer nur 
der Grenze bes‘ Gleichgewichtes, und fie werden, tn Bezug auf f 
aufgelöft, zeigen, wie groß in jedem gegebenen Falle ber Reibungs- 
Goeffizient wentgftens fein muß, damit das Gleichgewicht noch be 
Reben kann, und biefed wird um fo mehr gefichert fein, je mehr ber 
Reibungscoeffizient den fo beſtimmten Grenzwerth überfchreitet, 


§. 132. 


Einige einfache Beiſpiele mögen das Vorhergehende erlaͤutern und 
die Art und Weiſe der Anwendung zeigen. 

Bine ſchwere Gerade (ein Stab ober. Balken) BC, Fig. 89, 
ſtügt fich mit ihren Endpunkten an bie Schentel AX unb 
AY eines rechten Winkels (an einen Horkzontalen Boden und 
ne lothrechte Wand), von denen AY mit ber Richtung ber 
Sqchwere parallel iſtz es foll die längs ber Geraden AX 
gerichtete Kraft P gefucht werben, welche Die Ferabe BC, 

Decher, Handbuch ber Mechanik IL 
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wenn ſie mit ber AX den Mintel a bilbet, am Ausgleiten 
verhindert, alfo im Gleichgewicht erhält. 

Nimmt man bie beiben Schenkel bes rechten Winkels als Achten 
ber x und y, deſſen Scheitel alfe als Anfangspunkt, bezeichnet Die 
Länge der Geraben BC mit I, ihr Gewicht, das in ihrem Schwer 
punkte oder in ihrer Mitte D angreift, mit Q, den normalen Wider⸗ 
fland der Geraden AX mit N, den der Geraden AY. mit N’, mb 
beachtet, daß diefer im Punkte C, jener im Punkte B angreift, fo 
erhält man folgende. Zufammenftellung ber. in diefer Aufgabe vorkom⸗ 
menden Kräfte, ihrer Richtungswinkel und ber Goordinaten ihrer 
Angriffspunkte. *8 | 

Sntenfitäten (P):Q ° , N ‚N, P, 


1 
Richtungswinkel (P (Pr): In ı au. 0, ny 


Coordinaten ber (x): 31000 9, leoep , 0 „ leosp, 
Angetfspuntte | (y): zung 0 line, 0 
damit ergeben fich für das Gleichgewicht die Bebingungsgleichungen: 
2. Pco = N—P?P=0, N=P 
nn 
2.Psinfxs=—0+N=0, N=Q 
3.P(xeinPX—ycof2)=—Z Qlcoep+Nleop—Nleinp=0 


und aus ber letzten zieht man durch Einführung ber Werthe von N 
und N’ den gefuchten Werth von P: 


= 5009 . 


Man hat alfo P=0, wenn p = 4rr, weil dam bie ‚Gerabe loth⸗ 
recht ſteht und kein Befkreben zum Ausgteiten Hat; F== O für p 44; 
P=o fir g=0, b. h. wem der Winkel ꝙ ſehr Ten beworben if 
fo kann nur eine jehr große Kraft bie. Gerade am Ansgleiten und voll 
ſtaͤndigen Riederfinfen hindern; wenn aber der Winkel ꝙ wirklich Null 
if, und bie Gerade BC eine horizontale Lage hat, fo gibt: es gar Tem 
Kraft P mehr, welche diefe Gerabe, Die mer noch im Punkte B geftüht. 
tft, in dieſer Bage erhalten koͤnnte. 


‚ Wäigeteiet ſindet man-and ber vorhergehenden ‚Steigung 


2 
tung p = 535 
und dadzwch Den kleinſten Winkel p, unter melchem bie Gerade BC 
vermöge einer gegebenen Kraft P im Gleichgewichte bleiben ann. 
Soll diefes legtere nicht durch eine befonbere Kraft P, 
fondern durch die in den Punkten Bund C, Fig. 90, bewirkte 
Reibung erhalten uud, der kleinſte Wintel.g beftimmt 
werden, unter welchem es möglich tft, fo führt man flatt der 
Kreft P die Kräfte (Reibungen) EN und N’. in die vbige Zufammen- 
ftellung ein, indent man ben Reibungscoeffizient für Die Gerade AX 
mit f, für die AY mit f bezeichnet, und beachtet, daß bie Kraft EN 
wie de Kraft: P gerichtet it und wie biefe hi. B angreift, mährend bie 
Keidung-FN’ im C- längs der OV thaͤtig gebach werden muß. Man 
chait auf dieſe Weiſe die Gleichungen: 


ZEBapeNn-m=0, .'v 
| =. Pain Pr = — ON HIN = 0, 
2. FE PR Te PD) = Olemp-+Nleap—Nieng=0, 
unb akt daraus ad und nach N= == $N mb die Werthe: . 
| f | 
u x— cr 2” Li 
burch welche die dritte dieſer Be bie Form annimmt: 


\ N = 


ze J | A=Nang= 7 zu+m, 


und er ir den Winkel geſuchten Autprue ai: j 
. 1— tr 
ang — — a f 3 


der Winkel p iſt demnach unabhängig von Q und nur eine Function 
der beiden Reibungscoeffizienten. 
d Wenn (=-f= = fang‘ wird, ſo bot man 


a a m ee 
Sri 





für = 4, 0 = 28934 wird demnach fang g ==}, 9 = 36957 
Unter berfelben Voransfegung nehmen die Werthe ber brüdenden Kräfte 
Nm N “ Zormen an: 


N=-4Tr == Qcos , v orgæ 


dem 
= 201400029) = 2 Qan2e ’ 


und bie engen IN und fN werden durch 
N >Qein2e , Nele z0anenze | 


ausgedrückt, 
Legt man bemnach bie gegebene Gerade BC, Fig. 91, fo an bie 
loihrechte Linie AY an, daß fle mit diefer ben doppelten Reibungs 


winkel 20 = ACB bilbet, fo wird fie mit det AX den Winkel ꝙ ein 
fliegen, alſo bie Außerfte Lage haben, welche fie, ohne auszugleiten, 
annehmen Tann, und wenn inan dann das Gewicht Q durch die Länge 
BC ſelbſt vorſtellt, von der Mitte O mit. dem Halbmeſſer Q — OB 
einen Kreis befchreibt und dem vertikalen Durchmefier aOb zieht, fo iſt 
leicht aus ben vorhergehenden Werthen zu fchließen, baß bie —* BN 
ben Drud N, bie CN’ den Drud N’, die B.EN die Reibung fN md 
bie Nb oder C.E£N’ bie Reibung EN der Größe und. Richtung nach 
vorftellen wird; durch dieſe einfache Gonftructton kann alfo die Aufgabe, 
wenn o befannt tft, in jeber Hinficht vollſtaͤndig aufgelöft werben. Sn 
ber Figur tft übrigens auch angebeutet, wie o felbft durch Conſtruction 
ans dem Werthe von f gefunden wird und zwar unter ber Voraus⸗ 
jeßung, daß f = } fel, 

Die Auflöfung bed allgemeinen Zalles, in welchem das Gleich⸗ 
gewicht durch die Reibung allein nicht befteht, ſondern durch eine Kraft P 
bergeftellt werben muß, deren Richtung gegeben iſt, wird num Teim 
Schwierigkeit mehr haben und fol dem Lefer überlaffen bleiben. 


$. 133. 


Ein ſchwerer Kreis (Eplinder), beffen Gewicht Q und 
beffen Halbmeffer r fet, foll auf einer Geraden (Gbene), 
welche mit ber Richtung der Schwere ben Winkel 4n—a 
bildet, mittels der Reibung und einer am Umfange taw 
gential angzeifenden Kraft P.im Gleichgewicht gehalten 


BB 


werben; man fudge bie Beziehungen biefer Kraft und ihrer 
Richtung zu ben Gegebenen. 

Dazu lege man den Anfang ber Goordinaten in ben Derüßrungs- 
punkt A des Kreifes und der Geraden BC, Fig. 92, und nehme‘ biefe 
lebtere als Achſe dee x-ſo, daß deren pofitipe Hälfte von A nach B 
gerichtet iſt und bie in O angreifende Kraft Q mit diefer ben Mintel 
Ir — a einſchließt; den im Berührungspunfte von ber Geraden BC 
geleiſteten Widerſtand bezeichne man mit N, alfo bie längs AB wirkende 
Reibung mit EN, endlich den Winkel bO D, welchen ber zum Angriffs 
punkte D ber Kraft P gezogene Halbmeffer OD mit der Parallelen Ob 
zur Achſe der x bildet, mit 9; man erhält dann folgende Neberficht 
für die an dem gegebenen Syftem angreifenden Kräfte, deren Richtungen 
und Angriffspunkte, 


DD : ON m 7 

(Pr) : Zr—a —* 0 —* . 

GG) : 0° 0 0 . 7008 
nm: r 0.0 r(i+smp) 
und bamit werben bie Bedingungen fuͤr das Gleichgewicht 
S.Posfı — —B =p | | 
Z.PsinPx — — Q casa -+ N+Pceoayg=0- 


3.Pp= (Or sina—P [rcosp-+r(1-+sinp) sing] = 0. 
Aus der letzten diefer Gleichungen zieht mau m ſogleich die Beziehung: 


_ sin 
P(i+sinp) = Qsina ’ = Um’ (a. 
welche von ber Reibung gänzlich unabhängig erſcheint. Eiminirt man 
ſodann auqq ben beiden erſten bie Unbekannte N, fo findet man eine 
zweite Beziehung zwiſchen P und Q, nämlich . 
oder ing Hug) = — Zu | 
__ nsina—Tcosa 
Feng tlesg’ (. 
und bie Vergleichung dieſes Werthes von P mit dem vorhergehenden 
gibt eine Gleichung, aus welcher der x Winlel 9 beſtiumt werben kannz 
man ſindet naͤmlich 


——— — 


Fu EHE BERUFE 

sin (a+ 9) — * raten, N 
oder, wenn dango für f eingeführt "wird, | 
na ia C⏑ 
ein(a 2 Euer erg 


Dieſe Gleichung gibt im Allgemeinen zwei Werthe für g., und 
wenn biefe berechnet find ‚zieht man aus einem ber beiden obigen Aus 
brüde (a) und (b) für P die entiprechenden Sntenfitäten dieſer Kraft; 
unfere Aufgabe Hat dadurch eine beftimmte Auflöfung gefunden und 
ſcheint demnach auch für gegebene Werthe von a und £ nur eine be 
ſt immte Auflöfung zuzulaſſen. Die fo beitimmten Werthe von P und 
p gelten aber, wie am Ende bes $. 131 bereits bemerft wurde, mn 
für die Grenzen des Gleichgewichtes, und es gibt noch viele ander 
Werthe von P und 9 außer den fo berechneten, welche dem Gleichgewichte 
genügen. Es tft daher zweckmäßiger, anftatt wie vorher ben Winkel ꝙ 
in Function son oe und f zucbeftimmen, f oder g in Function von a 
und ꝙ auszudrücken und darnach zu heurtheilen, welches ber. Meinft 
Werth von F'ober o für ein beliebig angenommenes ꝙ und ein darnach 
aus Gleichung (a) berechnetes P fein darf; das Gleichgewicht wir 
dann auch für alle größern Werthe von f gefichert fein Man hat 
Dazu Die Gleichung: j en u: 


= tange = unge Ting langa cos u 


und dieſe zeigt, daß f überhaupt ben kleinſten Werth erhalten kann, 
wen 9 = 47 — «tft, oder wenn bie Kraft am oberen Ende E bed 
verticalen Durchmeſſers angreift, alio horizontal gerichtet iſt; denn 
man hat file einen Fleinften Werth von f 


° 


USE imga sin ꝙ 0089 . - - 
u WTTT NM T Ting imgucp 
o ae Per BE ES ze 

.. O=langatangp—1,.. , | 

und es leuchtet ein, daß bag vorſtehende Aenderungsgeſetz von Fi 
Bezug auf 9 dns Zeichen wechſelt, wenn 9 von einen Heinen Werthe 
als 4r— a zu einem grdßern übergeht, indem es für jenen negativ 
if, für Diefem aber pofitio wind... Man ſchließt daraus, daß der ger 
nannte Werth von 9 felbft einem Heinften Werth vom feunſſpricht, 
findet Damit als diefen kleinſten Werth DUIET ar ——— 


— —— — 


18 ange. = lang a ru = e 


vol 


Es geht dies mum leicht auch aus ber Gleichung (c) hervor, denn bie 
gibt für E =ja, sin(@ +9) — 1, während für 46 nad 
derfelben sin (ap) 1 werden müßte, ꝙ. alſo imaginär würde, 
Damit alſo die oben geſtellte Aufgabe überhaupt zu erfüllen iſt, 
muß ber Reibungseveffizient zwifchen dem Kreis und der Geraden’ we- 
nigftens der Tangente des halben Neigungswinkel der letztern gegen 
die Wagrechte gleich fein, und die entſprechende Sutenfität der am ober- 
fin Punkte des Kreiſes hortzontal angreifenden Kraft P iſt nach 
Gleichung (a) ı 

P= Qtang 7%. 
Soll dagegen bie Kraft P parallel zu ber. Geraden AB'gerichtet fein, . 
fo hat: man ꝙ ==} ra, damit ergibt fich als Heinfter Werth von f- 


"f=tange = — lang a , 


2 
und ber mine Werth pon P iR, wie auf der Hand liegt, 
oo In ‚P= zQeino. 


Soll adlich p vertical gerichtet fein, alſo entweder in F oder in G, 
Fig. 93, angreifen, fo hat man 
9 =n—ea WM p—in—a; 
und in beiden Fällen als kleinſten Werth von f oder o 
f=tango = tanga ,„ Alp e=e. 
Die entfprechenben Werthe von P find uum 


sina sina 
= und R=07 1-— sina ' 
wie fich Leicht aus dem Aublick dev Big. 93 angibt, ba man es in dieſen 
beiden Fällen nur mit zwei parallelen Kräften zu thun hat, deren Re 
ſultirende durch den Mittelpuntt A gehen muß. 

Die vorhergehende Aufgabe wollen wir endlich noch dahin abändern, 
daß ber bewegliche Kreis (Eylinder) in einem feften Kreiſe 
von größerem Halbmeffer (hohlen Gylinder) ABC, %ig. 94, 
tube, daß in feinem Mittelpuntte O irgend eine Kraft Q 
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in einer beliebigen Richtung angreife unb daß die Inten- 
fität des Momentes M zu fußen fet, welches biefen Kreis 
mittels der Reibung im Gleichgewichte erhält. 

Sei B ber Berührungspunft beider Kreife In der Lage des Gleich⸗ 
gewichtes und BT ihre gemeinſchaftliche Tangente in dieſem Punkte; 
biefer parallel fet die Achfe der x durch ben Mittelpunkt O bes beweg⸗ 
lichen Kreiſes gelegt, und der unbefannte Winkel, welchen die Richtung 
ber Kraft Q mit ber durch bie Mittelpunfte beider Kreiſe gehenden 
Achfe der y oder mit ber Richtung des normalen Widerftandes N bildet, 
mit bezeichnet. Man findet damit bie einfachen Gleichungen: : 


3.PoosPr=Qeing+ IN=0 ; 3.Pein Pr Q ip + N=0 
3s.Pp=M—INr=0, 


son denen bie beiden erften, wenn man ihre Glieder durch das Gleiche 
heitögeichen trennt und dann bie. erie durch bie zweite divibirt, fogleich 


tanygp = = lange ı» pP =e 


geben und Dadurch zeigen, Daß ber bewegliche Kreis durch Die von dem 
Momente bewirkte Drehung in dem feſten fortrollt, bis bie gemein⸗ 
fhaftliche Normale im Berührungspunfte den Reibungswinfel o mit ber 
Richtung der Kraft Q einfähließt. Es Tann daher im jepigen alle, 
d. h. mittel eines Momentes, ber.Kreis auf einer Geraden nur 
dann im Gleichgewicht erhalten werden, wenn bie letztere ben Winkel 
4m — o mit der Richtung der Schwere bildet. 

Erhebt man ferner die genannten Gleichungen nach erfolgter Tren⸗ 
nung ihrer Glieder zum Quadrat und nimmt die Wurzel aus ihrer 
Summe, fo findet man 


N=0Q 





— _ = Q c08 Q , 
und bie Dritte Gleichung gibt dadurch 
M.= Or —— —* Qtsinq. 
Man ſieht daraus, daß ber Rormaldruck N Meiner iſt, als die Kraft Q 
und zwar im Verhältniſſe von 1: coso, und daß ſich dadurch auch 
das Moment der Reibung um etwas vermindert, indem es nicht mehr 
fQr.odgr Qrcango iſt, ſondern Or sin .. 
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mI. Gleichgewicht eines. feften Syſtems mit beliebigen 
u s .. Kräften. 2. oo. : 


1 


Sm fünften Kapitel des vorigen Abſchnittes iſt nachgewieſen more 
ben, daß die Geſammtwirkung einer beliebigen Anzahl von Kräften, 
welche beliebige Richtungen Haben und an beliebigen Punkten eines 
feften Syſtems angreifen, immer durch bie Wirkung einer einzigen für- 
dernden Kraft R und durch die eines Momentes Ma erfeßt werden, be: 
ziehungsweiſe auf dieſe beiden Wirkungen zurüdgeführt werben. kann, 
dag Im Allgemeinen aber die Richtung der erfleren nicht in bie Ebene 
bed Momentes Fällt und daß es dann Feine allgemeine Reſultirende des 
Syſtems der Kräfte gibt. Es Tann daher im Allgemeinen unb went 
das Syſtem ganz frei iſt nur dann Gleichgewicht ftatthaben, wenn jede 
Dee beiden von einander unabhängigen Wirkungen für ſich Null ifl, 

d. 5. wenn das Syſtem ber gegebenen Kräfte weder eine fördernde noch 
eine drehende Wirkung auf das feſte Syſtem ihrer Angriffspunfte her⸗ 
vorbringt. Die beiden nothwenbigen und genügenden Hauptbebinguingen 
für bat Gleichgewicht ſind denmmach für ein freies Soſtem 


R=0 md. 


Sehe derſelben laͤßt fh aber durch drei andere erſetzen, birch welche bie 
Bedingungen des Gleichgewichtes fogleich mittels ber gegebenen Kräfte, 
ihrer Richtungen und Angriffspunkte ausgedrückt werden, 

Nimmt man nämlich fatt der. fürbernden Refultivenden R ihre 
rechtwinkligen Componenten X, Y, Z, fo wird man wie in $. 17 des 
erſten Buches fchliehen, daß das Gleichgewicht gegen bie fortichreitenbe 
Bewegung nur beftehen Tann, wenn jede biefer drei Kräfte, deren Rich⸗ 
tungen nicht in derjelben Ebene liegen, für fih Null ift, und man «tr 
hält dadurch ſtatt der Gleichung R— 0, bie brei_ folgenden: 


X—SPoosPx=Q., N=Z.PoosPy—0 , Z=Z.PcosP 1-0, (104 


yon benen jede das Gleichgewicht des. Syſtems längs einer ber drei 
Coordinaten⸗Achſen verbütgt. 

Ebenſo kann man das Moment Mn durch feine drei rechtwinkligen 
Gomponenten: Mx, Mr, Mz erſetzen und gemäß ber Analogie, welche 
zwiſchen den fördernden Kräften und den Achſen der Momente beſteht, 


fchließen, daß auch das Gleichgewicht gegen bie drehenbe Bewegung nur 
heitehen Zaun, menu jebes. dieſer drei Momente für ich Null iſt, ivor 
durch fich flatt der Gleichung: Ma = 0 bie drei neuen Gleichungen: 


M=32. P(ycosPfz—xcosPy) —=(0 
0) My = 2.P(z cr x) — — 0 
= 2. P(xcasPy—ycosPx) — 0 


ergeben, von denen jede das Gleichgewicht des Syſtems um eine der 
drei Achſen verbürgt. 

Uumgekehrt iſt leicht zu fehen, daß immer Gleichgewicht Rattfinben 
muß, wenn bie vorhergehenden ſechs Gleichungen befriedigt find; . denn 

aus ein forgen fogleih bie beiden Gleichungen: 


R—0 N ME, 


wei ausſprechen, daß weder für die fortſchreitende Bewegung des 
Syoſtems, noch für die drehende ein Grund vorhanden if. Es Läßt fih 
aber auch bier, geigen, daß wenn ‚jenen Gleichungen, Genüge geleifte 
wird, das Syſtem immer durch zwei gleiche und direct entgegengeichte 
Kräfte erfeht werben kann welche ſich nothwendig im Gleichgewicht 
halten muͤſſen. 
„Denn, nimmt man, bie Kraft P von den übrigen hinweg. und be 
ichnet die Reſultirende aller fördernden Kräfte P’, P”, etc. mit R, 
eren Componenten nach ben drei Achſen mit X X, n ZU und ihre 


Nichtungswinkel, wie gewöhnlich, mit Rx, Ry, Rs; ; ebenfo das 
Tefultivende Moment aller drehenden Kräfte, die. fich durch die Ber 
Tenung ber von: jenen Kräften erzeugten Wirkung in Bezug auf deu 
Anfangspuntt der Goordinnden ergeben, mit: Mn’, und. feine Camponen⸗ 
ten in den drei Socebinaten=&henm: mit Mi Mi’, * für werden 


bie Gleichungen (454). —— ee Po 
ARE rar . 
a.) ww; ‚PeosPy — PcosPy-+ R cosR’y — 0, 


\2. PcosPz —PeoosPitRcoRı—0, 
und bie Gleichungen (105) geben ann, 


Mi +r (xeosPy— yensPx). — 0 | 
0 M'+P (zo f3— x ft) = =0(. 6 
hr == My’ +P (yroosPı a. css 67) 'y 


Aus diefen Gleichungen folgt zunächft, daß bie Kräfte P’, P”, etc. 
eine einzige allgemeine Refultivende haben; denn führt man in bie für 
diefen Hall in -$.. 82 gefundene Bedingungsgleichung (52), welche nun 


die Form: 
XMı + Y'My’ +ZM/ = 0 


annimmt, für X, My, u. ſ. f. die Werthe ein, welche aus ben 
obigen: Gleichungen folgen, fo erhält man offenbar Null als Ergebniß 
Man hat denmach auch durch die Gleichungen (b) 


He RB (X 008 Ki Veoh) -PlxosPY— ‚YarsPx), 
Mr | "=R(® RK or) — Bl coaPx—xcosP2), 


Axt RR cos Ri. coohT)=—Piy cosP2— 1 eosPY). 
Die Gleichungen (a) geben aber wie ti $. 18 bes erſten Buches 


RP, ch — —'cosPr; u 
Re AN! Du er ee u Eu, N * 2 .. Er E 
cooRy= — cosPy ,„ coRz= — oosPı, „ 


und damit nehmen bie vorhergehenden‘ Gleichungen die Formen von 
Gleichungen einer Geraden an, welche durch Die Angriffäpuntte x’ x’ zw’ 
und xyz der Kräfte R’ "und P geht; denn fie werden dadurch 


KK v—y_ 




















—=(, 
Pt cosPy° 
WW — 2 x“—x 
. I . — = 0 (4 
— ® ® 
.ı  08P:ız. .nos Pr 
& * y — _ 2 J 
! 0 y — ⸗ ul. Ms. 0.0 ee la 


cos #7 Y cos Pr 


Während demnach bie Steigungen (c) ausiprechen, daß bie beiden 
Kräfte Paund R', wilde das ganze Syſtter der ‚gegebenen‘ Kräfte ver⸗ 


treten, einander glei, ber Richtung nach parallel, und dem Sinne 
nach entgegengefeßt find, drücken die Gleichungen (d) aus, ba ihre 
Angriffspunkte auf einer zu ihrer gemeinichaftlichen Richtung parallelen 
Geraden liegen, daß folglich biefe Kräfte einander dir ect entgegen 
gefebt fnb unb rs bas Gleichgewicht hatten. 


$. 13. 


Die oben gefundenen ſechs Bedingungsgleichungen für das Gleich⸗ 
gewicht Tünnen ferner bazu bienen, im Allgemeinen bie Werthe von 
fechs in einer Aufgabe vorkommenden nicht beftimmten Größen in ber 
Weiſe zu beftimmen, daß dad Syſtem im Gleichgewichte bleibtz unter 
bieten ſechs Unbekannten bärfen indeffen nicht die Goorbinaten bes An- 
griffspunttes einer Kraft enthalten fein, wie bies fchon aus ber öfter 
gemachten Wahrnehmung, daß es bei einem feften Syſtem für eine 
Kraft Heinen beſtimmten Angeifföpuntt gibt, folgen muß. && folgt 
biefe Beichräntung aber auch aus ber Form ber Gleichungen (105), 
welche allein” zur Beſtimmung jener Goorbinaten dienen könnenz benn 
bezeichnet man bie Kraft, deren Angriffspuntt Pefltuunt merben fol, 
mit P und fest zur Abkürzung , 


Peosfx —a R —— Fufize, 


und bie Gomponenten des refultivenben Momenies aller andern Kraͤfte 
außer P 

MY’ =f, Mi’=$, Ki —h, 
fo nehmen die genannten Gleichungen ober bie Gleichungen (b) im 
vorhergehenden $. die Form an: 


ay—bı=h, 
bz—cy=f, 


welche zeigt, daß biefe Gleichungen nicht vollfommen unabhängig von 
einander find, wie ed zur Beflimmung breier Unbelannten aus brei 
Gleichungen nothwendig tft, daß vielmehr die Möglichkeit, fie durch 
diefelben Werthe von x, y und z zu befriedigen an bie Bebingung: 


af+by+ch=0 
oder 


Bi. PeosPr + My.P cosPy + Mz'.P eos v = 


— EEE — — — — — — — — 


— 
gebunden iſt, bie ausdrückt, daß das Syſtem aller übrigen Kräfte 


. außer P eine allgemeine Refultivende hat, welcher die Kraft P im 


Falle des Gleichgewichtes gleich und direct entgegengefeht fein muß. 
Iſt aber biefe Bedingung wirklich erfüllt, fo tft die dritte ber vorher- 
gehenden Gleichungen eine Folge der beiden erften ımb es koͤnnen daraus 
bie drei Unbelannten x, y und z nicht gefunden werben, und wenn 
biefelbe nicht befriedigt wird, fo kann bie Kraft P allein 
das Syſtem nicht im Gleichgewichte Halten; man kann dann 
aber eines ber’ nothiwendigen Stüde (Intenfität, Richtungswinkel ober 
Angrifspuntt) einer neuen Kraft Q To beitimmen, daß durch ihre 
Mitwirkung ber vorhergehenden Bebingung Genäge geleitet und. bad 
Syſtem im Gleichgewicht erhalten wird. 

Sol 3. B. das in 6. 88 berechnete Syſtem im Gleichgewicht ge⸗ 
halten werben, fo wird dies nur moͤglich fein, wenn demſelben bie dort 
berechnete ober eine andere unter derſelben Borausfekung —— 

Kraft Q Hinzugefügt wird. Nimmt man bie. gleich 11,98 Kil. be⸗ 
rechnete Kraft, deren Richtung mit ber negativen Achfe ber = zufammen- 
faͤllt, ſo wird eine Kraft P = 8,95 Kil., welche der daſelbſt gefundenen 
Refulticenhen R’_ gleich und direct engegengefet tft, deren Richtung 
alſo mit den drei Achſen die Winkel: 


Remus, A-wıns, Raw 
einſchließt, und durch bie Gleichungen : | 

y=0,382x — 8,% 

z = 0,485x — 5,114 


der Rage nach beftimmt wird, das Gleichgewicht herſtellen. 

Betrachten wir noch ben befondern Fall, wo alle Angriffspunkte 
in derſelben Ebene liegen, indem wir dieſe Ebene als Ebene der xy 
annehmen, fo daß alle z Null werden, fo finden wir als Bedingungs⸗ 
ch für das Gleichgewicht. ner bie unveränderten Gleichungen 

N naͤmlich 


2. P—ο, .2.Peufy=0, 2. =; 
die Gleichungen ( 105) dagegen nehmen bie Form an: 


zry 0, ZPxoosPı—=0, rk =, 


— ——————————— 


und zeigen, daß nicht alle cos Pr gleiche Zeichen haben "dürfen, dah 
alſo ein Theil ber Kräfte die Ebene der xy tm Sinne ber pofltiven z, 
ber andere im Sinne ‚der negativen z muß bewegen wollen, wie bies 
von felbft einleuchtet. Die drei mittleren biefer ſechs Gleichungen 


Seo 4 Z.PycosPı=0 N — 


werden unabhängig von jebem befonbern Werte von e. x und y be⸗ 


friedigt, wenn alle cos Pr — O oder alle Pr == 4n ind, d, h. wenn 
die Richtungen aller Kraͤfte in die Ebene ihrer Angrifföpuntte fallen, 
und es bleiben dann blos bie beiben erfien- und bie lebte ber vorher⸗ 
gehenden Gleichungen als Bebingungsgleichungen für das Gleichsewicht 
übrig, wie in $, 129 gefunden wurde. 

Werden xdlich d die Richtungen aller Kräfte parallel, alte alle 
infel Pr, ?y, Pr einander gleich und demnach cosPr, cosPy; 


cos Pz gemeinfchaftliche Factoren aller Glieber berfelben Summe, fo 
werben bie Behingungsgleichungen (104) befriedigt, wenn 2.P=0, 
und bie Gleichungen (105), wenn man 2.Px=0, 3. fy=b, 
5.Pz=0 hat, und dieſe Bedingungen find diefelben, wie bie in 6.124 
gefundenen @leichutgen (94); fie. euthalten aber wegen ber allgemeinen 
Lage ded Coordinatenſyſtems eine hberftäffge Penkmung, 


\ $ 18. 


Wenn dad Syſtem nicht ganz- frei fich beivegen kann, fo tft es 
für das Gleichgewicht desfelben nicht mehr nothwendig, daß alle ſechs 
ber vorhergefündenen Bedingungsgleichungen befriedigt werden; es wer⸗ 
ben vielmehr von benfelben um fo mehr entbehrlich werben, je mehr 
Beichränfungen dad Syftem in feiner Bewegung unterworfen wird. - Im 
Allgemeinen wird man aber ‚dabei am ficherften gehen, wenm man biefe 
Beichränkungen ober Hinberniffe ber Bewegung als‘ Kräfte von unbe 
Tannter Sntenfität, zuweilen auch von unbekannter Richtung tn bie fechd 
Bebingungsgleichungen (104) und (105) einführt und die Unbekannten 
durch Elimination daraus entfernt. Diefes Werfahreh wird namentlich 
dann nothwendig, wenn einem ober mehreren Punkten bed Softems bie 
Beſchraͤnkung auferlegt wird, auf einer gegebenen Curve oder Fläche 
zu bleiben, ober mit umbiegfamen Flächen an feften Punkten oder Linien 
binzugleiten , und‘ wenn bie Richtung ober Zutenſltaͤt einer Kraft 


BE _ 


beftimmt. werben ſoll, welche das Syſtem im Gleichgewicht erhaͤlt, der 
bie Lage bes ganzen Syſtems, in welcher es von ſelbſt ober unter Mit⸗ 
wirkung. ber Reibung tin Gleichgewichte bleibt. | 

Als einfaches Beiſpiel diene folgende Aufgabe, 

Ein prismattfcher Stab ſtützt ſich mit dem’ einen Ende 
auf eine horizontale Ebene, mit Dem andern an eine ver— 
ticale Wand, fo daß feine Rrojestion auf der letzter 
einen Winkel p mit einer lothrechten Geraden bildet; 
welches wird der größte Werth bed Winkels 9, und wel 
bes ber des Winkels I fein, den der Stab mit feinen 
horizontalen Projeetion vermöge ber an ber Wand unb 
auf dem Boden erzeugten Reibung. bilden Kann, ohne nwih 
irgend einer Richtung auszugleiten? 

Die Horizontale Ebene, auf welche ſich der Stab, deſſen geome⸗ 
triſche Achſe durch die Gerade AB, Fig. 95 vorgeſtellt iſt, ſtuͤtzt, ſei 
die der xy, bie verticale Wand die ber yz, und bie Ebene der x⸗ 
werde durch den Endpunkt A ded Stabes gelegt, wenn er fich in der 
aͤußarſten Gleichgewichtslage, die wir ſuchen, befindetz.bev Anfangspunkt 
ber Coordinaten wird dann die Projection C des Punktes Aauf ber 
verticalen Wand fen, und Ab die horizontgle, BE bie verticale Pro= 
jertton des Stabes (beziehungsweiſe feiner Achſe) vorſtellen, d en 
Länge mit 1, und deffen Gewicht, welches im Schwerpunkte O angre 
mit Q bezeichnet ſei. Den Widerſtand, den dir Cbene der xy gegen 
den auf fie ausgeübten Druck leiften muß, ſtellen wir durch eine nor⸗ 
male Kraft Na, den, welchen. die Ebene der yz darbieten: niuß, duvch 
eine normale Kraft Ns vor, beide von unbekannter Intenfitiikt. Die 
Reibung auf ber erften Ebene wird’ dann f, N,, bie auf ber Iehtern 
fa Ns -feinz die Richtungen diefer Kräfte find aber auch noch unbekannt, 
da es von.ber Größe der Reibungscoeffizienten fi und fa abhängen wird, 
welchen Weg, die Punkte A und B befchreiben wollen, Wir. haben 
demnach in unferer Aufgabe ſechs unbekannte Größen, nämlich bie 
Kräfte N, und N,, die beiden Winfel ꝙ und I, und bie Winkel w, 
und wa, welcher von ‚den - Richtungen der wiberftchenden Kräfte f} N, 
und Is N,, der eine mit der Achſe der x in ber Cbene der xy, ber 
andere mit der Achfe der-z in’ der Ebene der'yz, gebildet werben; bie 
* ſcheint demnach beſtimmt zu fein, und nur eine Auflöfung zu⸗ 
zulaſſen. 

Stellen wir nun zuerſt die an ‘dem Syſtem tätigen Kräfte mit 
ihren Richtungswinkeln und ben Goorbinaten ihrer, Angriffspunkte zu⸗ 
ſammen, fo ergibt ſich folgende Ueberficht: 


* 


3386: 
(P} .: Q. ’ N. AN, N 5, GN, > 
(Ps) 40 5; in 5, u ) 0% in » 
Ey) :40 5 in , in—o ; In 5 in-+ vs » 
Pd):n, 0, ins 4e =» 


— un EB N ul rl 
(x) :4lcosl , 10082 : | 0 . 
(v) : Hlenısnp, 0 3, 1leimleinp 5, 
(2) : 41sinA ces ‚. 0 —W 1 sin}, cos p . 


worin A noch ben Winkel bezeichnet, ben bie Gerade AB mit ber Achſe 
ber x einficht, und melder mit ben Zinfeln g und 9 durch bie 


Gleijung: ein, = "2 > in Berbinbung ſeht. 


Die drei erften Bengengegegungen für das Gleichgewicht wer⸗ 
ben dadurch 





N coauy+N — 0, 
a.) f, N, sin a, —fa Ns sin = 0, 
-Q+N + = 0, 
and enthalten vier Unbekannte. Die beiben erſter geben durch Gilt 
warten bon wꝛ 
a en u 
4 


wodurch mittels der dritten gefunden wird 


Yı + fa? sin? a, 
N = ö——— —5 
h fa C08 (0g + yi + f2? sin? @g 
N = ⸗ 


er cos +V1+ 1 nt 
Fuͤr das Gleichgewicht der Momente hat man ferner 


— — 
f N lcoAsino, —NlsinAsinp = 0 
4Q1cosA—N,1cosı-+NslsinA cosp — 0 . (b. 
—4Q 1sin 1 singp-+fa Ns 1sin A (sin ꝙ cos wg-+-cos p sin ma) —0 


Erſetzt man in der erften dieſer Gleichungen IN, sin w, durch feinen 
Werth aus der zweiten der Gleichungen (a); jo wird 


fa sin wg —= tangAsinp ; (c. 
die dritte der Gleichungen (a) gibt ferner 
N =Q—RNg cosw , 
und bie zweite der Gleichungen (b) nimmt damit die Form an: 
| ‚(fa coewg + tangA cosp)Ns = 4Q , | 
welche mittels bes obigen Werthes von N, in Q m bie folgende 


2f, tangı cos ꝙ = yi + fy? sin? wg — fı fg cos 009 (d. 


übergeht. Eliminirt man endlich aus ber vorletzten Gleichung und ber 
dritten ber Gleichungen (b) den Quotient F ‚ ſo erhält man bie 
2 

Gleichung (0) wieder, alfo Feine dritte Gleichung zwifchen we, @ 
und 2, und die Aufgabe bleibt unbeftimmtz; man kann demnach einen 
ber Winkel ꝙ oder 9 willkürlich ober in Function des andern an⸗ 
nehmen und biefen andern mitteld der Gleichung, welche fich durch 
Elimination von oz ans den Gleichungen (c) und (d) ergibt, be 
rechnen; bie Gleichung (c) gibt dann ben Winkel wa, womit bie 
Werthe von N, und Ns und os gefunden werben Eönnen, 

Mir konnen aber auch, um eine beftimmte Aufgabe zu erhalten, 
ben Endpunkt A als unbeweglich, alfo gegen einen feften Punkt geftüht 
annehmen, deſſen Widerftand parallel zu den drei Achfen bie Compo⸗ 


nenten W. cos Wx ‚W cos Wy . W.cos Wi gibt. ES bleiben dann 

in unfern Gleichungen nur fünf Unbefannte, die drei ebengenannten, 

der normale Widerftand N der Ebene ber yz und ber Winkel 9, ba 

nun A conflant ift, alfo 9 von 9 abhängt und ber Endpunkt B ſich 

auf der Ehene der yz nur in einen Kreife beivegen Tann, bie Richtung 

ber Reibung EN demnach fentrecht zu dem Halbmeſſer OB tft und ber 
Decher, Handbuch der Mechanik IL. 22 


BER... 
Winkel ws dad Complement des Winkels. ꝙ wid. Na dieſen Be 
merfungen findet man als Bebingungsgleichungen für das Gleichgewicht: 
| —WcosWx- N =, 

W cos Wy— IN cosp =0, 
—-Q+WenWi+fNeing=0, 
WlcosWycosA—Nlein} sing =0Q, 
4Q1008%— Wlcos W2c0s2 + Nlsinkcap = 0, 
—40Qlsnisnpg+fNlsani =0. 


. . in 
Nimmt man bier den Werth von W cosWy aus der zweiten 
Gleichung und führt ihn in bie vierte ein, fo folgt fogleich 
f=ltangltangpg ,„ tmygm—fedil; 
wenn dann ebenjo der Werth von W cos M aus der dritten gezogen 
und in die fünfte geſetzt wird, fo wird biefe 
2N(fsinp-+tanglesg)=Q , ° 


und mit dem aus der vorhergehenden Gleichung ſich ergebenden Werthe 
von Zang A bat man 





N m _ cot 
"> ann 
Zulebt sieht man ang ben obigen Gleichungen die Werthe: 
Wen WI=N=10 9 j WeooWy=Qeinpeup, 


W cos Wi = 5 I 01400829) , 
womit Größe und Richtung bes Wiherſtandes W gegeben iſt. 


§. 137. 


Es gibt indeſſen mehrere Falle, bei welchen mon unmitielbar ber 
urtheilen kann, welche ber ſechs Bebingungealeichungen (104) us 


— nn) 


(105) für das Gleichgewicht des im ber Bewegung befchränften Sy- 
ſtems nothwendig, und welche derfelben entbehrlich find. Diefe Sälle 
find folgende: 

1) Wenn das Syſtem einen feften Punkt enthält, fo kann man 
biefen als Anfang der Goorbinaten nehmen, und es wird bann bie 
Gleichung R== 0 entbehrlich werben für das Gleichgewicht, da bie 
Wirkung der fürdernden Kraft R durch den feiten Punkt aufgehoben 
wird; diefe Kraft drüct nun bie Größe des Widerftandes aus, welchen 
ber feite Punkt muß leiften Tonnen, und ihre Richtung zeigt an, in 
welcher Richtung dieſer Widerftand geleiftet werben muß. Es bleiben 
alſo als Bedingungen für dad Gleichgerwicht nur nor) Ma = 0 ober 


NMk=0, M=0, M,. = 0 


übrig, weldhe ausfprechen, daß ſich die Momente um den Anfangspunkt, 
den feften Punkt, geradefo das Gleichgewicht Halten müflen, wie bet 
einem freien Syſtem; denn im entgegengefeßten alle wäre Fein Hinderniß 
für eine drehende Bewegung vorhanden. Diefe Gleichungen enthalten- 
aber auch, wie in $. 83 gezeigt wurde, bie Bedingung, daß das ganze 
Syſtem eine allgemeine Refultivende hat, beven Richtung durch ben 
Anfangspınkt, in unferm Falle durch ben feften Punkt geht, und es 
leuchtet ein, daß biele Bedingung für das Gleichgewicht nothwendig 
und genügend iſt. 

2) Enthält das Syſtem zwei oder mehrere fefte Punkte, welche 
in gerader Linie Hegen, ober eine feſte Achſe, laͤngs welcher fich bas- 
felbe nicht werfchieben laͤßt, um welche dasfelbe aber gedreht werben 
kamn, fo kann man dieſe als eine ber Coordinaten-Achſen, 3. B. als 
bie der z annehmen; bie fürdernde Kraft R, deren Richtung alsdann 
diefe Achte ſchneidet, wird durch dieſelbe unwirkſam gemacht; ihre Com⸗ 


ponenten X—= 3. P cosPx und Y = Z.PcosPy geben bie Intenfität 
des kleinften Widerſtandes, welchen die feite Achſe längs der Achſen 
der x und der y leiſten muß, während bie Seitenkraft Z— 2. P oosPr 
ben erforderlichen Tleinften Widerſtand gegen eine Berfchiebung des 
Syſtems auf der feften Achſe oder gegen eine Verſchiebung dieſer Achfe 
ſelbſt in ber Richtung Ihrer Länge vorſtellt. 

Durch die Unbeweglichkeit der Achſe der z wird aber auch jebe 
drehende Bewegung um bie Achfen der x und y unmöglich gemacht; 
ed werben deßhalb auch bie Sleichungen Mx ==0, My == 0 entbehr- 
lich, und die einzige nothwendige Gleichung für 6 das Befchen dei Glei 
gewichtes int F 


= 


m 


n 4 


Mz = 2. P(xcosPy—ycosPr) —=(; 


fie verbürgt das Gleichgewicht der drehenden Kräfte um Die feſte Achte, 
d. h. derjenigen Kräfte, welche allein eine Bewegung bervorbringen 
könnten. Die Momente Mx und My, deren Beflreben dahin gebt, die 
fefte Achſe der z um bie Achien der x und der y zu drehen, Tonnen 
je eines mit einer ber fürdernden Kräfte X und Y zu allgemeinen Re 
fultirenden in den entfprecdenden Goordinaten- Ebenen vereinigt werben, 
welche gleiche Intenfität mie bie leßtern haben, aber nicht mehr im An- 
fangspunfte angreifen, fondern in zwei Punkten ber Achfe der z, deren 
Abſtaͤnde z, und zu vom Anfangspuntte durch Die Gleichungen: 


2 _Mı _ Z.P(zcoPs—x cos Pr) 
x £.PcosPx 

_Mx _ Z.P(ycoPr—:z cosPy) 

a=myrmnT7 
3.P cosPy 


gegeben werben. 

Iſt die Achfe nur in zwei Punkten befeftigt und will man ben 
Widerftand kennen, welchen ein jeder berfelben zu Teiften, oder ben Drud, 
‘welchen jeber zu erleiden hat, fo muß man jede der beiden zuletzt er- 
haltenen allgemeinen Kräfte X und Y in zwei parallel gerichtete X 
und X”, V und Y” zerlegen, deren Angrifföpunfte in die betreffenden 
feften Puntte zu liegen kommen, und dann für den einen dieſer Punkte 
die Componenten X’ und Y’, für den andern X” und Y” zu einer Re 
fultirenden vereinigen, welche jenen Druck vorftellen wird. 

Kann endlich das Syſtem Tängs ber feiten Achfe fortgleiten, ober 
tft dieſe Achfe ſelbſt laͤngs ihrer Richtung beweglich, fo müſſen fich Die 


fördernden Kräfte P cosPz, welche längs biefer Achſe thätig find, 
gegenfeitig aufheben; man wird alſo die beiben Bedingungen: 


3.PcosPfr = 0 A Z.P(xcoPy—ycosPx) = 0 


zu erfüllen haben, wenn das Syſtem im Gleichgewichte bleiben fol, 
Der Drud, welchen bie Achſe fenkrecht zu ihrer Richtung zu erleiden 
Bat, bleibt derſelbe, wie vorher. 

3): Der leßte der erwähnten Bälle iſt derjenige, wo ſich das Syſtem 
gegen eine feſte Ebene ſtützt. Wird dieſe Ebene als eine der Coordi⸗ 
natenebenen, 3. B. bie ber xy genommen, fo müflen alle Kräfte, welche 


iin] 


eine Beränberung in ber Lage biefer Ebene bewirken wollen, unwirkſam 
werden, alſo namentlich bie Kräfte: P cos Pz ober ihre. Refulticende 


Z—= Z.PcosPz , welche wieder dad Maaß des kleinſten Widerſtandes 
gibt, den die Ebene muß ertragen können. | 
Stützt fih nun das Syſtem nur mit einem Punkte gegen bie 
Ehene, fo müflen einmal die Bedingungen erfüllt werden, welche bie 
Bewegung biefed Punktes, ben man als Anfang ber Coordinaten neh- 
men wird, in der fehlen Ebene verhindern, namlich 


= 3.Poos?ı — 0, Y= Z.Pcosfy = 0, 
Berner müſſen befriedigt werben bie Gleichungen: 
M=0 , M=0, M=0;, 


welche jebe Urfache für eine drehende Bewegung um jenen Punkt befel- 
tigen und in Verbindung mit ben beiden vorhergehenden auch ausdrücken, 


daß die allgemeine Reſultirende 2=r.P cos Pz des ganzen Syſtems 
ber Kräfte zur Ebene normal iſt und durch den Stützpunkt geht, was 
offenbar zur Erhaltung des Gfeichgewichtes nothwendig und genügend iſt. 

Bon ben ebengenannten fünf Bebingungsgleichungen wird hie vierte 
überflüffig, wenn ſich das Syſtem mit zwei oder mehreren Punkten, 
welche in einer Geraden liegen, gegen bie fefte Ebene fügt und wenn 
man biefe Gerade als Achfe der x, einen der feiten Punkte felbft als 
Anfang der Soorbinaten nimmt. Denn es iſt nothiwendig und genügt 
für das Gleichgewicht in dieſem Falle, daß die Kraft Z wieder allge 
meine Reſultirende aller Kräfte iſt und daß ihre Richtung die feite 
Ebene in einem Punkte der Stüglinie trifft, welcher noch zwiſchen die 
aͤußerſten Stützpunkte fällt, Die erfte Bedingung wird wieder durch 
die Gleichungen: 


Ko 3 PeofX=0, YerPofi—o 


erfüllt; die letztere, nämlich daß die Kraft Z ihre Richtung in ber 
Ehene der xz liegen hat, gibt die Gleichungen: 


M=0 , NM =0, 


welche übrigens auch dafür bürgen, daß Feine Drehung um bie Achien 
ber x und z ftattfinden Tann, während bie beiden vorhergehenden jede 
Urfache für das Verſchieben ded Syſtems auf ber Ebene befeitigen. 
Das Moment My gibt dann den Abftand X ber Richtung ber allge 
meinen Refultivenden Z von ber Achſe ber z durch die Gleichung: 


ee —— 


2. ra ee Pr—xceP}) _ 
2. PoosPz 


und bie Ichte Bedingung für. das Gleichgewicht beſteht noch darin, daß 
dieſer Werth von X ohne Rückſicht auf das Qualitätszeichen Fleiner 
ift als der Abſtand bes Außerften Stützpunktes vom Anfang ber 
GCoordinaten. 

Sind endlich drei ober mehrere Stutzpunkte vorhanden, welche nicht 
in gerader Linie liegen, fo werben für das Gleichgewicht die Bebingun- 
gen ‚genügen, welche dafür bürgen, einmal daß das Syſtem auf ber 
Ebene weder eine fortichreitende noch eine drehende Bewegung erhält 
— dies thun bie Sleichungen: 


XxX=0, Y=0, %=0 
— und dann, daß bie allgemeine Refultigende .Z bes Syſtems ber Kräfte 
die feſte Ehene Innerhalb des Polygons trifft, welches Durch Die Ver⸗ 
bindung ber Außerften Stügpunfte entfteht, daß alſo jede Der Coordi⸗ 


naten X, W des Durchgangspunktes jener allgemeinen Refulttrenden 
durch bie Ebene, welche burch bie Gleichungen: 


— vo = 


beftimmt werben, Kleiner iſt als die entſprechende Coordinate des aͤußer⸗ 
ſten Eckes jenes Polygons 


xi=-7= 


x— 


6. 138. 


Die vorhergehenden Betrachtungen laffen ſich indeſſen einfacher, 
ficherer und vielleicht ſelbſt einleuchtender auf dem am Anfange de 
6. 136 angegebenen Wege anſtellen, wie aus dem Folgenden hervor⸗ 
gehen wird. 

1) Für den Fall, daß das Syſtem einen feſten Punkt enthält, 
fügt man- den unbefannten Widerftand W, welchen berfelbe zu leiſten 
hat, dem Syſtem der gegebenen Kräfte himn ‚ wodurch man — den 
felten Punkt als Anfang angenommen, fo daß die Koordinaten be 
Angriffspunktes der Kraft W Null find — für das Gleichgewicht bie 
Bedingungen erhält: 


an — en 
X+WcoeoeWx=0, Y+WceWy=0, Z+WcoWı=l; 
NM =0 ; NM, = 0 ; M=0; 


— —_ — — * 
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von denen die drei Tehten demnach allein für das Gleichgewicht der ge⸗ 
gebenen Kräfte genügen, während bie drei erſten dazu dienen, Intenfitaͤt 
und Richtung, bes Widerſtandes W zu beſtimmen. 

2) Enthält das Syftem zwei fefte Punkte, von benen ber eine ber 
Anfangspunft iſt, der andere in der Achfe der z in einer Entfernung o 
von jenem legt und den Drud w zu erleiden hat ‚ fo werben nie 
Bedingungsgleichungen 


KA Woos WI W’ cos WO, We a WewT—, 
2 WeaWitWeoeW2—0, 
Mx — W'ocos Wy=0 , Mr + WecoWx—0 A M,.=0; 


für das Gleichgewicht der gegebenen Kräfte gerügt. folglich Die - lebte 
Gleichungen allein; bie übrigen zeigen, daß fich nur die Werthe 


der zur feſten Achſe der = ſenkrechten Componenten W cos Wx, 
W cos Wy .„ W' cos W’x, Ww’ cos W’y beftimmen laſſen, daß da⸗ 


gegen die dazu parallelen Seitenkrafte W cos Wx , W’ cos W'z, 
beztefungsweife eine derſelben, willkürlich bleiben, wie dies in Der 
Natur der Sache liegt, da es gleichgültig if, wie bie Wiberflände gegen 
bie Wirkung ber Kraft Z unter die beiden feften Punkte ober überhaupt 
längs der feften Achſe vertheilt find , wenn nur der Geſammtwiderſtand 
bie erforderliche Größe Hat. 

Sol dagegen diefer Widerftand Null fein, ſich alſo das. Syftem 
in der Richtung der Achfe der z verfchieben laſſen, fo werben bie dritte 
und fechste Gleichung: 


2:9, Mk=-0 


die Bedingungen für das Gleichgewicht des Syftems ber gegebenen 
Kräfte ausdrüren. 

Enthält endlich das Syſtem drei ober mehrere Punkte in gerader 
Linte, jo fieht man leicht aus ber Form der vorhergehenden Gleichungen, 
daß die Bedingungen für das Gleichgewicht biefelben bleiben, daß aber 


. N an on 

dann die Komponenten W cos Wx, W’cosW’x, W’cosW’x, u. ſ. f. 

der Wiberfkände ber einzelnen Punkte nicht mehr beftimmt werben koͤnnen. 
3) Wenn fich dad Syſtem mit einem Punkte gegen die fefte Ebene 

ber xy flübt, und biefer Punkt als Anfang der Coordinaten genommen 

wird, fo genügt ed, dem Syſtem eine Kraft N beizufügen, welche mit 


A —— 


ber Achſe der z zufammenfälltz bie Bedingungẽgleichungen fir das 
Gleichgewicht find dann 


x=0, Y=0, Z+N=0, M=0, Mı=0, NM; =0, 


und man fieht, daß für das Gleichgewicht ber gegebenen Kräfte die 
dritte derſelben entbehrlich wird, daß biefe aber zur Beſtimmung des 
Drudes dient, welchen die fefte Ebene in bem betreffenden Punkte er- 
leidet, ober bes Kleinften Widerftandes, welchen biefelbe leiften darf. 

Stud mehrere Punkte in gerader Linte mit ber Ebene in Berüh- 
rung, fo nehmen wir dieſe Gerade als Achje der x und laſſen in den 
beiden Außerfien Punkten, wovon ber eine Anfangspuntt ift, ber andere 
in einer Entfernung a von dieſem Tiegt, zwei Kräfte N und N’ in dem- 
felben Sinne und fenfrecht zur feften Ebene angreifen; dadurch erhalten 
wir die Gleichungen: 


x=-0, Y=0, Z+N4N=0, 
M=0, NMN—Na=0, M=0, 


von denen alſo bie dritte und fünfte für das Gleichgewicht ber gegebenen 
Kräfte nicht mehr nothwendig find, aber dazu dienen Tonnen, bie Werthe 
von N unb N’ zu beſtimmen. Wenn Z als allgemeine Refulttrenbe ber 
gegebenen Kräfte betrachtet wird, und X ber Abſtand ihrer Richtung 
son ber Achfe ber z tft, fo findet man auch 
ZX—=M , (N+N)x=—Na 

und dadurch N 

“=Tanıv? 
es wird folglich, abgefehen vom Zeichen, X Heiner fein als a, d. h. 
al8 die Entfernung des Außerften Stützpunktes. 

Im letzten Falle endlich, wenn fich drei oder mehrere Punkte bes 
Syſtems, bie nicht in geraber Linie liegen, auf bie fefte Ebene ftüben, 
genügt e8, drei der Außerften zu wählen und in biefen bie Kräfte N, 
N’, N” fenfrecht zur Ebene und in demfelben Sinne angreifen zu laffen. 
Wird der erfte diefer Punkte als Anfang ber Goorbinaten, Die Lage 
dev Achfe der x“ in der Ebene aber beliebig genommen, fo daß bie 
Coordinaten bes zweiten und dritten a’, b’ und a”, b" find, fo findet 
man zufolge der Bedingungen für das Gletchgewicht eines freien Sy 
ſtems, an welchem die gegebenen Kräfte und bie Kräfte N, N’, N’ 
angreifen, bie Gleichungen : 


345 


x=0,-.Y=0,.Z+N+N+N=0, 
M+NbNb= 0, ı—Ni—N.’-0, b—0, 
und demnach | 
| i=0, Y=0, Mz = 0 
als bie nothwendigen Bedingungen für das Gleichgewicht der gegebenen 


Kräfte. Ferner erhält. man für die Coordinaten X und Y des An⸗ 
griffspunktes ber allgemeinen Reſultirenden Z 


ZX—=M or (N+N+N)X—= — (Na+N ee), 
Zzw—=M: oa (N+NN)Y=NbHND, 


woraus folgt, daß X und W, vom Zeichen abgefehen, Immer Meiner 
fein müffen, als die größten Werthe der Coordinaten a, a’, b, b’; 
benn tft N’ die größte ber Kräfte N,N, N’, und a a“, fo kann man 


N=oN , N=ßpN, «ya 


feßen, indem man mit «, ß, y Zahlenwerthe zwiſchen 0 und 1 be 
zeichnet, und erhält dadurch 


alfo immer X <a’... Ehenfo ergibt fih immer w<Chb/, wenn b’ 
bie größere der Orbinaten b’ und b” tft, übereinftimmend mit unferer 
früheren. Behauptung. 


$. 139, 


Als Anwendung bed Borhergehenden wollen wir noch das Gleichgewicht 
eines ſchweren Körpers unterfuchen, welcher fich mit mehreren nicht in 
einer Geraden liegenden Punkten auf eine geneigte Ebene ſtützt, und 
an welchem außer feinem Gewichte O nur eine Kraft P angreift. 

Dazu werde ber Winkel, welchen bie Normale gu der geneigten 
Ebene mit ber Richtung der Schwere bildet, mit 3 bezeichnet und bas 
Coordinatenſyſtem fo gelegt, daß die Ebene der xy parallel zu ber 
genannten Ebene wird und die Ebene ber xz durch den Schwerpunft 
bed gegebenen Körpers als Anfang der Goordinaten geht und bie 
Richtung der Schwere, alſo auch die der Kraft Q enthält. Nehmen 
wir dann zuerfi Umgang von ber Reibung, fo haben wir nur bie bei- 
ben Kräfte P und Q an dem Syſtem, und bie Feringungegleichungen 
für das Gleichgewicht find nach dem Vorhergehenden 


6 


Qein $+P cosPx = 0 3. PcoPy—0, 
P(x cooPy—ycosPx) — 0, 


woraus ſogleich vermöge der zweiten Pr —= 4 und dann vermöge ber 


dritten y = 0 folgt, da wegen der erften cosPx nicht Null werden 
darf. Die Kraft P muß alfo in einem Punkte des von der Ebene ber 
xz durch den Schwerpunft gemachten Schnitted angreifen unb ihre 
Richtung in dieſer Ebene Liegen. Es iſt dann noch die erfte Gleichung 


übrig, welche nicht mehr bie beiden Unbelannten P und Px beſtimmen 
Tann, und es bleiben daher nicht nur bie Goordinaten x und z de} 
Angriffspunftes, fondern auch die Richtung ober Intenfität bee Kraft P 
willkürlich. Diefe Größen, von benen bie beiden letztern durch Die Gleichung: 


sin I 
| coePx 

in Abhängigkeit von einander ſtehen, müflen aber fo gewählt werden, 
werden, baß bie Richtung ber Refultivenben der Kräfte P und O noch 
die Grundfläche des Körpers, ‚mit welcher berfelbe auf ber Ebene auf- 
ruht, durchſchneidet, damit berfelbe nicht um eine feiner Kanten umkippt. 

Aus der vorſtehenden Gleichung folgt dann, daß cosPx niegatie 
fen muß, weil P nothwendig wine pofltive Größe tft; ferner ergibt ſich 
daraus als Kleinfter Werth von P, welcher dem größten negativen 
Werthe von cos Pr „ nämlich cos fr — 1, und dem Werthe Pı=r 
entipricht, j 


Pf=— 





P = Q sin I 
und darnach als Drud auf bie fefte Ebene: —Z—= 0 cos}. 
Sol dagegen bie Kraft P horizontal angreifen, alſo a= nr +9 
fein, fo wird 
P= Oltang}, 
und der Drud, ben die Ebene zu erleiden hat, 


1 
—Z=0cs4+Psny= Q: 3 
iſt nun im Verhältniffe 1: cos? 3 größer, als vorher. 
Um nun auch die Reibung in Rechnung zu bringen, geben solr 
von dem durch die Erfahrung bewieſenen Sabe aus, Daß die Reibung 
unabhängig tft von ber Größe ber Berührungsflähe Wk 


— — — — — 
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erhalten demnaͤch mit Beibehaltung ber früheren Anorbnung, und in= 
bem wir beachten, daß bie Reibung jeber Bewegung auf ber Ebene, 
alfo ſowohl ber drehenden wie ber fortichreitenden entgegenwirft, Tür 
bie Grenzen des Gleichgewichtes bie Gleichungen : 


Qeind-+Peos Pr—tNesNx—0 ; PeosPy-—-tNsinNx—=0, 


P(xcoPy— ycoPx)—INn = — 0, 


worin N den normalen Druck auf die geneigte Ebene, f ben Rei⸗ 
bungscoeffizienten, FN die refultivende Reibung und n die Länge der 
Sentrechten bezeichnet, welche von dem Anfangspuntte auf die Richtung 
biefer letztern Kraft gefällt werden Tann. Diefe drei Gleichungen ent- 
halten acht Unbekannte und können deßhalb Feine beſtimmten Werthe 
für dieſelben geben; ſie zeigen aber, daß bie Kraft P num nicht mehr 
in einem Punkte bed durch den Schwerpunkt gelegten verticalen Schnittes 
angreifen und ihre Richtung in der Ebene besjelben Itegen muß, wie 
in bem alle, wo Feine Reibung fattfinbdet. 

Rehmen wir aber, um die Sache etwas beſtimmter zu erhalten, 


wieder Fr 4, y=0, fo folgt auf in N2=0, n=ß0, 
und es bleibt nur bie Gleichung: 

'Qein$—PeosPx —{N=0, 
wide noch drei. Unbelaunte enthält. Wir haben aber auch 


ZD=N=— Qce9+Penfr, u 
und dadurch wird bie vorhergehende Bebingung für das Gleichgewicht 


Qlein$—1cos$) + PleosPx— !sin?x) = 0, 


woraus ſofort 
sin 3 —f cos} 


cos Pr+fsinPx 


folgt. Für fı=n, b. h. wenn bie Richtung ber Kraft P zu der 
geneigten Ebene u it, hat man darnach 


= Q(sin$+—fcos}) , 
und far Prent$, alſo wenn bie Kraft P horkontal Cparele 


e822 


zur Baſis der geneigten Ebene) angreift, ergibt ſich 


4 


so UL 2 


na —Loos! WigF—t 
= ss tms” — 

Die kleinſte Kraft P, welche den Körper mit Hülfe der Reibung 

im Gleichgewichte erhält, wird demnach gefunden, wenn man ben 


Werth von Px fucht, für welchen ber Nenner: — (cos Px-+ feinPz) 
einen größten Werth erhält. Das Aenberungsgeich dieſes Ausdrudes 
ift aber 


sin fı— f cos Pr 
und sit, gleich Null gefeht, den Werth: 


| lang fr= =f; 
das zweite Aenderungsgeſetz 
0. coePx-+ fsinPx 
wird mit biefem Werthe 
(i-+PJcoPx | 
und zeigt, daß für einen größten Werth des Nenners cosPx negativ 


fein muß, fo daß, wenn man f= lang o ſetzt, Pr=r+to werden muf 
und man als Pleinften Werth von P 


erhält = Q(an9—fcosI)coospg = Qin(I—e) 


Sol P = 0 fein, der Körper alfo durch bie Reibung allein im 
Gleichgewicht Hleiben, fo muß ber Zähler des obigen allgemeinen 
Werthes von P Null werben; bie gibt bie Bedingung: : 


tangI> —f. 


Bergleicht man biefe verfchiedenen Ergebniffe mit denen des $. 29 
im erften Buche, fo ſieht man, daß tn ben eben betrachteten Fällen bie 
Gleichgewichtsbedingungen diefelben find, ald wenn die Maffe des Kör⸗ 
pers in feinem Schwerpunfte vereinigt wäre und dieſer ald ein mate 
rieller Punkt auf der fchiefen Ebene im Gleichgewichte gehalten werben 
follte. Dan wird dann auch hier für ben Pal, daß die Reibung nicht 
mehr zu Gunften ber Kraft. P, fondern ihr entgegenwirtt, die Inten⸗ 
fitäten biefer Kraft für die verfchtebenen Richtungen derfelben aus den 
vorhergefundenen Wertben durch Umänderung des Zeichens von dem 
Reibungscoeffizienten f ableiten. In biefem Zalle wird ſich dann der 
- Körper an derjenigen Grenze bed Gleichgewichtes befinden, wo eine 
Heine Vermehrung der Kraft P eine Bewegung ‚im Siune dieſer Kraft 
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hervorbringk, und es wird deßhalb hier beſonders darauf zu ſehen fein, 
daß die Kraft P nicht in einem zu weit von der Gbene entfernten 
Dunkte des Körpers angreift, weil dadurch die drehende Wirkung ber- 
felben in Bezug auf ben höchften Stützpunkt des Körpers größer wer⸗ 
den Tann, ald bie drehende Wirkung des Gewichtes O in Bezug auf 
biefen Punkt, und der Körper dann nach oben umfchlagen wird. ‚Die 
Grenze diefer. Entfernung wird demnach durch ben horizontalen Abftanb 
jenes höchiten Stützpunktes von der Achfe der z ober von ber Richtung 
ber Kraft O bebingtz wird biefer Abſtand mit q bezeichnet und bie 
Rage bes Angriffspunktes der Kraft P.bincch die von jenem oberften 
Stutzpunkte auf die Richtung biefer Kraft gefällte Senkrechte p aus- 
gedrückt, fo darf Pp nicht größer fein, als Oq, wenn ber Körper nicht 
umtippen fl. . 


IV. vetmei der virtuellen Gefchteinbigkeiten. für ein 
feſtes Syſtem. 


$. 140. 


Mit Beibehaltung der Erklärungen und Benennungen, welche in 
6. 33 des erſten Buches gegeben wurden, Tann das Princip der vir⸗ 
tuellen Geſchwindigkeiten für ein feites Syſtem fo ausgeiprochen werden: 

Wenn an einem feften Syftem belichige Kräfte thätig 
find,. und fi dasſelbe im Gleichgewichte befindet, ſei e8 
vermöge diefer Kräfte allein, oder mittels eines feften 
Hinderniffes, und wenn man die Summe der virtuellen 
Momente aller Kräfte herftellt für irgend eine virtuelle 
Bewegung, welche bem Syflem durch eine oder mehrere 
fehr kleine neue Kräfte ertheilt werden fann, fo hat das 
Berhältniß diefer Summe zu der virtuellen Gefchwindig- 
keit irgend eines der Bunkte des Syſtems immer ben An- 
fangswerth Null; werm alio irgend eine ber Kräfte.mit P,, ihr 
virtueller Weg mit Ap,, die virtuelle Gefchwindigkeit ihres Angriifs- 
punktes mit Is, und mit Is. bie virtuelle Verſetzung irgend. eines 
Bunftes im Syſtem bezeichnet wird, ſo hat man 


Ant: A. . PI. M. 98 


Bu TE ‘ds; Is 58, ds: '=0.406, 
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und umgelchet, wenn biefe Gleichung ſtaitſucdet, weun Dad Verhalt⸗ 
niß der Summe ber virtnellen Momente aller Kräfte au 
ber virtuellen Geſchwindigkeit eines ihrer Angrifföpuntte 
oder irgend eines ber Punkte des Syflems für alle vir 
tuelle Verrückungen, welche dem Syſtem durd eine oder 
mehrere fehr Lleine neue Kräfte ertheilt werben können, 
ben Anfangswertb Null bat, fo befindet fi das Syſten 
tm Gleichgewicht, 

Um diefe Säbe zu beweilen, beginne ich mit bem einfachſten feſten 
Syſtem, nämlid mit demjenigen, weiches mer aus zwei materiellen 
Punkten A und B beſteht, die durch eine unbiegſame unb ber Länge 
nad; unveränderliche Gerade verbunden find, oder. was bier basjelbe iR, . 
mit einem feften Syſtem, an welchem nur zwei Kräfte in den Punkten 
A und B angreifen. Diefe Kräfte, von denen man fich jede auch als 
Refultirende von mehreren an bemfelben Punkte thätigen Kräften vor- 
ftellen Tann, ſeien P, und P,, bie Coordinaten von A ſeien mit 
X Yır 24, bie von B mit zu, yg, ze bezeichnet und die Länge 
von AB mitt 1; man hat bann für jede Lage diefer Geraden die Be 
Dingungsgleichung: : 


= (u — 


umd für den Uebergang aus einer Lage in eine folgende tn Bezug auf 
bie Aenderung ber Lage eines beliebigen Punktes C der Geraden AB 
dad Vebergangsgefeh: 


non jfn ds _ön dm, _ (da _0nda 
J (325; 135)40 (55 5er) 
| _.1[°% 94 _I% 0% 
+& (5 ds ae). 


Die Winkel Tr , Iy , 17 , welche die Gerade AB in irgend einer 
Lage mit jeder ber drei Coordinaten⸗ Achſen bildet, , werden durch die 
Beziehungen: 

eoelx — — 


— — 


cosly — Im oo —*— —* 
beſtimmt; dividirt man alſo bie vorhergehende Gleichung durch 1, fo 
Tann ihr bie dorm gegeben werden: 





MM 
( cos 1z +5, Zu —R a) 34. u 


— 63 —— ——— —R 0 
Die virtuellen Geſchwindigkeiten ber Punkte A und B werben wir mit 
Is, und Isg bezeinen, mit Ax,, Ay, , Lz, die Projectionen ber 
erftern, mit 1x, Sys, Ass die Projectionen .der zweiten auf bie 
drei Goorbinaten = Achfen und daburch Für die Cofinus der Winkel, 
welche die virtuellen Geſchwindigkeiten mit den Richtungen ber Kräfte 
P, md Pr einichliehen, die Ausprüde A 


> 


. a. 


cos — ds = Ei cosP,x +52 co⸗ F +3 — uf, 
cos Pd, = n FE Pr ‚en 608 Psy ‚43 cos Par ; 
die Summe der virtuellen Momente: biefer Kräfte iſt demnach 


ober P,.ds cos PB, du. + Pa 189 cos Po dig | 
P, (dx, cos X + Iyı 008 P,y +42, cos P,2) 
+ Pa (4xı cos Pax +4% Pt In cos Pg5) , 
und man findet als Anfangswerth bes Verhältniffes: biefer Summe zu 
der virtuellen Geſchwindigleit As des Punktes C 


P. 63 cos 4 Su My +5 cos 3) 5; A 
+Ps —— 9* 


SE num die Gerade AB gauz frei, fo kann fie offenbar nur. im 
Gleichgewichte bleiben, wenn die Richtungen ber beiden Kräfte P, und 
Pa mit ihr oder ihrer Verlängerung zufammenfallen,. und wenn dieſe 
ſelbſt gleich und in entgegengefektem Sinne thätig find. Man Tann 
dann immer 


(6b. 


cos P, x = cosix j co Pıy FF cosiy , cos, 2 = coslz 
feßen und bat dann 


852 
cos P,x= — cos1z ’ cos P,y=— cosiy ‚„ caPfı=—coslı, 
und 
u =B;-- 


der vorhergehende Ausdruck (b) für 2. P, CP R. nimmt dadurch Die 
Form an: 


ou Zn, dYyı 6% 
P, (en ul SE ci 8.) Fra 


(a 4 cn +2 212) 5 


und gibt vermöge ber Gleichung (a) 


p, OP 68 ÖPs 6 _ öp, ds, _ 
Bi 5 +hzn ds 08 2. . 58 =0. 


SM die Gerade AB dagegen in ihrer Dewegung auf irgend eine 
Weile beichränkt, fo Tann biefe Beſchraͤnkung Immer durch Die Bebin- 
gung ausgebrüct werben, daß bie Endpunkte A und B auf einer ge 
wiffen Gurve ober Fläche bleiben müflenz nennt man dann bie Kräfte, 
welche in A und B angreifen, P’unb P”, die unbelannten Widerſtaͤnde, 
welche die entiprechenden Curven ober Flaͤchen, auf bie fich jeme 
Punkte ftüten, ihrem Druge entgegenfeten, N’ unb N”, fo kann man 
bie Kraft P, als Refultt von P’ und N’, P, als Refultirende non 
P” und N” und barnad die Gerade AB wie vorher als frei betrachten. 
Man bat dann einmal nach $. 33 (31) bes erften Bude die Be 
giehungen : 

pp ee dpa __ pe dp” ga” 

R I 68 rN dis4 °.. ‚Rs — 6M +N da ’ 

op odpP dv 

worin ds, y ds N 38, , A die Anfangswerthe ber Verhaͤltniſſe 
ber vrrtuenn Wege Ap, Ap’, An, An” der entſprechenden Kräfte 
P’, P’, N’, N” zu ber virtuellen Geſchwindigkeit der entiprechenden 
erfänike A und B vorftellen. Die vorhergehende Gleichung für 
bie freie Gerade AB: 


wird dadurch 


m — ⏑⏑ 


pP d8, „.d p —D wen 08, —W der 
er EP * du N ds =0; 
die virtuellen Verruͤckungen der Punkte A und B werden aber, wie 
für einen einzelnen materiellen Punkt ($. 33 des erſten Buches) num 
nur noch auf ben entfprechenden Flächen ober Curven ſtatthaben , zu 
welchen N’ ober N normal gerichtet find, weßhalb wie dort — 
on dn’ e a 
ds, =0 m Br = 0 _ 
fein muß; bie vorhergehende Gleichung für das "Wieägenit tommt 
alſo wieder auf 


BP ‚op da pr „sp ds, Op, 


—z=0— 


ds, ös ö8 ds = 2. PB 
zurüd, wie behauptet wurde, a 8 nd 
ar $. 141. u on vom u 


Um ferner den umgefehrten Sat au beweiſen , nannlich ‚daB bie 
Gerade. AB im Gleichgewichte iſt, wenn die Gleichung: 


dp, öPp, ds +P p, IPs ÖSg 0. j 


ds ds, ds ds ds 


für bie beiden an ihren Endpunkten thätigen Kräfte und für ale virz 
tuelle Verrückungen, welche durch eine oder mehrere ſehr Meine Kräfte 
hervorgebracht werben Tönnen ‚befriedigt wird, ımb zwar zuerft für den 
Gall, daß bie Gerade AB in ihrer Bewegung nicht beichehmft if, ſa 
kann man einmal eine Tleine drehende Kraft an derſelben angebracht 
denken, durch welche fie eine Kleine Drehung um ben Punkt A erhält, 
fo daß der Enbpunft B einen Heinen Kreisbogen 15; beſchreibt. Die 
virtuelle Geſchwindigkeit Is, von A iſt dam Rul, und. Die obige 
Gleichung Tommt auf bie einfache: — 


27 — p, 1 


unie ‚aus welcher man nothwendig 
| em _ 
Tu 


zieht, da man P, nicht gleich Null nehmen kann, ohne and P, = 0 
Deier, Hanbbuch ver Mechanik IL. 
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zu ſetzen, und Weil da Berhältnig < a IR inmei einen beftkurmten Werth 


behält, nämlich den bes erhält 6 ber Zängen AB und AC, Fig. 8. 
Na‘ G. 33 des erften Buches drückt aber bie vorſtehende Gleichung aus, 
daß die Kraft Ps normal zu dem Heinen Kreisbogen Ass ‚ober längs 
bes Halbmeſſers AB desſelben gerichtet iſt, ober mit andern Worten, 
daß die Richtung ber Kraft Ps mit der Geraden AB zuſammenfallen 
und man daher J 


——— ——— ———— 


haben muß. 

Derſelbe Schluß wird ſich daun auch für die Kraft P, ergeben, 
wenn man 'B als Mittelpunkt ber Drehung anpimmt, and bie Be 
bingungsgleihung: 3.P, a — 0 wird dahurch 


B (2% —— cos ar cos 1z 1) 


" dx I\ IB _. ) 
un (de von I ni ta wir) da 


Läßt man endlich eine fehr Kleine Kraft laͤngs der Geraden AB an⸗ 


greifen, fo werben bie virtuellen Geſchwindigkeiten 45, und 153 beider 
Endpunkte gleich, alfo hat man auch 


As =.4x ’ Ans ’ In= An, ’ 
and bie vorhergthende Gleichung wird einfach 
P, +P; —=0,. 


108 fs} übrſhens auch: Dur) Die Werbtnbung der lehlen Gleidp sl 
bey Ölekhung: (a) des vorhergehenden - $ ergeben ‚hätte, Wir Haben 


demnach aus der Gleichung: 3. PP = — 0 ben Schluß gezogen, daß 


bie beiden Kräfte P, und ®, länge Serfelden Geraben AB thätig find 
und daß ihre Refultirende Nu iſt, und dadurch if} dns Beſtehen bed 
Gleichgewichtes der Geraden AB offenbar flerk . ...: ©i: 

Im andern Falle, wo dieſe Gerade in ihrer Bewegung befäränft 
tft, kann man ben gegebenen Kräften den durch die Beſchraͤnkung her⸗ 
vorgerufenen Druck in entgegengefetiteit Stimme als Widerftand bed 
bie Bewegung" befchuäufänten Hindersifes: Wehen; die Gleichung: 


1. M. 


nen 
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3.P, ‚ge - P 9 wir wieber bie Form den Gleichung () bes vorigen 
$. annehmen und dann ausdrücken, daß die Refulticende der gegebenen 
Kräfte und der MWiderftände der Richtung: nach mit ber Geraden AB 
zufammenfällt und daß ihre Intenfität Null ift, was- für das Gleich 
gewicht des Syſtems genügt. 

Wenn die: feften' Din erniffe keine Reibung hervorrufen,” fo iſt es 
für Die Feſtſtellung der Gleichgewichtsbedingungen nicht nothwendig, Haß 
man bie unbekannten Widerftände in bie. leitung (106). eiwfährt; 
es genügt, daß man bei den virtuellen Verrüdungen bie Beichränkung 
ber Bewegung beachtet: Sol: dagegen die Reibung berficfichtigt werben, 
fo muß man bie Intenſität dieſer Widerſtände keunen ‚und befhalb- fo 
viele Bedingengsgleichungen zu bilden ſuchen, als MWiderftänbe vorkan: 
den find, Indem man bie Unbekannten N in bie Gleichung (106) ein: 
führt und das Syſtem als ganz frei betrachtet. 


6.142, 


, Machen wir, ehe wir weiter gehen, von dem Vorhergehenden eine 
einfache Anwendung, welche ſowohl zur Aufklärung des biöher Gefagten 
dienen, als auch zu einer Bemerkung über bie Faſſung des Prineips 
ber virtuellen Gef chwindigkeiten felbft Gelegenheit geben wird, Es ſei 
bie Aufgabe geftellt: 

Eine fchwere, homogene, feſte Gerade von gegebener 
gänge I und gegebenem Gewichte Q lchns ſich einerſeits 
an einen feſten Cylinder Yon dem .Halbmeffer r und ſtützt 
ſich mit ihrem untern Endpunkte auf eine horizontale 
Ebene, auf welcher auch ber Cylinder ruht; es foll eine 
an bem untern Endpunkte angreifende und läge. der ho— 
rigontalen Ebene gerichtete Kraft Pgeſucht werden, welche 
die ſchwere Gerade in einer beſtimmten Lage im Gleich⸗ 
gewichte halt, und zzwar zuerſt ohnt und dann mit Rüd- 
fit auf Die Reibung. | 

Der Anfangspunft O der Coordiuaten fiege in der Achfe des Cy⸗ 
linders, und dieſe felbft ſei die Achfe der y; bie Ebene ber xy ſei 
parallei zu der’ feſten horizontalen Ebene, und bie der xz gehe durch 
ben untern Endpunkt A ber ſchweren Geraden AB, wenn ſich dieſe im 
Gleichgewichte' befindet (Fig. 96). Bezeichnet man dann bie Winkel, 
welche bie Projection her, Geraden AB in ber Ebene der xy mit dieſer 
Serhden felbft und mit ber Adhfe ber x bildet, mit 9, ind @, fo find 
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die niaten des Endpunktes A und zugleich die des Angriffopunktes 
der Kraft pP 


y= u; =09, =-—r, 


und dlejenigen des in ber Mitte von AB liegenden Angriffspunftes C 
bes Gerichte Q 


a7=4—floosdceosg , va lcos 9 sin o, a—4lsm). 


. Kerner hat man für den Punkt D, in welchem die Gerade den Cylin⸗ 
der berührt, die Coordinaten: 


u=rsnY „ Y=Y 2 = rc}, 
wo 9 den Winkel bezeichnet, welchen bie Protection ber Geraden AB 
in der Ebene der xz mit ber Achſe der x bildet, und welcher durch die 


Gleichung: tung 


c08 (iu 


aus den Winkeln w und 9 beftimmt werben kann. Damit Iaffen fid 
dann auch bie beiden noch unbelannten Goorbinaten x, von A und y 
von D ebenfall3 in Function von Fund w ausbrüden, und dieſe Be 
merkungen mögen für diejenigen Leſer genügen, welche die vorliegende 
Aufgabe in diefer Allgemeinheit auflöfen wollen. Um nicht zu weit- 
laͤufig zu werben, befchränfe ich mid; auf den einfacheren Fall, Fig. 97, 
wo bie Gerade jentredht iſt zur Erzeugenden des Cylinders, wo dem⸗ 
nach wo —= O iſt. 

In biefem Falle Hat mat auch yg — O, für den Mittelpunft C 
ber Geraden bie Goorbinaten: 


g=u—tlcad , it. 
und Bir ben Beruhruugspunkt D- . Er EE 


= rend ; mr}. 


Es iſt aber auch DE-= Fl, + 009) = nein; Lean! ft: | 


tang Y = 





_ „1+.c0083 
g=Fr m 3 = rcot4$ , 
und das Aenderungsgeſetz von 9 in Bezug auf die Aenderung von x 
99 _ _2uer49 _1-0s$ B 
deu X, — r : r. . 


Sun iſt der virtuelle Weg 49 der Kraft Q offenbar gi - 42 A 


j° 
LE 
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und ber virtuelle Weg Ip der Kraft p gieich +4%, , und map, eo" 
demnach für eine virtuelle Serridung Js= Ax, de Punfie A 
ohne Rückſicht auf Reibung 


dp Ö2g 


2* 


PB 99%.9%__pIP 

de nl + dr Früatir 77, 
ber Werth von z, gibt —* 

’ 64 
735° tie cos, , 
und damit folgt 
öp l 1,1 id al”. 

Rn Ion eos 9 icon: =7% renden, 


alfo da P nothwendig vor iR und IP; nur = cos 0 ober ⸗ cos r 
Iy 
Yen un, ' 


r= Zelte) ;. * 
%: 
Die Kraft‘ * if alſo, wie von ſelbſt ſinleuchtet, ‚tim Sime der nega⸗ 
tiven x von A gegen E gerichtet. 

: Ms num auch. bie Reibung zu berückſichtigen, feien N, und f, der 
Druck und der Reibungscoeffizient in A, N; und f, bie entfprechenden 
Größen für den Berühtungspuntt D; "ber virtuelle Weg der Reibung 
fi N, in A tft — x, und ber virtuelle Weg der Reibung & N, in D 
bis auf fehr Kleine Größen gleich — IX, cos4. Die Bedingungs- 
gleichung (106) wird daher für eine virtuche Verrückung 15 = 4x, 
des Punktes A, indem man in diefem Punkte eine fehr kleine Kraft 
im Sinne ber vofttioen. x angreifen läßt, und wenn man nun ben vir⸗ 


= or =——1. 


tuellen Weg der Kraft P fogleich gleih — 1x, ſetzt, 1 
— Zue_p_aN, — Meos —=0. 


Sn dieſe Gleichung müflen aber noch die Werthe von N, und.N, eins 
geführt werben, und um bdiefe zu erhalten, betrachtet. man bie Gerade 
AB unter der Wirkung: der ſechs Kräfte P, Q, N., Na, N, und 
iz N, als vollkommen frei und im Gleichgewichte und laͤßt dieſelbe zu⸗ 
ech durch ein Meines Moment um den Punkt A drehen, fo daß ber 


Punkt D oder die Kraft N, ben virtuellen Weg 1, =AD. 49x 13 
macht; bie virtuellen Wege der Kräfte P, N,, N, und EN, find 


3% 


Null, und Fü bie Kraft Q Hat man, da bie Länge, AD unverändert 
pleibt, F Ds I 
nl) 
\ F ” 4 2. 1 , R 0 j 
1.60% — 2 0. 3 
oder wenn für x% deſſen Werth eingefüh + wird ot 
sa _._ Tandoed 
ds  2rli+cosd) 


Man findet | dadurch ſogleich | 
. 1 „1sin 3 cos I 1,1 09 (1-08) 


= | 2 eriteed) 2°r ⸗in9 


Um ebenfo den Werth von N, zu erhalten, laͤßt man der ganzen Ge⸗ 
raben AB eine virtuelle Verrückung — An, in einem, ber Kraft N, 
entgegengefehten Sinne ertheilen z dadurch werben’ die vittuellen Wege 
ber Kräfte P und f,N gleich Null, derjenige der Kraft”Q, deren 
Richtung zu ber von N, parallel, dem Sinne nach aber eutgegemgeleht 
ift, wird An,, der virtuelle Weg von Ns = An, cos $, endlich bes 
jenige von AN, gleich — An sind, und man finbet damit bie 


Gleichung: u on 
| N =0—N (cd -+f in 9) 
ober mit dem vorhergehenden Werthe von N ı 0 a 


nn. 1,„] coS9 (1— 0059) 
— Tr 


Führt man. nun biefe Werthe, in die; vochengefense. oricuns in, r 
ergibt » nach einigen Reductionen I 


P= 0-2 008 3 (1—c0s 9) [1419 —(fı pjiisjene 
Wenn f, = fg = fit, ip Hat man einfacher I 
| P= get R 


(es PR en 3). 


und wenn daun gefordert wir, daß die Gerade AB nur durch bie 
Reibung im Steiögemigte gehalten werde, daß aljo.P = 0 ſei, io 
gibt bie Steigung: 


ei e —X 24, J, + 


— — u nd 


29. Kr un has 

cos? $ rer 7 =0 mn 

ben Werth des fleinften Winkels I, ‚welchen ' die Gerade AB mit der 
wagrechten Ehene bilden "fun, oe auszugleiten; man zieht daraus 


u Bu — TI FRE en 
.54 = Ve ET u 
and biefer Werts zeigt, daß es, fo Lange bie Worzeigrdhe reel 4 
immer zwei folche Winkel gibt, von benen ber eine Yleiner, ber andere 
größer als 47x iſt. Nimmt man z. B. — 41, =} fo wird 


0. 1,11/4 _ 
= —_t+_ — — 4 
cos9 7*3 Er 0,54 0,316, 
alfo entweder c08 3 = 0,816, cos = 0, 184 , 
I 359 18° u = 790 De 
5 y A 


Indem ich es dem Leſer —* die vorhergehende Aufjake nach 
dem frühen Berfahren in $. 132 w ff. und umgekehrt bie dort 
aufgejöfte Aufgabe mittels des Princips der virtuellen Geſchwindigleiten 
aufzulöſen, will ich die erſtere noch zu einigen Bemerkungen ‚über, die 
Anwendung diefes Princips benüßen. 

Die vorhergehende Auflöfung iſt nur für die Vorausſetzung gültig, 
daß die Reibung zu Gunften ber Kraft‘ P wirft, d. h. daß fich die Gerabe 
AB mn. derjenigen Grenze bes ruhenben:. Bleichgeroirhte befindeb, wo 
die Bleinfte im Sinne ber Kraft Q thatige Kraft das Gleichgewicht für, 
während die Kraft P auch größer fen darf, als ſie im Vorhergehenden 
gefunden wurde, olme daß das Gleichgewicht geftürt wird. Betrachtet 
man demmach die virtuelle Bewegung, mie wir es thun, als. eine, wirk⸗ 
Jich Kleine Störung, des Gleichgewichtes, welche durch eine. ober. mehrere 
fehr. kleine und ſehr kurze Zeit thätige Kräfte hervorgerufen wird, fg 
fieht man ein, daß In dran. vorliegenden ‚Balle, eine. virtuelle Verrückung 
ber Geraden AB nur in einem mit ber Thätigkeit ber Kraft Q über» 
einſtimmenden Sinne möglich,. umb daß die Reibung immer ald eine 
ber Bewegung entgegenwirfende Kraft zu nehmen if. Wollte man 
dagegen die Bebingungen fiir die andere Grenze des ruhenden Bleidh- 
geryichtes unterſuchen, nänglich für biejenige, wy Bir Reibung, au Bundes 


BER. 


der Kraft Q wirft und die Kraft P ihren größten Werth hat, fo daß 
bie Meinfte in ihrem Sinne thätige Kraft das Gleichgewicht flört, wäh- 
rend eine im Sinne der Kraft Q wirkende Kraft eine beſtimmte In- 
tenfität haben muß, um eine folche Störung bewirken zu Tonnen, fo 
wird auch eine virtuelle Bewegung des Syſtems nur im Sinne der 
Kraft P ober des Punktes A gegen E möglich- fein, wobei Die Reibung 
wieder als eine der- Bewegung entgegenwirkende Kraft einzuführen iſt, 
was übrigens, wie man leicht fieht, darauf hinauskommt, daß fich nun 
dees Zeichen des -Retbungseneffizienten in das entgegengeſetzte umänbert. 

Nach der gewöhnlichen Anficht von ber virtuellen Bewegung eines 
im Gleichgewichte fich befindenden Syſtems, wornach biefe als eine blos 
benfbare, nur an die Bedingungen, denen dad Syflem unterworfen ift, 
gebundene betrachtet wird, müſſen die Widerftände als unabhängige 
Kräfte von vorberbeftimmter Richtung genemmen und wie fortwährend 
thätige Kräfte behandelt werden. Die Yaflung, welche wir. oben dem 
Geſehe der virtuellen Bewegung gegeben haben, iſt deßhalb ber Natur 
der Sache: viel entfprechender und richtiger; darnach find die Wider⸗ 
ftände der Bewegung immer ald Kräfte zu betrachten, welche, wie bei 
ber Bewegung überhaupt, fo auch bei ber virtuellen Bewegung erft 
durch die Bewegung hervorgerufen werden und biefer fortwährend ent- 
gegenwirken, und man hat in allen Fällen, die für das Syſtem ge 
gebenen Berhältniffe mögen fein, welche fie wollen, nur zu unterfuchen, 
ob eine beabfichtigte virtuelle Bewegung durch eine oder mehrere ſeht 
kleine Kraͤfte hervorgerufen 9 werden kann. 


§. 144. 


Vachdem mn das Princip der virtuellen Geſchwindigleiten für 
cin feftes Syſtem mit zwei Kräften bewielen tft, hat es eine Schwiertg- 
fett mehr, ſich von feiner Wahrheit für jedes andere feſte Syſtem mit 
beliebig vielen Angriffspuntten beliebig gerichteter Kräfte zu überzeugen, 
Der einfachfte und natürlichſte Weg dazu bürfte folgender fein. 

Zuerst überzeugen wir ung, daß wenn ein Syſtem eine allgemeine 
Reſultirende hat, bie in $. 33 bes erften Buches Tür Kräfte, welche an 
demſelben Punkte angreifen, bewieſene Gleichung : 

n6r öp 
R Is = 3.P— Ss 
auch hier noch ihre Gültigkeit Hat, h. daß bei jedem feften 
Syftem; deffen Kräfte:P-- ſich BB eine einzige Kraft R 
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erfegen laffen, die Summe ber Berhältutffe der virtuel- 
len Momente aller Kräfte zu der virtuellen Geſchwindig— 
keit irgend eines Punktes denfelben Anfangsmwerth, hat, 
wie das Berhältniß des virtuellen Momentes ber Reſul— 
tirenben zu ber virtuellen Geſchwindigkeit desſelben 
Punktes. 

In ber That iſt in $. 83 gezeigt worden, daß wenn die ehen 
gemachte Vorausſetzung ftattfindet und ein beliebiger Punkt in der Rich- 
tung der allgemeinen Refultivenden als Anfangspunkt eines. Soozbinatene 
Syſtems genommen wird, das zur Zerlegung und Zuſammenſetzung ber 
gegehenen Kräfte dient, bie Refultivende der durch biefe Zerlegung anfr 
ſtehenden drehenden Kräfte Null wird, daß alfo dieſe Kräfte unbefchadet 
ihrer Geſammtwirkung in irgend einen Punkt der allgemeinen Rejulr 
tirenden verfeht und dort zu einer einzigen Kraft vereinigt werben Tönnen, 
wie in dem Kalle, wo fich alle ihre Richtungen in demſelben Punkte 
ſchneiden. Wir haben dann für alle Kräfte denfelben Angriffspunkt 
und die Gültigkett der obigen Gleichung kann demnach auch in ner 
jebigen Falle Teinem Zweifel unterliegen. *) -. . 

Befindet fih nun ein feſtes Syſtem im Gleichgewicht, und: war 
ohne feſte Hinderniſſe der Bewegung, blos durch die an ihm thaͤtigen 
Kräfte, fo laſſen fich dieſe, wie in $. 134 gezeigt wurde, immer auf 
zwet gleiche und direct entgegengefehte zurüdführen, fo daß, ,‚ wenn man 
eine Kraft P, ausſcheidet, die übrigen P', P”, - ete. ſich zu einer Re⸗ 
fultitenden R’ vereinigen laffen, beren Richtung wit besjanigen ber Kuaft 
P, und mit der Geraden, welche die Angriffspuntte biefer beiden Kräfte 
verbindet, zufammenfällt. Das ganze Syitem ift dadurch auf eines mit 
zwei Kräften aurüdtgeführt ,‚ und man bat nad) ben vorhergehenden 8 


dp, |, „IE 
DEF Feb *03 


wir haben aber auch fo eben nachgewieſen, daß vo, 


*) Es dürfte bier nicht überfläffig fein, zu bemerken, , daß ans bem Die 
nicht der umgelehrte Gab: 


z.Pu—=R— ——— 


gefolgert werben darf, nämlich als Fönne die Summe ver Verhältnifie ber 
virtuellen Momente aller Kräfte zu ber virtuellen Geſchwindigkeit irgend 
eines Punktes immer durch das Berhältutß des virtuellen Momentes einet 
einzigen Kraft zu derſelben virtuellen Geſchwindigleit erfeht werden:  -° 


Se | .. RE = — tr Fern 


f. und es folgt * wieder 
Zn p,9P up ÖE pe tee. — 2: mio | 


ale: allgemeiner Ausdruck des Gleichgewichtes. n 

Iſt das Syſtem nicht frei, ſondern auf irgend eine Weiſe in ſeiner 
Betveyum beſchrankt, ſo iſt es einkenchtenb, daß biefe Befchränkung 
nicht durch eine beliebig Meine Kraft aufgehoben werden kann, da bie- 
ſelbe in diefem Falle als nicht vorhanden zu betrachten wäre, daß alfo 
auch die virtuelle Bewegung dieſer Beſchränkung untertvorfen vleibt; 
ferner kann man jede Beſchraͤnkung durch die Bedingung erſetzen, daß 
ſich der eine ober ber andere ober mehrere Punkte bes Syſtems in 
beftlimmten Curven ober auf gegebenen Flächen bewegen, welche einen 
dein auf ſie ausgeübten Drucke mindeſtens gleichen Wiberfand leiſten. 
Dir Einfuihrung dieſer Widerſtaͤnde in die Reihe der wirkſamen Kräfte 
kommt dann die Unterſuchung wieder auf die eines freien Syſtems 
guric und die Gleichung der virtuellen Momente nimmt die Form an: 

2. P; je+2. N, Sm ==0. 

Durch die Befhräntung der. Bewegung bat man aber hir 2 nor⸗ 
malen Viderſtaud N. wie in $. 140. 


J On, 


Pa . du 0 N 
und bie vorhergehende Gleichung wird wieder einfach 
"5.8 — 
2 [zz — 


wie behauptet wurde. | 

erben durch die Kräfte N neue Kräfte ober : Wiberftänbe, wie 
bie Reibung, hervorgerufen, für walche dann bie Intenfität jener Wider⸗ 
ftände oder drückenden Kräfte befannt fein muß, jo kann man wieder 
die vollftändige Gleichung: 


yıı : om 


anwenden, —* die eu enezung F mit Benätung ber für 
bielen.: Soll in 8. 143 niedergelegten Bemgrfung, als unbeſchraͤnkte 


— | — GE — — — wm — — — - wm. 


a 


betrachten, woburdh.. bei einer entſprechenden MAnswahl, dee virtuellen 
Verrückungen die Werthe jener unbekannten Kräfte nad. ‚einaubey; gey 
funden werben koͤnnen. Fur bie Anwendung dürfte jedoch das frühere 
Seefeheen ($. 136, u. f.) in bes meiften Faͤllen viel leichter zum Biele 


" Enbtias iſt leicht zu ſchen, daß auch der zweite Theil unferes Prin⸗ 
cips der virtuellen Geſchwindigkeiten, wonach immer Gleichgewicht ſtatt⸗ 
finden muß, wenn bie Gleichung (106) befriedigt iſt, In voller Wahrheit 
beſteht. Denn diefe Gleichung führt auf bie nachſtehende: | 


dp, . 
Ss ” 


aus welcher, wenn dieſelbe für alle mbglchen virtuellen Verruckungen 
des Syſtems gültig iſt, hervorgeht, daß bie Kraft P der Reſultirenden 
aller übrigen Kräfte P’, P’, etc. gleich und, direct entgegengeſetzt fein 
muß, und daß in dem "Falle, wo bie Bewegung befchränft, die. nbige 
Bleihung alſo nur für -beftimmte virtuelle Verrückungen wahr iſt, die 
Kraft:P,, in entgegengefeßtem Sinne genommen, die Reſultirende aus 
ben. gegebenen Kräften P’, P”, etc. und aus. ben bie Beichränfung 
berurfachenben TWiberfländen N vorftellt, wodurch jedesmal das, Gleich⸗ 
gewicht verbürgt if. | 


ze de 


or + SP = Ps, 


X 7 


§. 185. 


Das Princip der virtuellen Geſchwindigkeiten iſt in dem Socken 
gehenden burch Anwendung von Lehrfähen bewieſen worden, welche auf 
ben Betrachtungen über die Geſammtwirkung ber Kräfte, die an, einem 
feften Syſiem thaͤtig find, berußen, und aus welchen die in $.-194 
aufgeftellten Bedingungsgleichungen (104) und. (105) für bag Gleich⸗ 
gewicht eines freien feſten Syſtems unmittelbar hervorgehen, da es fich 
hier nicht darum handelte, jenes Princip unabhängig feſtzuſtellen und 
daraus erſt die beſondern Gleichgewichtsbedingungen abzultiten, ſondern 
nur darum, feine Gültigkeit auch für ein feſtes Syſtem zu beweiſen. 
Demohngeachtet dürfte es nicht überflüſſig ſein, zu zeigen, wie aus 
—— Princip jene beſondern Bebingungegleichungen abgeleitet werden 
nnen. ” Ct 
Dazu erfebe ich werſ jede ber Kräfte P, —* „eo. bycch if m be 
rechtwinkligen Gomponenten X' =+--P cos Px ı Y=Poo Py ; 


Z=PeosPr, u. f. f. nach drei feſten Achfen und bezeichne bie 
dieſen Achſen entſprechenden Gonrbinaten ihres Angriffspunfte mit 


IE. BE 


Kyrsuyy 20, u. ſ. f. j man hat bann nad) dem {m vorhergehenden 
$ ‚auißgefpröchenen Süpe 


‚sp 33 dy 20: 
ex4ırd+ıs 
Jr. Ö . d 
Er u * Et Y 193 neu 
Pe u. ſ. f. 


und demnach auch n 


dp, ds, ( dx, 2. 6Y, gu) de — 
m) 2, rt En dlrz Fra Fr 


als Ausdruck des Princips der virtuellen Geſchwindigkeiten. 

7 Der einfachfte Weg, jene ſechs Bebingungsgleichungen abzuleiten, 
wäre num der tn $. 35 im erften Buche eingefchlagene, welcher darin 
befteht, daß man zuerft bem ganzen Syſtem eine fortfchreitende virtuelle 
Bewegung tm Sinne einer jeben ber drei Coordinaten-Achſen und 
dann ebenſo eine virtuelle drehende Bewegung um jede biefer Achſen 
ertheilen Kaßt, wodurch bie genannter ſechs Gleichungen (104) und 
( 105) nach einander zum Vorſchein fommen. Allgemeiner und eleganter 
ergeben fich diefelben aber zufammen auf folgendem Wege. 

Seien &, 8, y bie veränberlichen Coordinaten des Anfangspunttes 
eines neuen Goordinatenfyftemd, welches mit dem feiten Syftem von 
tintertellen Punkten feft verbunden iſt und feiner Bewegung folgt, und 
in Bezug auf welches die Lage eines ber Punkte bes Syſtems durch 
bie Goordinaten E, n, 5 beftimmt wird; "ferner ſei durch denfelben 
Anfangspunlt ein drittes Achſenſyſtem ber x, y’, z’ fo gelegt, daß es 
mit diefem Punkte fortfchreitet, aber zu den urfprünglichen Achfen ber 
x, Y, z parallel bleibt. Man bat dann zuerft zwifchen den Coordi⸗ 
taten x,‘y, z eine Punktes im. Syſtem in Bezug auf die feſten 
Achſen und den Coordinaten x’, y’, 2’ desſelben Punktes in Bezug 
auf bie zuletzt genannten Achſen die Beziehungen: 


ı=xr+te, y=Y+tPß ,- ı=r7+y 
und dann zwiſchen dieſen letztern Goorbinaten und denjenigen in Bezug 
anf die‘ bowelichen Achſen der E,.n, C die Gleichungen: 
Ä E=axr -tby +cr, Ä 
tn. n=axr-+by -+cr, 
a a . * ax4b, 
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worin nach 6. 23 ber Einleitung bie, Gpeffiztenten 


N De * 
a — cosxrs, b —cosyss, cv cort 


N) 00. 0 
d=cosın „ 'P=coosyn ,° J 


J \ 
a“ — c08 xD; , b" = cd , u N cos ak 


bie Den der Winkel zwiſchen den feiten Achſen der J z mb 
ber berveglicien ber Ein, & außbräden. \ 


Ertheilt man nun dem feſten Syftem, ober was hatſelbe 9 bem 
mit ihm: feſtverbundenen Coordinatenſyſtem der 5, 7, .& eine: beliebige 
virtuelle Bewegung, wobei natürlich bie Werthe der Coordinaten 
&, n, 5 eines beftimmten Punktes im Syſtem feine Veränderung: er- 
leiden, fo erhält man in Bezug auf Die virtuelle Verrüdung ‘eines :be= 
fimmtert Punktes die Aenderungs= oder Hebergangsgefege: ° " 


öox dx ,de dy _dyY , dR dz = | 64? 


— — — 


73 ‚de ‚ds 3, ‚ds ‚di LIE 3 "gs ’ 


0=adK+n? great url er 5 


42 ‚dx y öy. 5 
u rer +e a J— * in 
| 


. ⸗ 
ii.7 


2 
nn —_ „ox .oy 
Be Zur SE EEE er 
Multiplicirt man dann. die drei letzten Gleichungen der Reihe nach zuerſt 
mit a, a’, a” med nimmt die Summe ber‘ drei Produdte, dann mit 


b, b’, b” und zuleßt mit c, e', c” und addirt jedesmal die drei Er— 
gebniffe , fo findet man: mit Beachtung ber: gpiſchen dieſen Goeffzienten 


ſtattfindenden Bedingungsgleichungen: ZN 
2242 i , :.  abtabıt eb — — 0 
B+r+tr2=1 |, rent 
eteititoer- en bc-+b’ed +brer ) 


und ber barapg, folgenden Afnderungsgeſezhe: 6 


sss 
da du, „de © 
rt nd 


8 
db db, „db _ 
tt 0, 
de .gc „de 
en" db°: ob ob’ da "Sa ir da” n 
ur Zt = (bit gr Is y. 


da... de de ‚dd, „de 
ee litt )' 


. dc PR / * db .,db „ 6b 
an (rat): 
bie Ausdrücke: 
dx (da, .,daı .da\__ (de, ‚de | „der\' 


öy_,f.db, „di DM) _x( da da | ,da’ 
Herlegteg te tr u) 
dr („I , „gi „de\_ öb | ,0b | „ob 
erlitt) legte te). 


Seen wir’ dann ferner 


J >, da, „dd, „da 
ter 
N ,de ,.de ,.de _ da 
tg er 
— J re ob _ ‚gb ‚d’ do 
| Tr ν 


m men. ben feften Anfangspunkt als onfänglice Page des beweg⸗ 
lichen, jo daß wir erhalten nn 


e=0 ,„::Bß=0:.., v0, 


was indeſſen keinen Einfluß auf die willkürlichen Menberungsgeiche 
SR ; “r bat, fo ergeben fich folgende Werthe für- bie Aen, 
derungsgefebe ber auf das feſte Syftem bezogenen Goordinaten: 


. 4 


dx _ de 47 — 20084) 
oo. 5s 2 er wer 
— du a5 (Haha xeor) 
er N. 2... 0,39 
da _ 
de 32 4 Se some) 


Diefe Ausdrücke ae, daß wenn man bie von dem Punlkte xys 
auf die Gerade, deren Winfel mit ben drei feiten Aqhſen A, vr 
find, gefällte Senkrechte mit p bezeichnet, man hat, 

a VG Tea Fe Fr er), 
und daß bie Quotienten: nn 
Yoosv— zoosü 200 lmXcosv i cos u ycos] 
Eu TEE ee Pour Bu ar pe 
die Coſinus der. Winkel 1, m, n vorſtellen, melde, mit den drei feften 
Soordinaten=Achfen von einer: Geraden gebülbet werben, bie ſowohl 
auf dem zu dem Punkte xyz gezogenen Fahrſtrahl, als auf der pers 
hergenannten Geraden, welche mit denfelben Achfen die Winkel 2, u, » 
einschließt, ſenkrecht ſteht. Diele letztere Gerade iſt demnach offenbar 
bie Achſe für die oirtuelle Drehung des Syſtems, für. welche Aw bie 
alfen Punkten des Syſtems gemeinfchaftliche virtuelle Wintel- 
seichwindtgtett vorſtellt; dad Probud pe: ift folglich das Maaß 
ber dieſer Drebung emtfprerhenben wirklichen virtuellen —— 
des Punltes, deſſen Coordinaten x, yy2 find ' und, ‚bie Ausdrüche: 


— con), *24 gl... hesi 
Aw(zcosA—xcosy) = PA cosm 
Aw(xcosu— — Y'cos2) = pAw cosn 


fellen: bie Projcetionen Stefer” won. der Mrehung herrũhrendeir virkuellen 
Berrätfung sahıf. die drei: Coorbinaten «Mayen: vor. Nach / biefen’' dane 








man nun mittels "der vorhergehenden Werthe von IE, 1, de 


| dos ’ ds ’ ds 
der Gleichung 1) bie Form geben: 


0= 2. [xd2+r vöß 1297 


+ — E——— —— — 


ober wenn man beachtet, daß ſowohl die Aenberungsgeiehe = de 2 = 


als die Winkel 2, „ u, v, ebenfo wie das energie — für 
alle Punkte des Syſtems denſelben Werth haben, die Form: 

| 0= SE 3x4 zr4 22 27 57 

+ Se ]eor v. S(Xy—Yx) + cosu. S(Zx—Xz) + cos}. 2(Y 113)]. 
Da aber die Aenderungsgefege * , 2 ; 32 durchaus 
willkũrlich und unabhängig von ander find, ebenfo wie bie Lage ber 
Drehungsachſe beliebig tft und die Winkel A, u, » alle mögliche Werthe 
erhalten können, fo Tann biefe Gleichung nur dann für alle mögliche 
Hirtuelle Verruͤckungen des Syftems befriedigt werben, wenn die Goef- 
figtenten der willkürlichen Größen ſelbſt Null find, d. b. wenn man Hat 


sXe0, zZY=0, zZ=0, 
"z&y—Y9)=0, Ilzı—-XD)=0, I(lı—2y)=0, 


und diefe Ansbrüce werden genau die in $. 134 für das Gleichgewicht 
eineh freien feſten Syſtems abgeleiteten Bebingungsgleicjungen (104) 


und (105), wenn man darin ftatt X, Y, Z die Bezeichnung: P cosPx , 
P cas Py » P eos Pr einführt. 


u $. 146. 
.Echließlich noch bie Bemerkung, daß das Prineip bee virtuellen 
Peſchwindigkeiten durchaus unabhängig iſt von der Geftalt des Sytems 
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und von der Art ber Verbindung ber einzelnen Punkte, dig es folglich 
ebenfowohl für ein feſtes Syſtem mit fletig aufeinanderfdigenden An- 
griffspunften wie für ein folches ohne ftetigen Zufammenhang der ein- 
zelnen Punkte gültig fein muß, und nach dem, was man im vierten. 
und ſechsten Kapitel. des vorigen Abſchnitts geſehen hat, wird bie 
Summe: 2. (x = +Y 3 42 5) für ein ftetiged Syftem 
bie Form eines dreifachen Integral annehmen, beffen Grenzen durch 
bie geometriſche Form bed Körpers gegeben find. Die Kräfte X, Y, Z 
werden nämlich die geometrifchen Componeuten für ben Punkt xye 
und find, wie man in 6. 99 gefehen hat, die Henderungsgefege ber 
entiprehhenden phyſiſchen Somponenten, welche auf einen Kör- 
perthetl wirken, ber nach einer Seite Hin von brei parallel zu ben 
Soordihaten = Ebenen burch jenen Punkt xyz gelegten Ebenen begrenzt 
wird, in Bezug auf bie gleichzeitige Aen derung blefer Ören- 
zen. Wenn daher X, Y, 3 die auf den genannten Körpertheil. parallel 
zu ben Achſen der x, y,und z ausgeübten phyſiſchen Wirkungen find, 


fo bat man 
_ IR — _1B_ — _ #8 _ 
— dxdydz °.  ° dxdyda —— dxdydz 
und umgefehrt 


x. fy L x 7 2 
—— 3 für. 
'UX f) Lo X 0 z. 
. fx y L . . 
3 


= dx. dy. dz.Z. 
X Yo Ze 

Man wird ferner aus der in $. 99 ausgeführten; Ableitung ſchließen, 
daß für den Fall, wo bie Kräfte X, V, 2 bei einem nicht fletigen 
Syftem durch das Product aus der Maffe m bed Punktes xyz in eine 
Function biefer Goorbinaten gemeflen werden, fo daß man hat 

X=mtL(x, y, 2) , =mß(x, y 2), Z=mf(x, 7, 2), 
bei einem ftetigen Syftem bie Maffe m durch bie geometrifche 
Dichte q desſelben Punktes erfeht werben muß,.und daß man für bie 
geometrifhen Somponenten in dem Punkte,x yz bie Ausdrüde: 


‚Z=qgb (x, Y 2), ., Y=qgßb(a, Y, 2), Z=qgf(x, Y 3) 


erhaͤlt, wodurch ſich für die Geſammtwirkungen X, Y, 3 auf den - 
oben bezeichneten begrenzten Koͤrpertheil bie Werthe: 
Decher, Haubbuch der Mechanik I. 2a 


__ Im 


erh ja a ah (x, y, 2), —26 IE qfa(z, Y; » 


dx — fü aß (x, Yı 2) 

. % 

ergebe, in welchen q im Allgemeinen wie früher eine Function von 
y; ;% vorſtellt. 

\ Aus dieſen Grörterungen wird fofort einleuchten, daß die Gleichung 

(107) für ein Soſtem mit ftetig aufenanberfolgenben Angriffspuntten 

die Ferm: 


„81 dz ' 


emnehinen * oc nm x, Yy, Z- ale Functionen der drei Ver 
anderlichen x, y, z zu Hetrachten hi Wenn’ dann bie Sunction: 


en x +r Tr 


v 


..D 


das vollftändige Aenderungsgefeh einer Function F(x, y, 2) in Bezug 
auf s ift;' und man beachtet, daß bei einem feſten Syſtem "die virtuellen 
Wege der Rräfte und biefe ſelbſt durchaus: unabhängig. finb von ber 
geometrifchen Form nbek-Begrenzung desſelben, fo fit man-ein, daß 
bie vorfiehende Gleichung auch die hie 


Fa ef ff Ten Y» ”, en 


u tĩ r,: 
erhalten dann. und: io. ben Pi alt, daß im: Zuſta nbe des 
Sa. die BR U Ev Pose 


ya © . r J u ER r 
yr. Hi [en * win 


ihr kttgmeinen eh einen esplhrobei kle inſten Woerth hat, 
wobti. matuͤrlich nicht ausgtſchleſſen iſt, daß ia vinzehun Fällen hie 
obige Gleichung befriedigt werben und Gleichgewicht ſtattkſinden Tanz, 


um) ). 


I) 
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ohne daß dieſe Bunchton einen größten ober Heinften Werth hat. Dabei 
entfpricht im Allgemeinen ein größter Werth ber ſtabilen Gleich⸗ 
gewichtslage; ein Tleinfter oder ein mittlerer, für welchen bie obige 
Gleichung ftattfindet, gehört dagegen einer unbefländigen Gleich⸗ 
gemwichtölage an. 

Um demnach 3. B. die Bedingung für das Gleichgewicht eines 
ſchweren Körpers allgemein auszubrücden, wird man bie Achſe ber = 
Parallel. zur Nichtung ber Schwere unb bie. pofitiven x An gleichem 
Sinne, alfo nad unten gerichtet, annedmenz man hat dann 


x{=0, Y=0, Z=gq, 
und damit nimmt die vorhergehende Function den Werth an ($. 22): 


jez far. für-en — PX, 
X 0) Ze 


worin P das Gewicht des ganzen Körpers und 2 ben Abftand feines 
Schwerpunftes von der Gbene der xy. beieichner Die Drehung (109) 
wird daher für biefen Fall 


— ——— 


oder da P unveränderlich * einfach 


‚gu 
ös 


Wenn demnach ein fchwerer Körper im Gleichgewicht tft, 
fo bat fein Schwerpuntt im Allgemeinen bie tieffle ober 
bie höchſte Lage unter allen denen, bie ihm burch eine 
Fleine Verrückung ertheilt werden können, und zwar wirb 
er bei ber tiefften Lage oder für einen größten Werth von 
2 die ftabtle, in jederandern eine nicht ſtabile Lage haben. 
Sp wird ein homogener elliptifcher Eylinder auf einer horizontalen 
Ebene im Gleichgewicht bleiben, wenn die burch feine Achſe und eine 
ber beiben Achſen ber erzeugenden Ellipſe gelegte Ebene eine lothrechte 
Richtung hat, und bas Gleichgewicht wird ftabtl fein, wenn biefe Ebene 
bie Heine Achfe ber Ellipfe enthalt. Für ein homogenes Ellipſoid Dagegen 
24* 





=0. 
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gibt es drei Gleichgewichtslagen, nämlich diefenigen Lagen, in welchen 
eine feiner drei Achſen zur Richtung der Schwere parallel Ift, und es 
iſt leicht zu fehen, daß. wenn dies die mittlere Achie ift, weber ein 
größten noch ein Kleinfter Werth für das Product PZ ſtattfindet; das 
Gleichgewicht tft aber nur ftabil für die lothrechte Lage der Heinften Achſe. 
Der eben ausgefprochene Satz Tann natürlich nicht mehr ange- 
wendet werben, wenn Reibung zwifchen dem feiten Körper und beu 
Hinderniffen ber. Bewegung flatifindet. . Sir Bir Gall nimmt bie 
Gleichung (408) bie: Form an! 


dx „dy, „de ds, 
un) \a.jür [a Lrraarr 22 zn =0, 


und für einen ſchweren Körper hat man denmach als Bedingungs⸗⸗ 


gleichung für das Gleichgewicht J 
d.Pz ds, 
ni on .. . ds; —Z.1NGT * 0 


Es ſoll dem Leſer überlaffen werden, diefe Gleichung auf den in $. 128 

furz berührten Fall eines auf einer geneigten Ebene mitteld der Reibung 

im Gleichgewicht bleibenden nicht homogenen Cylinders, deſſen Schwer⸗ 

punkt außerhalb der Achfe Liegt und dann weder eine tieffte noch eine 

höchfte Lage hat , anzuwenden und daraus weitere Folgerungen zu ziehen. 
Kar Anand - 


—- we wu wu wm 


Dritter Abſchnitt. 


Bewegung eines feſten Syſtens. 





Erſtes Kapitel. 
Fortſchreitende Bewegung. 


\ 


$. 147, 


Die Bewegung eines Feten Syſtems Tünnen wir, wie fchon in der 
Einleitung erörtert wurde, in unſerer Vorftelimg immer in zwei fehr 
verfchtebenattige Beivegungen zerlegen, nämlich in eine fortfhreitende 
und in eine brehende Bewegung. Bet: der erften diefer Bewegungen, 
welche wir zuerft näher betrachten wollen, denken wir uns alfe Punkte 
bes Syſtems in ganz gleichartiger Bewegung begriffen, fo daß allein 
dbemfelben Augenblicke diefelbe Geſchwindigkeit haben und alle ihre 
Bahnen parallele und congruente Gurven find. Unter welchen Bebin- 
gungen biefe Bewegung für ſich allein möglich tft, kann erſt im vierten 
Rapftel ausgemacht werden; für febt genügt es, uns eine ſolche Be— 


wegung Horzuftellen, um bie Weberzeugung zu gewinnen, daß es für 


die genane Kenntniß derfelben hinreicht, wenn die Bewegung irgend 
eines beftimmten Punktes: des Syſtems bekannt tft, theils weil man in 
ben meiften Fällen für biefe Bewegung von ber nähern Betrachtung 
einzelner Punkte des Syftems Umgang nimmt und ſich das Ganze als 
ein Untheilbares ober als ein Atom vorſtellt, wie dies offenbar Bet ber 


Bewegung einer Gefchättugel ober bet ber Bewegung eines Planeten 


tn feiner Bahn um die Sonne der Fall ift, theils auch weil es nicht 


ſchwer fein Tann, aus der Bewegung jenes beftimmten oder Hänpt- 


punkted auf: die eines andern zu fehließen, ba ii nur bie Geſchwindigkelt 
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aller Punkte diefelbe tft, fondern auch ihre Lage in Bezug auf ein be- 
wegliched Coordinaten⸗ Syſtem, deflen Anfangspunft der Hauptpunft 
und deſſen Achfen immer parallel zu benen eines feften Syſtems bleiben, 
während ber fortfejreitenden Bewegung ſich nicht ändert. 

Wir können und demnach für bie fortfchreitende Bewegung eines 

Syſtems deſſen ganze Mafle in dem einen Punkte, melchen wir den 
Hauptpuntt genannt haben, vereinigt denken und diefen zugleich als 
Anfangspunkt eines Coordinatenſyſtems zum Zwecke der Zerlegung und 
Zufammenfegung der Kräfte, alſo auch ald Angriffspunft der Reſul⸗ 
tirenden der fürdernden Kräfte nehmen, und die Gefehe ber fort- 
fhreitenden Bewegung eines feſten Syſtems werben dann 
biefelben fein wie Die eines materiellen Bunttes, an wel- 
chem eine jener Refultirendben aller fördernden Kräfte 
gleihe Kraft tHätig, und beffen Maffe der Maffe des gan— 
zen Syſtems gleich if. 
Offenbar iſt es vet dieſer Bekrachtungsweiſe ganz gleichgültig, 
welchen Punkt des Syſtems wir ald Hauptpunkt annehmen, da Die 
Reſultirende ber fördernden Kräfte, wie im fünften Kapitel des erften 
Abſchnitts gezeigt worden tft, immer bdiefelbe SIntenfität und Richtung 
behält, auf welches Coordinatenfyſtem man auch die Angriffspunkte der 
gegebenen Kräfte und ihre Richtungen bezirhen mag. Es iſt aber an 
und für ſich fchon am natürlichften, den Schwerpunkt bes Syſtems, 
oder wie wir ihn wegen ber Unabhängigkeit feiner Lage von der Ju⸗— 
tenfität der Schwere, und weil diefelbe nur durch die Vertheilung ber 
Maſſe in dem Syftem bedingt wird, in 6. 22, ſchon genannt. haben 
und künftig in biefer Beziehung immer nennen werben, den Mittel 
puntt ber Maffe bes Syitems als denjenigen Punkt anzunehmen, 
in welchem die Maſſe besfelben vereinigt und an dem bie Reſultirende 
ber fördernden Kräfte angreifend gebacht wird, -und mir wollen einft- 
weilen auf dieſe Anficht hin, um eine beftimmte Vorftellung zu haben, 
immer ben Mittelpunkt ber Maffe eines. feiten Syſtems als beffen 
Hauptpunft anfehen und demnach unter ber fortſchreitenden Bewegung 
desſelben bie feines Maſſenmittelpunktes verſtehen. Wir werden im 
vierten Kapitel zeigen, daß dieſe Annahme auch eu nothmendigen 
Gründen beruht. 

Nach diefen Erläuterungen tznnen „ale. alle allgemeinen und 
beſondern Bewegungsgeſetze, welche im dritten Abſchnitte des erſten 
Buches gefunden wurden, unmittelbar auf die Bewegung des Mittel- 
punktes ber Maffe eines feften Syſtems übertragen werden; wir Tonnen 
4 B. die Bewegung eines ſchwexen Koͤrpers Im luftleeren Raume nah 
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derjenigen eines ſchweren Punktes beuitpeilen, bie. Bewegung der Binz 
neten nach: derjerigen eines Atyms, auf welches eine anziehende Kraft 
wirkt, deren Intenſitaͤt dem Quadrate der Entfernung verkehrt propor⸗ 
tipnal iſt, und deren Richtung shmnter. durch benfelben Teiten. Mukt, 
ben. Mittelpunkt der Sonne, geht, u. |. w., und die Lehre von: Dev 
fortichreitenden Bewegung eines teten Syſtems wird ‚im jener von der 
Bewegung eines materiellen Punktes der Hauptſache nach enthalten fein 
Es bleibt uns deßhalb nur dig , jene Geſetze weh auf einen beſondern 
Bet anzumenben.: 
Ä "818, 

Bei len Bewegungen feſter Körper, "welche af. der Erbe vor⸗ 
fommen, zeigt ſich nämlich ein. Widerſtand, welcher von ben fie um⸗ 
gebenden materiellen Flüffigfeiten, meiſtens der Luft, herrührt und 
welcher nicht wie bie Reibung von der Geſtalt und Geſchwinhdigkeit des 
in Bewegung begriffenen Körpers unabhängig iſt, fondern vielmehr in 
einer. fehr engen Beziehung zu biefen Eigenſchaften des Körpers ‚und 
feiner Bewegung fteht. Dieſer MWiderftand, welcher nicht wohl auf 
einen materiellen. Bunft übertragen werben Taun, der Teine beſtimmte 
Seftalt und deßhalb auch keine beſtimmte Oberfläche und keinen meßa 
baren Rauminhalt hat, ſoll num bet der fortſchreitenden Bewegung 
fefter Körper berüdfichtigt und in einigen befondern Fällen deſſen Ein- 
fluß auf die Bewegung eines folchen näher unterjucht werden. 

Zu diefem Zwecke gehe ich von der gewöhnlichen einfachen, wenn 
auch durch die Erfahrung als nicht firenge richtig erwieſenen Annahme 
aus, daß ber genannte Widerftand bei fonft gleichen Verhältniffen dem 
Duadrate ber Geſchwindigkeit des bewegten, Körpers und der Fläche 
feines zur Richtung dev Bewegung fenkrechten größten Querſchnittes 
proportional ift, fo man hat 


* f, Qv? Kilogr. , 


wenn W ben betreffenden —— Q die Fläche des ebenbezeichneten 
Querſchnittes in Ouadratmetern, v bie Gefchwindigfett in Metern und f, 
einen Factor ausdrückt, welcher hauptſächlich von der Dichte und Ve⸗ 
weglichkeit der den Körpe umgebenden Flüſſigkeit, zugleich aber auch 
von ber Geftalt des Körpers abhängt und fich ſelbſt mit der Gefchtwin- 
bigfeit etwas Anbert, was indeſſen bier nicht berücfichtigt werden Tann. 

Dieſern Widerſtnd ıW. aan als eine Kraft betrachtet werben, 
welch⸗ An ‚einem der Bewegung entgegengefetzten Sinne auf den Körper 
wirt unb ihm eine entgegengejehte Geſchwindigkeit ertheilen ober Jeine 
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Deiwegungegröße vermindern will, und man wird einſehen, daß biefe 
entgegengelehte Geſchwindigkeit bei fonft gleichen Umfländen, alſo nament- 
lich bei gleicher Geftalt und Größe bed bewegten Körpers, von ber 
Maſſe ober Dichte desſelben abhängen wird, unb zwar wird dieſelbe 
im umgefebrten Berhältniffe zu ber letztern fiehen, bie Bewegung alfo 
um fo mehr verzögert werben, je weniger bicht ber Körper tft ober je 
weniger Maſſe berfelbe enthält. 

Um biefe Beziehung bed Widerſtandes zu bee Maſſe des bewegten 
Körpers auszubrüden und zugleich ben analytiſchen Ausdrücken eine 
homogene Korm zu geben, bezeichne ich durch k diejenige Geſchwindigkeit, 
mit welcher ber gegebene Körper in ber ihn umgebenden Flüſſigkeit be- 
wegt werden muß, damit der Wiberftand ber leßtern dem Gewichte des 
Körpers an ber Oberfläche ber Erde gleich wird, umb erhalte dadurch 
die Gleichungen: 


== r—Ng , we=Wn, 


W = p‘ == Mg” k2 N 
worin W, den Widerftand ber Flüffigkeit für die Geſchwindigkeit k, 
P das Gewicht und M die Maſſe des bewegten Körpers vorſtellt. Man 
zieht daraus für k ben Werth: 


P 

F —E 
welcher zeigt, daß für Körper von gleichem Stoffe und aͤhnlicher Ge— 
ftalt ber Werth von k wie bie Quabratwurzel aus ber entiprechenden 
Längenausbehnung zunimmt, und daß für denfelben Körper k um fo 
Heiner wird, je dichter die ihn umgebende Flüſſigkeit oder überhaupt je 

größer der von ihr geleiftete Widerftand tft. 
Endlich tft die Richtung der Kraft W immer biefelbe wie die der 
Tangente an ‚der Bahn des bewegten Körpers, und man hat demnach 


für ihre drei Gomponenten nad) drei feiten Coordinaten-Achſen, auf 
welche auch die Bahn des Bewegten bezogen ift, bie Werthe: 


dy -. dz 
wo Wa Mr 
Führt man nun diefe Kräfte in bie. allgemeinen Gleichungen (68) im 


erften Buche für bie Venegung eines materielen Punktes ein, jo wer⸗ 
ben dieſe 


d?x v2 dx | 

ur TB x —EX ds Pa 

d?y v2 dy J 

d?z v? dz : 

1 | 

bie Gleichung (69) daſelbſt wird jr u; 
dv __ ds dı 


und biefe kann in ſolchen Faͤllen, wo bie Bahn. bes Bewegen: behind 
oder gegeben tft, aljo namentlich bei ber gezwungenen Bewegung, vor= 
theilhaft angewendet werben; in folchen Fällen dagegen, wo die Bahn 
des Bewegten und feine Geſchwindigkeit zu beftimmen tft, muß man 
fih immer dee drei erften Gleichungen (111) bedienen. Um dieſe An- 
wendung ımd bie analyttfche Behandlung ber vorhergehenden Steöungen 
zu zeigen , wollen wir einige befondere Bälle ins Einyeine verfolgen.” 


oh, at 1 
g. 199. | 


Unterfuchen wir zuerft die Bewegung eines ſchweren Körpers, wel⸗ 
cher in einer homogenen ſchweren Flüſſigkeit lothrecht gegen. die Ober⸗ 
fläche der Erde fällt. 

Wenn die Flüffigfeit nicht ſchwer waͤre, fo wäre ‚bad. Gewicht F 
des fallenden Körpers die bewegende Kraftz in einer ſchweren Flüffig- 
keit eingetaucht, erleidet berfelbe aber nach einem befannten Geſetze, 
einen von unten nach oben gerichteten Druck, welcher dem Gewichte 
einer ibm an Rauminhaft gleichen Menge der Flüſſigkeit gleich. tft und 
jene abwärts gerichtete bewegende Kraft um ebenfoviel vermindert. Iſt 
daher p das Gewicht für die Raumeinhelt des feften Körpers, p me 


felbe für bie Raumeinheit ber Flüſſigkeit, fo wich der Duotient 7. re 


den Rauminhalt bes Körpers und p’ = oder sr pP das Gewicht ber 
von ihm verbeingten Btäfigteit ausbrüden, und die bewegende Kraft R 
durch 


R=P_Pr=2p (1-8) 
p P 
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gemeflen werben; fe wirb alfo nur im ſolchen Klüffigkeiten im Siune 
der Schwere wirken, für welche pP <p iſt; im entgegengefehten Falle 
wird R negativ, und ber Körper wirb fi) aufwärts bewegen. Diele 
Dearminderung ber : beivegendeu Kraft P wird übrigens noch größer, 
wenn der Körper in Bewegung tft, weil er vermöge der Abhäflon im- 
mer einen Theil ber Flüfflgfelt mit ſich fortführt, und daher ein Theil 
ber bewegenden Kraft für diefe bewegte Diaffe in Anspruch genommen 
wird. Bon dieſer weiteren DBerminderung wollen wir indeflen für jetzt 
Umgang nehmen und uns unter k, eine Geſchwindigkeit vorftellen, bei 
welcher der Widerſtand, welchen der Körper in der Flüffigkeit erleidet, 
ber bewegenden Kraft R ober bem Unterfchtebe zwiſchen dem Gewichte 
des Körpers unb bem Gewichte ber berbrängten Flüſſigkeit gleich wird, 
ſo daß man nun hat 


pP 

, geil— — 

- — _P v2 £  ( - ) 
wert -) und . aus ’ mus 


‚Nehmen wir nun bie Achſe der z parallel zur Richtung der Schwer, 
ihre pofitive Seite abwärts gerichtet an und den. Anfang berfelben 
in dem Orte, von welchem ber Bewegte ohne anfängliche Geichwindig- 
Teit ausgeht, fo haben wir 


X=0, Y=0 ,, i=R=-Me(1-), 
| d 452 
“U, Tr s=7z, 


uhb bie als (112) ober die dritte der Gleichungen (111), welche 
num. „allein hinreicht wirb 


dez dv .P 5 
irren = u(i-F)ew | 
ober. einfach, indem man w F ſeinen obigen Werth und g (1- ?) 
durch g, erſetzt | 
9 Ba 4r wW 

, dt — k 5): . 
Das ‚gemeine Integeit biefer Gieichung gibt 


g,t 1 k,+v 
k für Decks) bon, = — 9 





mu ma gi Tr 0m em 
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und wenn daraus ber —* von v in. Gunetiog don gezogen wird, 
ſo ergibt ſich der Ausdruck: 





28 g,! gt 
k, 4 KT msn 
vek nu ar ee re 
2 8, t — 0 4, 
oe k 
e +1 + e@e 


in welchen @ bie Baſis der unfäeiäen Serien vorſtellt. 
Setzt man dann für v feinen Werth: = fo ergibt fich weiter 


. 21 gr‘ J F 
 . K 

2 it. _ Ze: ei 
u 7 
0 k, k, 


@ + e : 1.0. nd 
und mit einiger Aufmertſamket wird man ſogleich wahrnehmen, us 


der Zähler der unter dem Integralzeichen stehenden. Grite mit 


multiplicirt, die abgeleitete Bunctton bes Nennerd uk, Da man, "a 
zwifchen ben’ angebeuteten Grenzen 


: = lo. (E, re Es 


als Ausdrud für bie in ber Beit ı zurückgelegte Balthöhe erhält, 
Um diefelbe Größe in Function von v zu erhalten, zieht min 


aus ber Gleichung (a) dadurch, daß man de. linte Seite mit v F 
multiplicirt 4 t 


0 . BEE u’ BE 
woraus ſich ſofort —V 7 PR ir, Yh Ha’... gr) Pat | Ir.t di 


14 





\ SEE Tier VER. Egon k_ 
— 2g, g k?— vi u 8, 9 Vin 
als der gefuchte Werth ergibt. - ‘ 


Der Wertb von v in Function von t fan nun auch unter bie 
Borm gebracht werden: j 


2 . 
‚hl — 
k, 
ed Io. © +1/ . 


und man fohließt daraus, daß bie Geſchwindigkeit v des Bewegten 

immer Heiner ift, ala die Geſchwindigkeit k,, daß fe fich aber dieſer 

legtern immer mehr und am fo raſcher naͤtert, je länger die Bewegung 
— er t 


bauert, weil das Glied @ ehe. raſch wachſt, wenn t größere ae 
erhält, vorausgejeht, daß ber Werth von k, nicht ſehr groß if, 
übrigens felbft für das Verhältniß unferer dichteften Stoffe zu * 
atmoſphaͤriſchen Luft nicht ſtattfindetz die Bewegung nähert ſich alſo 
immer nach einiger Zeit mehr und mehr einer gleichförmigen. Für bie 
Bewegung eines feſten Koͤrpers Im fe 3.2. erhält x, nur fehr 
Fleine Werthe; dieſelbe tft erh fehr bald von einer gleichförmigen 
nicht mehr zu underfiheiben. 4. 


Auf ähnliche Grgenife fahr auch der Werth von z in t, wenn 
„gi 





5 IE 
‚man darin das Glied e “gegen e Vernachläffigt und beachtet, 
9 gt 
| —8F x: gt: et . C " \ iz) 
DaB logn e = * tft; denn man erhält dadurch 
I W 2’ 
er i, 
alfo bie Gleichung einer gleichförmigen Bervegung, ie aber nicht 
k: 

von dem Anfang ber 2, fondern in einer gienhug 7 von dem⸗ 
ſelben ausgegangen zu fein ſcheint. | 

Will man nun aber von unferer fo eben unterfuchten Bewegung 
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auf jene im leeren Raume zurüdgehen, fo wird k, unendlich, und bie 
Werthe von x und z erfcheingn unter ber unbeftimmten FormO. oo 
welche auf die Form’ $ zurückkommt, bern man bie MWerthe son v 
und z in folgender Weiſe darftellt: 

gt _gt. — gt gt 
k, k, ( k 


‘ 





vv 


e —e .-' .:'" AJogn.i 
0 7 * 


e4e KR 
— — ee. aA hin 


, 


und man erhält den wahren Werih von v nach ben befannten Regeln 
durch das DVerhältnig der Aenderungsgeſetze von Zähler und Nenner 
bes erften Werthes, in Bezug auf k, genommen; ber wahre Werth von 
a dagegen ergibt‘ ſich erſt durch Die: zweiten Arudetungsteſehe feines 
Zahlers und Neuners in Bezug auf k, oder auch mittels ber erſten 
und des Werthes von . N, 
Für große Werthe von k, kann man” die Werthe von vund z 

auch in Reihen entwickeln, welche nach negativen Potenzen son k, fort- 
jhreiten, und aus biefen erhält man. dann unmittelbar ‚die richtigen 
Werthe von v und 2 frk =w. Man hat naͤml BG. 


. . R . 
r e e- .42* . r * 
' gt ‘ ! ! sr * N —44 2 ' . 


k, T jet Tg . 4 I 4 
e =1 Pe AUT ur ae 7 ae ur 


” [4 
. ’ * 
seo.) .. 
’ 
€ 


. ı P} ” rer € .; 2 ri 
sad. demnach wird - - ; rn ae. but is nl si 
. > . ” j 


I IOE HAT Vans Bob FE, 1. a BE | W37E U nF BE EEE EEE? U W3 > PET} 
gt gt 


221g 


' 1 
o te rt tete) 


k k 3 . . 

a EN RE 9 7) Ro VE 
Be a War du + 20 se 
sharp fi) ba mi: Veſceintung auf Die fl Biber 9. 


. 141g 
v= + -74r +.ee.) oe, Inte 


ergibt. Ferner Hat man. .:. ne mia ν:. 





let (let, 
net“ 
\ / | R 18’ ® 
_ lt ie tee) 
-4 eto., 
und damit findet man n fofort 
2 
—αα). 


Dieſe Reiben find / jedenfalls convergent, ſo lange L ! Heiner als 1 


bleibt, und koͤnnen in folchen Fällen zur annähernden Berechnung bemügt 
werben. Für K, =o@ ‚und 8, g geben fie fogleich 


gt ' g == 4gtl 


as Birk für bie Beffptibigr und die Fallhöhe im leeren Raume, 
wie fie in 6. 49 bes erften Buches gefunden wurden. 

Die allgemeinen Werthe von v und z in t zeigen endlich, daß 
wenn g, negatin wich, d. che wenn der beivegte Körper ſpezifiſch leichter 
iſt, als" vie ihn umgebende Flüffigkett, Jene Größen nur die Zeichen 
ändern, daß alfb die Bewegung bis auf den Sinn ihrer Richtung die⸗ 
ſelbe bleibt; in den Werth von k, darf aber der Werih von g nicht 
negativ eingeführt werden, weil dieſer in dieſem daue —** würde, 


. In. F NR $ 150. * nn 
Als weiter Fall ſei die Bewegung eines mit einer anfaͤnglichen 
Geſchwindigkeit auffeigenbEn fake Röcpexs, für welchen. g (& 2) 
einen pofitiven Werth hat, zu unterſuchen. 


Dazu werhen sole, bie hoaſtlige Achſe den a. im: Sinne ber aufüng⸗ 
lichen Geſqhwindigkeit vo, alſo —V Oben gerichtet, annehmen und 


demnach als bewegetbe Saft. L>-— Me (1-5) und als Aen⸗ 
derungsgeſetz ber Geſchwindigkeit den Ausdrudsi: :: 1°" =. 1 


dv | ve , 
are) 
erhalten, worin wieder g, und k, bie frühere area. haben;/ nr 
ziehen daraus auf gewöhnliche Belle 3 ur 


Wer 


g,! . _ 1 
— — Idr. = are re lang" ars iang — K’ 


Ivo (irn Fo k, i " 


und wenn biefe Gleichung wieder in Bezug auf v aufgelöfet wird, fo 
ergibt ſich 


s . 


vok tung (arc tung — 8, m) Zu 


k, 
alſo durch Entwickelung .1 


vo—k,tang &! vo cos dt _ in ET, 
k, ; k, k 
v= k, — N —— = 'k — — 
J—— o ein rk cos &ı k 


‘ 


Für 10 gibt in Yusbrud na v=v,; wenn bann i waͤchſt, 
fo waͤchſt auch an e * während cos 8 Pr. - immer Heiner wird, e wird 


alfo auch v immer, Seiner werben, und folglich ein Zeitpunkt —* 

wo ! ber Jahler·n det vorhergeheuben Werthes unddawiltvi ſelbfe Doll 

wird; 3 bifes wird fanden, wenn. | 
1 2, te 


d— 
Fu gt” — k — —F 
ang 4 ocht ob een Ai AN 
an Nr U 
getvorben iſt. Bon dieſem Augenblicke an wirde negativ, der Koͤrper 
faͤllt alſo zurück und nimmt die, im narigen e unterſuchee Beiiewußn 
anz zugleich aͤndert ſich aber auch der Sinn des Wiberflandes in Bezug 
auf ben ber’.bemegenben Kraft, und k, wird _tmaginie: = Sept man 


baher für t die Zeit‘ T, + ’ in dm borhergehenden Werth von v, und 
k,Y—1 für k,, fo muß man für v denfelben Werth, wie im vorjgen 
Galle, aber mit entgegengeſetztem Zeichen finden. Auf diefe Weiſe er⸗ 
gibt ſich aber zunächft mit Beachtung des vorſte henden Verthes von T, 
und nach einigen Redactionen - : 


m 





gt 


‚== kV— 1 lang 
und nach bei bekannten tmaginären Beziehungen zwifchen den Winkel⸗ 
functionen und den Srponentialgrößen, nämlich 





.. oe. — —i®e @ . 
1 ( xy vi) 
sin xı = — @ 4 
\ 0 v* 2 v⸗ 1 : 
ıy-ı -—ıY-1 


Te u = "x 

e —+e 
| Um nun die Höhe z zu finden, bis zu weliher fi ber Bewegte 

in der Beit v erhebt, erſetzt man wieder v au Fri = und hat dann 








! nen ke sin EL vo ein 24% — * 
sk |. — — 3 
0 ” in + c st 8 , 


r 


rin Br Ta ‘ ‚ft " L 


—* v — 2 a man Degen 


RT tr . —* 
2 v k? vn? 
en 2 = — Idv. —— = len - — +% 
vn : ik, K, vw... k, 


mb dadurch | 
k: k? ERER u * | k?2 y2 
a — 


— 


Wird nun in dieſem Werthe v— 0 geſetzt, fo folgt als Ausdrudk für 
bie ganze Steighöhe h 


k? k,⸗ Yu? 
h= * logn — N 


und wenn berjelbe dem in v ausgebrücten allgemeinen Werthe ber 
dallhoͤhe z des vorigen $. gleichgefegt wird, fo kann aus der ſich er- 
gebenden Gleichung: | . 
k,? — k + voꝰ 
lt Zu Yu 
ber Werth für bie Endgeſchwindigkeit v, gezogen werben, mit welcher 


der zurücfallende Körper an ber Oberfläche ber Erde wieder ankommt; 
man findet Daraus | Ä 





und diefer Ausdruck zeigt, daß bie Endgeſchwindigkeit v, immer Heiner 
iſt als bie anfängliche vo, und zwar um jo mehr, je kleiner k, oder 
je größer ber MWiderfland ber Flüfſigkeit iſt. 

Endlich wird man die Zeit 7, für das. Zurückfallen erhalten, 
wenn man den vorhergehenden Werth der Endgeſchwindigkeit v, in ben 
im vorigen 6. abgeleiteten Werth von t einführt ‚ nachdem man den⸗ 
ſelben unter die Form gebracht hat: | 








Diefes Verfahren gibt 
2 k2 
Te — * logn — 


’ J 
f . 


und damit folgt zuleht der Ausbruck: 
Yo + Vr: + k: ) 


k, Yo 
Ta bla lang 7; +. bogn 
für bie ganze Zeit 7 — T. + Ta der Bewegungs biefer Werth kaun 
dazu dienen, v, ober k, Zu beſtimmen, wenn T burk Beobachtung 
gegeben iſt. 

Decher, Handbuch ver Mechaulk IL. 25 


eu 


in, dl. Eu 


Ehe ich weiter gehe, will ich bie Anwendung des Vorhergehenden 
in einem beſonderen Beifpiele zeigen. Es ſei heobachtet worden, 
Daß eine vertical aufwärts geworfene Kugel von Gußeiſen 
und 5 Kilogr. Gewicht nah 20 Serunden wieder an ber 
Erdoberfläche angekommen ift, unb es foll daraus ihre 
anfängliche Geſchwindigkeit, die Höhe, welche fie erreicht 
hat, u. |. f. berechnet werden. 

Nehmen wir an, daß ber Wiberftand ber Luft für eine Kugel durch 


W = 0,06253 Qv? Kilogr. 


ausgedrückt werbe, und bezeichnen wir das ſpezifiſche Gewicht der ge: 
gebenen Kugel mit p, Ihr abfolntes Gewicht In der Luft mit P, ihren 
Durchmefler mit d, fo haben wir allgemein, alle Lingenmanße in 
Metern genommen, 


1000 48 — 
p BL pad Ril, Du = Ind — Vrrtian 


. 
e 


and FO " 

16p?P u 
k, = Vale 2330 — na SEEE, 353)9.9% ° 
MWit ben gegebenen Werthen P= 5 ‚ p= 7,2 folgt fonach 


logk, = 1,%301 , k, = 91” ‚836 , logk? —= 3,92602 , 


und bamit und mit bem Werthe T == 2 Ser. ei fih, wenn g 
für g, genommen wird ‚- 


Seen * nun Inh dem 1 allgemeinen Bette von “am Ende bes vori⸗ 
gen $. arc fang |) = = Er. — I... Wrr; Be 





Ba: Eur ’ V r, Vo: 133231 

u Ball DZ Ze 

SS lud Ze Zu; “ 2 
are mu Du j 4 
| dorf -Hooserip gti L —* god 2 
al 


.n . 
‘ RF vr org .. ‘ BR - 


-.- ‘ 


ſo tat jener Werth bie Form an: "1 


T. 1. 1 
7" — gr, 





und Die Auflöſung ‚ber Aufgabe hängt nun von ber Auflöfung ber 
Öleihung: - 


| 1 g,T 

p + logn fang — ae 
unb in unſerm beſondern galt zufolge des Werthes von von der 
Auflöfung ber Gleichung: 


g+ In tung 49 +0, 5654 — 0 


ab , welhe am einfachften durch ein zweclucißiges Probirru in folgen; 
ber Weiſe erreicht wird. 

Man febt die Tinte Seite dieſer Gleichung für einen beliebigen 
Werth von p gleich y und berechnet zuerft den Werth biefer, Ver- 
änberlichen für 9 — 47, wie folgt, wobei zu beachten ift, daß bie 
Logarithmen ber Tangenten unter 45% negativ find, und daß M 
ben Modul der natürlichen Logariihmen oder bie Zahl 2,302585 
bezeichnet. 


log tang +9 —= log lang 22° 30. = — 0,38278 


log (— 0,3827) = 9,5825 ” 


logM = 0,36222 


log logn tangyıp =: 9,519: : 
logn tang$yp = — 0,8814 
y = 0,7854 — 0,8814 + 0 ,565&:—= + 0,469 . 
Auf dieſelbe Weife findet man für p=4 m, Jogntangt d=—= E31, 
yv= 0,236 —1 ‚70+0, 5654 — — 0,2280 


And ſchließt daraus, daß der geſuchte Werth von ® zwiſchen in IE und 

dr: ober zwiſchen A5% und 30° fiegf, und zwar im Berhältnig 1:2 

näher an bem letztern, alfo nahe an 350, Die Rechnung wird, dann 
25% . 





BB 
g=30  1092100-3,3222 Iogtng 1770 —— 0,518 


= 2100’ d.E.1093437’=6,46373 Io (0,0128) 9,70008- 
log 9=9,785% logM— 0,3622 
9=06109 Loglogntangtpy—= 0,0620 
logn tang 4p—=— 1,1543 
y= 0,6109 — 1,1543 + 0,5654 = + 0,0220 . 
Ebenſo berechnet man y für 9 = 349 und findet 
y = 0,5934 — 1,1851 + 0,5654 = — 0,0263 , 
und die Vergleichung biefer beiden letzten Werthe zeigt, daf ber gefuchte 
Werth von ꝙ etwas näher an 350 liegt, und zwar fehr nahe an 
34032. Man berechnet bemnach von neuem die Wertbe von y für 
9 = 349% und 9 = ANII und erhält 
y= — 0,004 und y= + 0,0004 , 
woraus ber wahre Werth: 9 = 349 32,5 folgt. 
Kun tft 
„=kog , alſo = 133", 41 ; 
und für die Zeit T, des Steigens erhält man 
T. = * (£”- >) — 9,063. 
Die Steigböbe h berechnet ſich am einfachſten nach dem Ausdrucke: 








k k? 2 
an . 
weicher nun “ or annimmt : 
1 k? 
2, og np 8, — 9; 


und mit bem obigen Werthe von 9 hat man 
h= 487 84 


Legen wir nun, um noch einige andere ber obengefundenen Aus⸗ 
druͤcke anzuwenden, dieſen Werih von h zu Grunde, um darnach bie 
Zeit T, für das Zurückfallen und bie Endgeſchwindigkeit v, zu berechnen, 
ſo haben wir allgemein — 





— ma ı vi m ve 


g,t 
-% 


le =e te , 
gt 


k, 
oder wenn wir e == x feßen, bie reciprole Gleichung: 


g,h 
k! 
_2ıe + 1= 0, 
A 7 
k, k, 
beren Wurzeln bekanntlich x und — _ 1 ober e de 


find. Dean 
zieht daraus J 
z gt 


u gb /  : ,2g,h — — 
k, xa»13 ka nn 


und indem man die Logarithmen auf beiden Seiten nimmt , 


= —— — 


Ans dem vorher chalenen Werth von bin Bancim von 9 —* 
man aber. auch i 
8, 
7 k} . 
@ = sin 9 9 
und der vorſtehende ei für T, nimmt damit bie dorn m an: 











=” 


wa 2 


ma = ne + 22 logn (1+ c089). 
Die bereits gefundenen Zahlenwerthe geben darnach 

Te — 5,312 +5,625 Se 10,937 . 
Endlich gibt der Ausdrud: 


% 


| k, 
= Verin =Z.% sn. . , 


bie Endgeſchwindigket vs 2 —* während bie Gleichmng: 


auf den Werth: 
/ 2g,h 


| a 
w=ıV ı-e = k,cosp 


führt, durch welchen man mit dem obigen Werthe von h oder jenem 
von ꝙ für bie Endgeſchwindigkeit v, denſelben Zahlenwerth findet, wie 
vorher, und womit bie Aufgabe in jeber Beziehung gelöft ericheint. 





s. 152. 


An das Vorhergehende fchließt fich fehr einfach die fortſchrei⸗ 
tendbe Bewegung eines fchweren feiten Körpers auf einer 
geneigten Ebene an, und zwar mit Berüdfichtigung des Reibungs- 
und Luft-Widerftanded und unter ber Vorausfebung, daß außer ber 
Schwere noch eine conflante, zur Richtung ber. Bewegung parallele 
Kraft V an bem Bewegten thätig fet, daß aber kein Drehen oder 
Wälzen ftatifinhet und daß der Schwerpunft ſich in einer zur geneigten 
Ebene parallelen Geraden bewegt. 

Die Ebene der xz Idge man ſenkrecht Yu: ber geneigten Ebene, und 
nehme die Achfe ber z wieder parallel zur Richtung ber Schwere, die 

poſuive Hälfte: aufwärts: gerichetz der Winkel zwiſchen der Normalen 
zu ber geneigten Ebene und der Achfe der z fei &, bad Gewicht bes 
Bewegten in ber Xuft wie früher P. Dee Drud N auf die fchiefe 
Ebene und die Dadurch erzeugte Reibung find dann 


>... N=Posa „N fPewan 
wobei f wie gewöhnlich den Reibungscoeffigienten ober dad von ber 
Berührungsfläche unabhängige 'Verhältniß bed Drudes zur Reibung 
vorstellt. Die zur Richtung der Bewegung parallele Gomponente des 
Gewichtes P iſt P sin und demnach bie aus biefem Gewichte und ber 
Reibung fich ergebende bewegende Kraft '.: 
P(snatfcse)=Mg. 


Die Intenfität der fürdernden Kraft V fet durch bie Bewegungsgröße 
Mc auögebrüct, welche ‚fie dem Bewegten in jeder Stunde zu ertheilen 
vermag, und baher bie Stärke der ganzen benrgenden Kraft 


ET Te MibH+g' ),.Yi m ee 


3%: 


je nachdem die Schwere zum Vortheil oder Nachtheil der Bewegung 
wirkt. Endlich fei der Wiberftand der Luft wi vorher dem. Quaprate 
der Geſchwindigkeit proportional und werbe durch eine Geſchwindigkeit 
k, ausgebrüdt, bei welcher jeine Intenfität ber bewegenden Ra; 
M(c=+g’) glei wird, jo daß man nun ‚hat nt 
006530 K == Mle#glsnazfeose)] nn 
und allgemein. en 


Das —* ber „Bam » wi Amin, f fange: v * 
und R2 poſitis iſt, 


y? 
a g=-etnl-z) a 
und gibt wie in $. 149, aber. unter der Vorausfehung, daß bie an- 
fängliche Geſchwindigkeit nicht Null, ſondern vo ſei weh 


ne 





e+ 2 _1 z len (K+r)ck—n) 
k, (K—v)(k+Vv) 
und dann unter bie Form: J J ‚ein 
d:we 


5 fh, . et, " rn, 11 
groracht, Anden mar ben Weg⸗ dom unter oder obern ee ben 
geneigten Ebene an rechnet, 





ctg — 1, k?2-— 1% € 
k? 2 loyn k ?_yi 
Der ee Ausbrud in Bezug auf v u r führt zu dei Gleichung 
| ev. 
E- (k, In)e. ek u) rl nn 9 
‚= ok Te Te 9 


“ (Khnjestchnje 





worin zur Abkürzung e für ee ſteht, und hus welcher nanwie 
früher ben Werth vor s: |: h onen alt 


nnd 


, ot — ct 
= K, Iogn (Et) +(k,—vw)e 
c+g 2k, 


in Function von t zieht. 

Sol bie Bewegung von oben anfangen unb abwärts flattfinden, 
fo gelten die obern Zeichen, im entgegengefehten Falle die untern, und 
wenn a —= 0, bie Ebene alſo horizontal if, fo Tann man offenbar 
nur 6— fg cos a für die Beichleunigung nehmen. Es Tann aber in den 
beiden erften Fällen c + g’ negativ und dadurch k, imaginär werden; 
dann werben bie Gefebe ber Bewegung bis zu dem Augenblide, wo 
bie Geſchwindigkeit Null iſt, durch bie in $. 150 abgeleiteten, und von 
ba an wieder burch bie in 6. 149 gefundenen Gleichungen ausgebrüdt, 
wenn man bort g, durch c + g’ erfekt. 

Sn dem befondern Falle voran wetrzg’—=0Oi, muß man 


KM — A; 
nehmenz bie Gleichung ber Bewegung nimmt baburch bie Form: 
dv u y? 
a Ip 
an unb gibt “ 
t—K# (- — 4 vo k 
ee vw). — for + vgti 


bie Geſchwindigkeit nimmt alfo forwahrend ab, ohne jemals Null zu 
werden Aus. dem Werthe von. v zieht man den Auslauf fix ben 
zurüctelegten Weg s in Function von t: ' 
— u logn — K kogn —2 
7 v 
woraus man ſchließt, daß auch Weg fid keiner beſtimmten Grenze 
nähert, ſondern über jeden denkbaren Werth hinauswächft. 
Soll endlich die fördernde Kraft V = Me fo beftinmt werben, 
daß bie Bewegung: eine gleichfürmige wird, daß man alfo 


echält, fo muß k, = v == vo und demnach 
M[cetg(snarfcosa)] = f,Qw! 


BER... 


werben, unb man ſchließt Daraus. 
Nc = f,Qvw? Mg (im «+ feos«) 


als Intenfität jener conflanten Kraft. - 

Die im Borhergehenden abgeleiteten Gleichungen können dazu bien, 
bie Betvegung einer Eocomotive oder eines ganzen Zuges auf einer ge= 
neigten Ebene zu unterfuchen, 3. B. bie Zeit, in welcher biefe zurück⸗ 
gelegt wird, und bie Geſchwindigkeit, mit welcher der Zug am: Enbe 
berfelben ankommt, zu berechnen, ober die Dampfkraft zu beftimmen, 
welche erforberlich if, um eine gleichfürmige Bewegung zu erhalten, u. ſ. f. 
und man Tann dazu nach den bis jebt gewonnenen erfahrungen und 
den üblichen Größeverhältnifien 
I 
220.’ 


nehmen. Was indeffen die genauere Ermittelung biefer Berhältniffe, 
insbeſondere den für die Anwendung zweckmaͤßigen Ausbrud der Dampf- 
kraft betrifft, fo muß darüber auf die technifche Mechanik ver⸗ 
wieſen werben. . 


f—= W= 0,033 v? Kilogr. 


§. 153. 


Im erſten Buche haben wir die Bewegung eines ſchweren mate⸗ 
riellen Punktes unterſucht, welcher eine beliebig gerichtete anfängliche 
Geſchwindigkeit erhalten hatz wir wollen nun dieſe Unterſuchung wieder 
auf einen feſten Körper und zwar von ber Form einer Kugel‘ aus- 
behnen und dabei ben Widerftand der unbewegten Luft berüdfichtigen. *) - 

Diefer Widerftand läßt fi bei dem genannten Körper offenbar 
auf eine fürbernde Kraft zurücführen, deren Richtung burdh ben Mittel- 
punkt geht, ba rings um dem zur Richtung der Bewegung parallelen 
Durchmeſſer die Widerftände gegen biefelben entfprechenden Flächentheile 
gleich und gleich gerichtet find; es kaun alſo auch die Kugel burch ben 
Sefammtwiberfiand nicht aus ber durch die Richtung ber anfänglichen 
Geſchwindigkeit gelegten Iothrechten Ebene entfernt werben, unb wir 
bürfen demnach die Unterfuchung auf bie einer Bewegung in einer 
Ebene und zwar in ber verticalen Ebene der xz beichränten. 


*) Gin Körper von beliebiger Form würde dem Widerſtande ber Luft bei einer 
Irummmlinigen fortichreitenden Bewegung ohne Drehung in jeber Lage einen 
andern zur Richtung der Bewegung fenfrechten Querſchnitt darbieten, und es 
wärbe demnach jener Widerſtand auch in dieſer Beziehung veraͤnderlich. 


80 

FR alſo wieder v, bie anfängliche Geſchwindigkeit, a ber Winkd 
zwifchen ihrer Richtung und ber zur Richtung der Schwere ſenkrechten 
Achſe der x und der Anfang ber Goordinaten ber Ort, von dem bie 
Bewegung ihren Ausgang nimmt; If ferner bie Intenfität des Luft 
widerſtandes W == f,QOv? und k eine Geſchwindigkeit, bei welcher 
berjelbe dem Gewichte ber bewegten Kugel in der Luft gleich tft, fo 
haben wir zur Beſtimmung der Geſetze ihrer Senegeng nah F. 143 
an) De beiden Gleichungen: 


dx dx? gg dx (ds\? 
FT Sr Pu Bee er 9) 
c. 
a__,—_84 (2) 
ee do) 
Die erfte diefer Gleichungen läßt fich unter die Form bringen: 
du _g ds ds dx g ds 


diıı |" di di Ein“. 


und gibt nach vorgenommener Trennung ber Beränberlichen in Bezug 
auf t das allgemeine Integral: 


200.4 de dagm un ze; re n 


alfo hat man mit ber Beachtung , daß m Ba Wh, un für 
t=0 in vgcAse. Übergebt, 





ge 
x 
Ur gB 
loan — — 2* — 
ler vo 008. @ DB’ u. = v,0080.@ 
Senn man dann | 
| da = fanar — ds — dx 
dx 9 pP» dt Pi’ 


Io, weraue das Aenderungsgeſetz in Bezug auf t folgt: 

de⸗ dp dx d?x 

wann tree ‚ 
und wenn man biefe Werthe tin die zweite ber Gleichungen (c) ein 
führt, nachdem man fie wie die erfte unter dle Form: 

da g dz ds 

FTD ur TweT 


— ru Tr Th vom 


—8300 
gebracht hat, und die erſte, nachdem fie mit p multiplicirt worden, 
davon abzieht, ſo ergibt ſich die neue Gleichung: 


dp dx ’ 
uvam 85 u 


welche durch das Quadrat bes vorher erhaltenen Werthes von u, divi⸗ 
dirt in die folgende übergeht: 





dp 2gs 
a _d _ dd __ 8 - 
dx dz de da — Vostat  ...: (e 
dt 
und zuleßt, wenn man für 9 — sec z feinen Werth Vi+P + Lu ein- 
führt, bie Form: 
200 
dpı/I———— _ k⸗ 
sv! +tr=- voꝰ cos? a 
annimmt. Das unbeftimmte Integral biefer Gleichung tft . 
1.28 
k2 k’ 
4. [p Yi-+Pp? + loun (p+Yi+r +P)]=— = Er erh 


und gibt mit der Beachtung, daß frs=0, p= lang a wird, 
und wenn man den Ausdruck: SR, 


lang a Vi-Fiang? a + lang? a + logn (tung. a+ y 1-H lang? 4 + zit 7 
durch bie Bezeichnung fe) abkũrzt „ bie Gleichung: 


t 


k' 


PViFR + om (pH ViFR)=t 4 Hr, ae le 


weiche als Gleichung ber Bahn bes Bewegten zwiſchen ben Veranbere 
lichen s md c zu betrachten iſt. 

- Kür die Anwendung tft indeſſen biefe Gleichung von Seinen Nuhen, 
weßhalb man aus derfelben mittel ber vorausgehenden neue Bleichun- 
gen zwifchen x und p und zwiſchen y und p ableitet. Zuerft eliminirt 
man aus ber Gleichung (f) mittels der Gleichnng (e) bie Exponential⸗ 
größe und findet dadurch das Aenderungsgeſetz von x in Bezug auf p 
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de _ 
I 8 pyitp+lgn(p+ Yi+R)—tCa) 
und daraus folgt fogleich mitteld der Beziehung Ir =p - das 


Aenberungsgefeb von z in Bezug auf biefelbe Beränberliche: 
I LIE VO EEE 
IP 8 pYirp+lm(lp+Yi+R)— flo) 
Bringt man dann die Gleichung (d) unter. die Form: 


führt für SE > ben vorhergehenden Werth ein und nimmt auf beiden 


Seiten bie Duadratwurzel, ſo erhält man auch das Aenderungsgeſetz 
von t in Bezug auf p, und zwar wird mit ber Beachtung, daß 


vom Anfang der Bewegung an abnimmt, wenn i waͤchſt, daß alſo! 17 
negatto fein muß, 


— — U 7 a — —— — na —— —. ç m — — —— — 


Mittels dieſer Aenderungsgeſetze, welche nur Functionen ber einzigen 
unabhängigen DVeränderlichen p find, und demnach immer auf dem 
Wege ber Annäherung Integrirt werben können, erhält man bie Werthe 
von x, z und t in Function von p, d. h. bie Lage bes Bewegten und 
die zur Erreichung berfelben nothtwendige Zeit für gegebene Werthe des 
Winkels 7; berechnet man alſo jene Größen für regelmäßig fortfchret- 
tende Werthe biefer lebtern, fo kann man durch Interpolation die Lage 
bed Bewegten für irgend eine Zeit beftimmen und die Geftalt feiner 
Bahn conftrniren,. womit die Aufgabe als gelöft betrachtet werben muß. 

Die Geſchwindigkeit des Bewegten Tann unmittelber in Function 
som ausgedrückt werden; man zieht namlich aus ben beiben erften ber 


vorhergehenden Gleichungen ſehr leicht die Werthe von u — no = H 
und u, —= da _.da dp , und die Summe der Quadrate dieſer Aus⸗ 


ur dt. ‚dp di 





— — 


2 
brüdfe, aus welchen man den gemeinfchaftlichen Factor (#) mittels 
ber lebten Gleichung eliminiren wirb, gibt für v2 den Werth: 

(1 +pf) 


v? = | . 
le)—pVi+P—ign (p+Vi+R) 


aus welchem die Größe g ganz verſchwunden ift, fo daß es ben An⸗ 
fchein hat, als fet die Geſchwindigkeit unabhängig von der Intenſitaͤt 
ber Schwere, mas offenbar nicht möglich iſt; man wird auch Teicht ein- 
fehen, daß die Wirkung ber Schwere ſchon in dem Werthe von p ein= 
gerechnet ift; da bie Aenderung von p oder von z, d. 1. die Richtungs- 
änderung der Bewegung allein burch bie Sutenfität der Schwert 
bedingt wird. 


$. 154. 


Im Iuftleeren Raume war die Bahn des. Bewegten eine Barabel 
($. 75 d. erſt. B.); in ber Luft dagegen befchreibt. dexfelbe eine der im 
Fig. 98 bargefteflten ähnliche Curve, ‚welche zu beiden Seiten ihres 
Scheitel C aus zwei unfgmmetriichen Thellen befteht, beren Zweige 
gerablinige Alymptoten haben, und zwar ber erfte AC eine, deren 
Richtung von derjenigen. ber anfänglichen Geſchwindigkeit wenig abe 
weicht, während die bes zweiten CE mit ber Richtung ber Schivere 
zufammenfällt. Die Wurfweite AB und bie Steighöhe CD find nun 
für denfelben Werth von a kleiner als bet ber Barabel, und bie erftere 
erreicht ihren größten Werth bei einem Eleineren Winkel a, als Im 
oder 45°. 

Das Borhandenfein und die Lage der Alymptoten laßt fich auf 
folgende Welle zeigen. Betrachten wir zuerft den abwärts gehenden 
Zweig CE und laſſen die Zeit i von dem Augenblide anfangen, wo 
ber Bewegte durch den Scheitel C gegangen. iſt, fo wächft der abfolnte 
Werth von p mit t, p felbft wird aber wie der Winkel x negativ, 
und das Nenberungsgejek von t in vs auf p wird 


di k 


oe —08 


und umgekehrt das Aenderungsgeſetz von p in Bezug auf t 


J * m +PVIFR + 10m e+Vi+m) 














da man frt=0, @a=0, und w= v, hat, wenn v, bie Ge 
ſchwindigkeit im Säheltel C bezeichnet, Diefes Aenderungsgefeh iſt 
demnach poſitiv und reel für jeden Werth von p zwiſchen Null. und 
Unendlich; p muß alſo fortwährend mit der Zeit wachſen, und zwar, 
weil dadurch das Aenderungsgeſetz felbft wieder wächft, in eimem viel 
größeren Verhaͤltniß, als die Zeit, fo daß p bald fehr groß und — r 
nahe gleich 470 geworden fein wird, Iſt aber biefer Zeitpunkt ein⸗ 
getreten, fo kann man von ba an in ben Aenderungsgefeken vn x 


und z ſtatt Yi-+p + p? einfach p feten, und bie conflante Große U 7 


ſowie das Glied dogn .2p neben p? vernachlaͤſſigen; dadurch nehmen 
jene die Form an: 


«_bo030 di _k 
dp pP ° dp gp 
und geben durch Integration die Gleichungen: 
k? /1 1 k? 2 
x, = — I — — z—ı, — — lo 
8 Up, ) tn 


weiche bie Gehalt bes Außerfien Zweiges ber Bahn von einem Punkte 
x,z, an barftellen, in welchen = fchen dem Werthe — 47 fehr nahe 
femmt und p, = lang v fehr groß if. Der größte Werth, welchen 
x x erhalten kann, tft demnach 


und wie man flieht, nur fehr wenig größer, als x,, während ſich ber 
Ausdruck für z fortwährend dem Werthe; 


k? 
2 * öF logn 0 =— 0 


nähert, folglich Teine Grenze Bi Der Zweig CE ber Bahncurve Kat 
demnach eine zur Achſe ber z parallele Aiymptote, deren Abftand 
DF vom Scheitel C dem obigen Werthe von x fehr nahe kommt und 
durch die Integration des vollftändigen Aenderungsgeſetzes von x zwi⸗ 
ſchen den Grenzen O und oo von p gefunden wird. Zugleich zeigt ber 
oben erhaltene Werth von ve, daß ſich die Geſchwindigkeit des Bewegten 
in dieſem Zweige Immer, mehr der Geſchwindigkeit k, bie Bewegung 
alſo immer mehr ber gleichförmigen nähert, wie beim "Tothrechten Fall. 

Noch leichter iſt einzuſehen, daß auch ber Zweig CA. eine Aſymptote 
hat; denn denkt man fich denſelben von A an rückwaͤrts verlängert, fo 


= u au a =. ur 


als bis 
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wird x und z negativ, während p pofitiv und Die, Zeit negativ wärkft; 
bie Aenderungsgefebe von x und z werden Demnach 


dx kt 1 


— ⸗,e ’ 
p 8 Ha-ıVirn-  logn P+yitr) Ä 
dz u. , .  P- J 


dp s fla)—pY1+p — logn GHV + >) 
und das Yıenderungsgefeh yon + zeigt, daß p nicht weiter wachlen kann, 





Ko ViTR- um VIHR) = 


geworden ti, weil dasſelbe für größere Werthe imaginär wird und 
bleißt.- Der Zweig CA nähert fih alfo einer Geraden, welche einen 
Winkel @’ mit ber Achſe bei x bildet, von foldher Größe, daß ber 
Perth von zang a’ — p’ die vorfichende Gleichung befriedigt; ber We- 
ſtand AG = x des Durchgangspunftes G biefer Geraden un | die 


Achſe ber :x. wird durch dag Integral? 


lang «' E | 
=. f(« VE) 
beftimmt werden, und dann die Gleichung biefer Afymptote 


£ i «= (at R)tange 
fein. . | 
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"In denjenigen Fällen, wo ber Winkel: a, welchen bie Richtung 
ber anfänglichen Gejchwindigfeit mit der wagrechten Achfe der x bildet, 
ziemlich Klein if, und die Bewegung nur fo lange verfolgt wird, bis 
der Bewegte wieder in die Nähe der Achſe der x gekommen iſt, in denen 
alſo auch der Winkel z Immer ſehr Hein bleibt, kann man ohne großen 
Fehler das —* der Tangente p gegen bie Einheit vernachlaͤſſigen, 


2 


oder den Coſinus von z glech 1ſetzenz man hat alsdann 


— 2-1 7 x—5, 
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und bie Bleihung (e) in F. 153 wird 





gx 
k’ 
dx Vo: cos? a 


Ziwifchen ben entiprechenden Grenzen x und O für x , p und fanga 
für p erhält man daraus als allgemeines Integral das Aenberungsgefeb: 


( 2gx 
dz k? ke ) 
P= 77 = lanna— —— © —1)/. 


2 voꝰ cost a 


Integrirt man dann zum zweitenmale mit ber Beachtung, daß = mit 
x Null wird, fo folgt 


k? k+ ( 15 ) 
= x(nge+ 4.7) — —— e —1 





Zvotcosta) Agvtcosta 


als Gleichung der Bahn bed Bewegten. 

Um bie Zeit ı zu beftimmen, welche biefer lebtere braucht, um 
vom Anfang an bi zu dem Punkte xz zu gelangen, zieht man aus 
ber Gleichung: 

_.e! 
_ dx k 
u = 7 = cosc. e 4 


in welcher man num gleichfalls s durch x erieht, 


x gr g® ) 
kt . 2 k: 
= 1 x ul, —1)/. 
0 





vg c08 a g vo cos & 


Endlich Hat man durch bie vorhergehenden Gleichungen mit gleicher 
Annäherung 


ober wenn man auf ber rechten Seite de c08 & gleich 1 ſetzt, 


dx 


MM 


als Ausdruch fie: hie Oeſchwindigleit des Bewegten in Function der 
horizontalen Entfernung x. Will ‚man dieſelbe dagegen durch die Zeit: 
beſtimnen, fo muß man in. bem letzten Werthe bie Exponentialgröße 
me des emautgcheiben Werthec von. t eliminiren wedurch 


k? 
Vene 

gefunden wirb. Fate 

Durch die vorhergehenden Werthe von 2, t und v In x, von 
denen bie beiden erften wieder ganz auf die in 8. 75 im erflen Buche 
gefündenen zurückkommen, wenn bie Erponentialgröße in eine Reihe 
entwickelt und:k =e:d6 genommen wird, mlährend der letzte für dieſen 
Ball von ber Wahrheit wenig abweichend v — v, gibt, hat die Auf- 
gabe ihre vollſtaͤndige Loͤſung gefunden, und man Tann mittels biefer 
Gleichungen ebenſowohl die Lage des Bewegten am Ende einer gegebenen 
Zeit berechnen‘, als auch, wie es Bet der Ahnlichen Aufgabe an dem 
genannten Orte geſchehen ift, die anfängliche Geſchwindigkeit ober Ihre 
Richtung beftimmen, welche dem Bemegten gegeben werden muß, wenn 
ex einen beſtimmtent Punkt treffen ſoll. Diefe Gleichungen Fönnen 
aber auch dazu dienen, nach wirklich erfolgter Bewegung, bei welcher 
dex ; Winkel x und die. Coordinaten a unb c des Ories, wo ber Bes 
wegte am Ende der beobachteten Zeit t angekommen iſt, durch directe 
Meſſung beſtimmt worden find, die Geſchwindigkeiten vo und k zu be= 
rechnen und damit bie Größe der Triebfkaft, welche bie Kugel in 
Bewegung geſetzt hat, und bie Stärfe des Luftwiderſtandes zu finden, 
zu welchem Zwecke man bie gefundenen. Gleichungen leicht unter die 
entſprechenden Formen bringen wird: 


> 
i .,fm 


a 2 816. 


Ich befchließe biefeg Kapitel mit ber rinterſuchung ve Bewegung 
einer Heinen, im Verhaͤltniß zur Luft ſehr dichten Kugel, welche in 
ben beiden Endpunkten eines. horizontalen Durchmefferd durch zwei gleich 
lange, parallele, gewichtlofe aut undehnbare Faͤden mit zwei feſten Punkten 
fo verbunden tft, daß fie ch ohne einen andern als den Luftwiberftand 
um dieſe Ießtern bewegen kann, wobei ich ferner vorausfege, daß bie 
Kugel aus ihrer Gleichgewichtslage entfernt und dann ftch felbft ohne 
anfängliche Geſchwindigkeit überlafien worden ſei, jo daß ſich Ihr Mittel- 
punkt An einem verticalen Kreisbogen bewegt und Teine Drehung ber 
Kugel in Bezug auf ein feiles Coordinatenſyſtem Ratifube „daß viel 

Decher, Handbuch der Mechanik ıL. 
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mehr derſentge Durcheneffer, weldder in Ber anfimglkhen Lage ber Kısgel 
Iothrecht war, immer lothredht bleibt. 

Set 1, die Bänge bed Fadens, welcher, im Mittelpunkte ber 
Kugel befefttgt gedacht, für unfere Betrachtung die beiden vorbergehenben 
erſetzen kann, und der zugleich den Halbmefier des von bem Mittelpunkte 
befhriebenen Kreisbogens vorftellt; ferner feien wieber P und M bas 
Gewicht in ber Luft und bie Maſſe der Kugel und k, eine Gefchwin- 
digkeit, bei welcher der MWiderftand ber Luft bem Berichte P berfelben 
gleich iſtz endlich fet a die anfängliche Winkelausweichung des Fadens 
aus ber Gleichaewichtelage— $ dieſe Ausweichung am Ende der Zeit t 


und — | * die Winkelgeſchwindigkeit bed Vewegten in demſelben 
Augenblicke, Be er bie wirkliche ober fürbernde Geſchwindigkeit v feines 
Mittelpunftes gleich I,p iſt. 

Die allgemeine Gleichung (112) nimmt für biefen Fall, Indem 
man ben Bogen mit ber Zeit wachfen läßt, bie Form an: 


dis P /ds\?® 
FT Eee 7 (E) » 


oder wenn um P= Mg (1-£) == Mg, ſetzt und beachtet, daß 


. ds dz F 
"| Dr era) Ze er 7 
tft, die einfachere: 

2. dp _R, Bl, ; 

a. IT 


und baraus folgt weiter, wenn man das erſte Glied mit — ꝙ 2 —1 
multiplicirt, die Gleihung: 


rdg,. gl, _. 


Um bdiefe Gleichung zu integriren, ſetze nam 


d,p® dw da 
2 . — — 
‚au, Ggartatti 


worte u und w zwei willkürliche Functionen von 9 vorſtellen, über 
welche man fo verfügt‘; Daß bie Sleichung ( 8) auf zwei Slider au 
ruckkommt; man macht alſo 


— ya ’ (h. 
und bie Gleichung (6) wird alsdann 
4 22. "s:in9’—=0O. 


Die integration ber Gleichung ( in gibt dann umter der Vorausſetzung, 
daß Jogn w mit I Null wird, bie Werthe: 


Bu), 
28,1 * 
lognw = 2 I), vw ’ 
mit deren letzterem die vorhergehenbe Gleichung in bie folgende übergeht: 
_2El,, 
du _ - Ti k | 


Das unbefknin Sutegul dieſes Audrues ift nun, wenn man zur 
Abkürzung ui, 
22,0 
(i+m)4u = 74.0 (cd usa?) ,- 
und von van bann beachtet, daß man fr 9 =e, ꝓꝛ == 0 unb 


vw e“ get, und u = 0 werden muß, fo FR ſich als beſtimmtes 
Integral die u 


a4rm=2t[e”* * (stein) —e ""(metnune)] 
und damit erhält man für Die ee ben Ausbrud: 
9— 
(1+4uM)p!=- [ms + —E (cos &+u sin o)]. (k. 
Im tiefften Bunte hat man 9 0, und man zieht damit aus 
ber vorftiehenden Gleichung für das Onadrat ber Geſchwindigkeit, mit 
welcher der Bewegte durch bie Gleichgewichtslage geht, ben Werth: 


V, = Via = zer. lı-e” | “(eat nene)] , 
26 * 





_ u 


welcher, mit bem für dem, leeren Raum (1. wen, 6. 101) gefundenen 
Ausdbrucke: 
vr 262 = 2gll1— casa) 
verglichen, zeigt, daß dieſe Geſchwindigkeit in unferm jekigen Falle 
fleiner ift, und zwar um fo mehr, je 'größer ze ober je Kleiner k2 iſt. 
Seht man ferner in der Gleichung (k) p gleih Null, fo steht 
man aus dem Ausbrude: 


+48 un 
(cs $+ usind)e * rat ucie)e 


alle Werthe von 3, für weldhe bie Geſchwindigkeit des Bewegten Null 
wird. Solcher Wertbe, gibt es unendlich viele; ber größte derſelben ift 
offenbar 9, = a, und für ben nächften, welcher, wie man leicht ficht, 
negatie fein / muß, ſwin man — 8, Kür, 3 ſehen, wodarch ſich 


I. us, A 
(cosꝰ, -usnI,)e =(coa+usna)e 
ergibt. Beachtet man nun,’ dab wir es bids mit dem Widerſtande ber 
Luft gegen eine kleine bichte Kugel zu thun haben, daß alfo k,2 ſehr 
srößinder jr fehn Hein fein wird, und befchränten wir ung auch auf 
Schwingungen von Heine Ausweichung „ſon werden bie Exponential⸗ 


9, 

größen @ i we “ ſehr nahe durch bie beiden erften Glieder: 
1+ 4.9, hd 1— ua der Keihen dusgedrückt, in welche ſie ſich ent- 
wickeln laſſen, und mit dieſen wird die vorhergehende Steigung, indem 
man durchaus u? vernathlaͤffigt, " -" « 
Tr als I 3,008 3,) ea + line ma cose) . 
Der größte Werth von 9,, welcher daraus gezogen werden kann, umd 


ben wir fuchen, ift von « nur ſehr wenig verſchieden; macht m man daher 
4,0 ſo kann wanna ne: 3: 


008, — cosa-+ dsina ein 9, = sina—dcosa 
ſehen und bag Product ud vernachlãſſtgen j es ergibt fich Dadurch 
N —XR = Yulsin —B 6) Fu 
alt) auch” | 

I, = : a—2ull—acole). 
als Größe ber negativen Austoeichung, am. Ende ber erften Schwingung. 
Diefer Ausdruck erfordert gerabe nicht, daß die Schwingungen ‚(eh ehr 
flein find; für folche kann man denſelben noch mehr vereinfachen, inben 
man a x eat a durch 1— te? rſetzt, wodurch 
I, = tn i 


tt 


folgt. Bezeichnet 'man un den bisherigen Werth um! a, 6’. bie 
Ausweihung am Anfang ber Bewegung ı ‚mike, den ebengefundenen 
Werth von $, oder bie Ausweichung am Ende der erften Schwingung 
mit c, biejenige am Ende der Welten Schwingung mit “2; u. ſ. f., 


W. ſnden man raqh ba. on. a —— 
4 z“ — two‘ .. u ag = 4 - luu 
= in’ ur etc. 


und ſchließt MER baß die Abnahme der Yusweidhung ber Schwin 
gungen mit ben aufeinanderfolgenden Schwingungen ſelbſt Heiner wird, 
daß dieſe alſo am Anfange ber Bewegung viel Men: Be „8 
gegen das Ende‘ berfetben. | 


4 . 
Fu oa Ps HR . , — 


$. 457, 


f yo BEE Er 5 
Um nun auch bie ESchwinguugslauer für die Bewegung in der 
Luft kennen zu lernen, zieht man aus der Gleichung (k’) wie gewoͤhn⸗ 


lich durch Venauſchung von .. mil un ) das Anderung: 


J Bee | . .1221 


— J 
12 at 4 Im, Fa u Be Fr 
— — — — —— — — — 


u | ulH-e) 
u | 2leos 9-Hu sin re u mature) 





Sntwidel man dann unter, der Voraueſehung ſehr Heiner Sähnuingunge- 
bpgen bie Größe unter dem Wurzelzeichen nach der Manlaurinſces 


Reihe nach PR Belinun ung #10 findet, man auerſt Br 
3.7 .. u 4 — 2 aß y”: r PIHEEELS vn 
t (9) == 89 Lueind— : e Gute); 


I“ WWW Do u(9- 
f (9) a eins + u cos —u e "(sd wein @), 
BEE EEE N Eee 7 —J le 
f (#) al eh as I in Kt —— 
zi 
(9) = sin’ — co I — We are (matnene), R 


und damit ergibt ſich, wenn e ET (008 & + —E @). ia geſetzt 
wird, *3 wertet t, \ 7 | 


A — — — — — — — —— 


t(0)=1—A ‚FO =ull-A), 


r()=—(i+nA) , PF(0)=— u(ll+uA), 
eic., eic. . 


Tür Fleine Werte von « und 9 genügt es dann, bie dritten Potenzen 
diefer Größen und die mit ber erfien Potenz von z multiplicirten Glie⸗ 
ber beizubehalten und demnach & — 4a? für sna, 1—te? für 


coa, 1—ueflre Zr zu teen, wodurch man 
A=i-jattina, 
und wenn biefer Werth in bie vorhergehenden von f(0), f(O), etc, 
und mit biefen in die Reihe: 
f($) = f(0) +IF (0) +4 (O)+ etc. 
eingeführt wich, . 
(9) = ter — ua +40 9 — —E 

erhält, und man ſieht auch unter dieſer Form, wie es im Vorhergehen⸗ 
den gefunden wurde, daß PCI) = (1+ zug Null wird, ent 


weder, wenn 9 — a, oder wenn I= — (a — tu?) genommen 
wird, tm letztern Falle natürlich nur mit Vernachläffigung ſehr Kleiner 
Glieder von ber Orbnung u?a*. 

Beachtet man nun weiter, daß man zur Erleichterung ber Inte⸗ 
gration in dem Ausdrude von f($) das letzte ſehr Peine Glieb 49 
ver 4ua®!I erfehen kann, ohne daß bie fr I=a, I—=0, 

= — (a — tue?) daraus hervorgehenden Werthe ſich ändern, 
* demnach auch der Ausdruck: 


f(9) = (0 — na? + }uc*3 — 9°) 


zwifchen biefen Werthen, alfo für die erfte Schwingung nicht merklich 
von dem wahren Werthe von EL 9) abweichen wird und macht dann zur 
Abkürzung 


a — ua? — a? oa: —=h, 
fo’ ergibt ſich tu , 4 


y: BE BE $—b 
—t == ze are 608 — 
Kae ee 9— gt Va! + bt 





da, wie leicht au fehen, arc cos a—b =arccos1=0 if. Man 
Ve + h? 


bat dadurch umgefchrt 


Ayay (et ) 7 
y=7zueH+t 2 zu0 cost 7 


23* N 


und zieht daraus den * 


——— — uæs Va 8. 


für bie Wiukelgeſchwindigkeit in Function ber Zeit. 


Diefer Ichtere Ausbru wird Null, wenn VE. bie Werthe 


O und rs erhält *), und man ſchließt daraus, daß bie Zeit T für die 
Daner einer Schwingung von ber Größe der Schwingungsbogen, dieſe 
indeſſen immer fehr Hein vorausgeſetzt, ſowie von bem Luftwiderfiande 


unabhängig iſt und immer benfelben Werth: 


*) Der Werth von ꝙ wird wohl auch Null, wenn ıV Eremeiesr, 


In, co... mr erhält; man überzeugt ſich aber leicht, daß der Werth von 
9, ans welchem derjenige von ꝙ abgeleitet iſt, nur für eine Schwingung 


gültig iR; denn er gibt fir I * — 27 wieder 8 , für 


F — 32 wieder 0 = — (a — ua), m, ſ. f, während er nad 


dem vorhergehenden 5. im erflen Falle 9 = a — ua’, im zweiten 
+ —=— («a — $ua’), n. ſ. f. geben ſollte. Derſelben Beſchraͤnkung iſt 
übrigens andy fer zuſammengefehtere Ausdruck: 


= gee+(e- see) ai Erdne may & 


unterworfen, welchen Poisson (tom. I, $. 189) auf anderem Wege ab» 
geleitet hat. Die obigen Ausdrücke für 9 und p find indefien doch infofern 
für alle Schwingungen gültig, als = alle die verſchiedenen anfänglichen 
Werthe a, &,, Gs, etc. von 9 vertreten kann, und was in biefer Be; 
ziehung für eine Schwingung gilt, demnach auch für alle andern richtig 
fein wirb. 


T=ayt 
8, 


behält, welcher fih von ber Schwingungsdauer im leeren Raume nur 
dadurch unterfcheidet, daß hier ftatt der Beichleunigung .g bes freien 
Falles im Iuftleeren Raume die durch den Luftdrud verminderte Be⸗— 


ſchleunigung g (1 — 9) in Rechnung konnnt, daß alfonach dem obigen 


Werthe die Schwingungsbauer verlängert närb, wenn g, Meiner wird 
oder wenn ber Luftdrud zunimmt. Yührt man für g, feinen 


Werth e (1-) ein, " kann man dem Werthe von T wegen 
ber Kieinheit bes Bruches — E ai bie dorm geben: 


_  ı/fıfh, tr 


unter welcher bie Größe ber durch ben Luftdruck bewirkten Verzögerung 
ber Schwingungsbauer beffer in die Augen fällt. 

Sol darnach die Schwingungdbauer ber kleinen Kugel biefelbe 
fein, wie bie eines materiellen Punktes an einem Faden von der Länge], 


fo muß ber Baben, welcher Die Kugel trägt, in bem Berhältutfie 1:1 -£ 
fürzer, alfo gleich (1 23) fein, und umgefehet:Hat mim . 
i= Is — — ] 9 +E .p 9 
12 | 
p 


für die Laͤnge des mathematiſchen Venbel⸗ , welches dieſelbe Schwin⸗ 
gungsdauer beſitzt, wie die kleine Kugel. 


| Zweites Kapitel. . | 
‚Bewegung eines feften Soheme um eine fefte Acıfe 
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Bei der drehenden Bewegung eines fehlen Syſtems ſetzen wir 
entweder einen Punkt beöfelben ober mehrere, welche im einer Gera⸗ 
Den liegen, als unbeweglich voraus, während alle @brigen ihre Lage in 
Bezug auf ein fefles Coordinatenſyſtem fortwährend ändern und ſich 
in unveränberlichen Entfernungen um biefe Gerade, welche Drehung s- 
ach ſe genannt wird, ober um jenen einzelnen. Punkt, ben Mittel 
punkt her. drehenden Bewegung, berumbeivegen, woraus. von 
felbft hervorgeht, daß ſie im erften Kalle nur Kreiſe beichreiben Fonnen, 
beren Ebenen zur Drebungsachie fentrecht find, daß fie dagegen im 
zweiten Balle im Allgemeinen doppeltgefrümmte Gurven bejchreiben wer⸗ 
den, deren gemeinfchaftliche bezeichnende Eigenſchaft bie unveranderliche 
Lange des Fahrſtrahles iſt. 

Beſchaͤftigen wir und zunaͤchſt mit ber Bewegung eines feſten &- 
ſtems um eine fefte Achfe, als der einfacheren von beiden.” 

Srgend ein Punkt der Geraden, welche als unbewegliche Drehungs- 
achfe gebucht wird, und welche ebenfowohl außerhalb, als innerhalb des 
Syſtems legen Tann, wenn nur das letztere auf eine unveränderliche 
Weiſe mit ihr verbunden ift, werde als Anfangspunft eines feſten Coor⸗ 
binatenfyftems angenommen, beflen eine Achfe, z. B. die der 2, mit-den 
Drehungsachſe ſelbſt zuſammenfallt, fo daß alle Punkte des Syſtrmo 
ſich In’ Kreiſen bewegen, deren Ebenen zur Ebene der xy, in welchet 
bie Achſe ber x eitie: beliebige Richting Haben kann, parallel find, 
Set 'datin m die Maſſe eines beſtinnnten materiellen Punktes im 
Syſtem und r felne -unveränberliche ſenkrechte Entfernung von ber 
Orehungsachſe; ferner ſelen wie gewöhnlich x, y, z feine drei Coorbdi⸗ 
naten am Ende der Zeit i, P die im Agemeinen veraͤnberliche In⸗ 


tenſitaͤt ber. an ihm thaͤtjgen Kraft, P cosPx : =X, 7 copy = —Y, 
— 

Pos Pa L. ihre drei förbernden Gomponenten 004 den ‚rei Coor⸗ 

dincdenachſen mb B.(x con Py —.;yona.Px) * vx iKy s 


® 


- 
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P (2 cosP x—x cooPs)—Xr-—Zx und P (YoosPs—1cosPy)= Zy—Yı 
ihre drehenden Wirkungen in Bezug auf den Anfangspunkt, und fe 
alles auf Ahnliche Weiſe für die übrigen Punkte bed Syſtems bezeichnet. 

Zuerft nehme man nun an, es fel nur ein einziger materieller 
Punkt vorhanden und an ber Drehungsachſe durch eine nicht dehnbare 
und unbiegfame Gerade befeftigtz e8 werden baun bie Gleichungen (76) 
in 6. 71 bes erften Buches feine Bewegung um bie Achſe ber z aus 
brüden, wenn man in biefelben die Bedingung einführt, daß feine 
Entfernung von biefer Achſe unveränderlich und feine anfängliche Ge⸗ 
ſchwindigkeit ſenkrecht zu derfelben gerichtet if. Die erſte jener Gleichun⸗ 
gen, welche nun zur Beitimmung ber Bewegung allein binzeicht, nimmt 
dadurch bie Form an: | 

F 

J mrẽ ie * Yx — xy 
ober, wenn man das Aenderungsgeſetz bed Winkels w, welchen ber 
unveränberliche Fahrſtrahl r mit der Ebene ber xr bildet, durch bie 
Wintelgefhmindbigteit ꝙ eriegt, die Ferm: 


A.) ns? = Yı—Xy. 
Man könnte auch bie fördernde Gefchwindigkeit v == rp und deren 
Aenderungsgeſetz = =r nd einführen, wodurch ſich bie Gleichung 


. dv 


ergäbe, welche aber bier weniger beachtenswerth ift, als bie vorher 
gehende, da.28, fich bei der Bewegung eines feſten Syſtems um eine 
fefte Achſe weniger um bie fürdernde Geſchwindigkeit der ein 
zelnen Buntte handelt, welche von einem zum andern eine andere wird, 
als um die Winkelgeſchwindigkeit derfelben, welche für alle Punkte 
des Syſtems biefelbe und demzufolge au die Winkelgeſchwindig 
keit ober Umdrehungsgeſchwindigkeit bed ganzen Syſtems if, 
unb weil: es immer leicht tft, mittels dieſer leztern und des Eutfernung 
eines beftimmien Punftes von ber Drehungſßachſe befien fördernde Ge⸗ 
ſchwindigkeit zu berechnen. u 

Drüdt man übrigens in den beiden vorhergehenden Gleichungen 


die drehende Kraft Yx— Xy nach 6.81 durch Pq sin Pi = Pp oder 
noch einfacher durch My aus, ſo ſieht. man, daß Ueibe in bey. Bann 


n 





ar 


ſeht yoohe Aehnlichken mit ber Offferential⸗ Gleichung der Aerabiiwt: 
gen Bewegung haben, daß hier aber eine drehende Kraft als 
wirkende auftritt, während es dort time fördernde war, und daß in 
unſerm jetzigen Falle bie Geſchwindigkeit ber Bewegung fit. biefeibe 
drehende Kraft, wenn man fi biefe von dem materiellen Punkte ges 
trennt und an dem’unbiegfanien Fahrſtrahl r angreifend denkt, aicht 
blos von der Maſſe des Bewegten abhaͤngt, ſondern auch von ſeiner 
Entfernung von der Drehungsachſe, fo daß durch dieſelbe drehende 
Kraft Mz zwei Punkte, für welche dad Product ner. denſelben Werth 
hat, bie gleiche fördernde Sefhwindigfeit- und zwei Bunte, 
für welche das Brobuct mr? denſelben Werth Hat, bie gleiche Wintel- 
geſchwindigkeit erhalten. unterſuchen wir dieſe Beziehungen noch 
etwas naͤher. 

Set C, Fig. 9, ber Durchſchnitt der Drehungsachſe mit einer 
durch ben materiellen Punkt M gelegten fenkrechten Ebene, CM ber 
unbiegfante Fahrſtrahl r und MP == P’ bie Sntenfität einer’ in jener 
*3 ſenkrecht zu CM am M angreifenden Kraft, welche dieſem Puntte 

in jeder Zeiteinheit die Bewegungsgröße mv ertheilen kann. Denken 
wir uns dann dieſen materiellen Punkt nebſt der an ihm thaͤtigen Kraft 
nach A tin die Einheit der Entfernung von C verfeht, fo wird die Be⸗ 
wegungegröße:mv biefelbe bleiben, die drehende Wirkung ber Kraft P 
dagegen, welche vorher Pr war, nun P ><1 oder rmal Tleiner werben, 
Sol daher diefe drehende Wirkung bieſelbe bleiben, alfo bie Krafl P 
noch in dem Punkte M des Fahrſtrahls CM- ober eine r mal größere 
Kraft rP in A anigreifen, fo muß man in A auch bie rfache Maſſe m 
ober die Mafferm anbringen, damit bie Geſchwindigkeit v benfelben 
Werth behält, Die Winkelgeſchwindigkeit — ‚Ber aber im 


Bunte M gleich — —_ mb iſt nun im Punkte A gleich — 7 = v, alſo 


noch r mal fo sroß , a8 dort damit alfo biefe in Adieſelbe iſt, wie 
in 36, fo muß bie fördernde Gefchiwindigkeit in A ſelbſt rmal kleiner 
and bemnach für dieſelbe Kraft die Maſſe noch einmal bie rfache wer⸗ 
ben, und man muß folglich in ber Einheit ber Entfernung 
die Maffe mr? anbringen, damet berfelben von ber. näme- 
lichen drehenden Kraft rP biefelbe Winkelgeſchwindigkeit 
ertheilt wird, wie ber-Maffe m in ber Entfernung r. 

Den. Produrte mr? hat man einen befonbern Namen gegeben, umb 
Done gemäß ber Borftellung, als wenn bie Mafle fich nur widerſtrebend 
ber Wirtung ber Kräfte füge, ben Namen: Trägheitsmomentz id 
werde basiehbe unſern Begrifſen beſſer entſprechen Maiſſemoment 


— — 


nennen, um dadurch ben Cinfluß zu bezeichnen, welchen bis 
Maſſe eines Punktes und feine Gutfernung von ber 
Drehungsachſe auf die von einer auf ihn wirkenden dre hen⸗ 
ben Kraft erzengte wahruchmbnre Wirkung, d. h. anf bie 
von. ihr demfelben mitgetheilte Winkelbeſchleunigung 
ausübt, und ich bemerfe zugleich dabei, daß des Maſſemoment 


mr? — pr z ber Form nach mit einer drehenden Kraft ober einem 


KraftsMoment homogen tft, daß alſo Leine befonbere Einheit Dafür 
feftgeftellt werben darf, fondern das Meterkilogramm auch .als 
Büren ſur die Maſſenmomente angenommen werben kann. 
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Nach dieſen Crlauterungen ſchließen wir and. ‚der Gleichung (A); 

daß bei. der brehenben Bewegung um eine fee Achſe das Maſſe⸗ 
moment eines Punktes, feine Winkelgeſchwindigkeit und bie 
brebende Wirkung der an ihm thätigen Kraft in Bezug auf hen 
Drehungsachſe ganz in berfelben Beziehung zu ‚einander fichen, wie 
die Maſſe des Bewegten, feine Geſchwindigkeit und bie bewes 
gende Kraftbri der gerablinigen ober bie tangentiale Gom- 
ponente der leßtern bei der in einer krummen Linie flattfindenden 
fortfhreitenden Bewegung, daß nämlih das Product aus 
ben Maffemoment. in bas Aenderungsgeſetz der Winkel⸗ 
geihmwindigkeit in Bezug. auf die Zeit bag Man ber 
drehenden Kraft in Function besfelben Veränderlichen 
it, und es Eünnen hier in Bezug auf bie Hufldfung ber Gleichung (A) 
ähnliche Fälle unterfchieben werden, wie e8 in $. 47 bes erſten Buches 
für die geradlinige Bewegung gefchehen ft. 
. * Bür Die gegenwärtige Betrachtung. tft es aber wichtiger, die Wir⸗ 
fung zu unterfuchen, welche bie bewegende Kraft P in Folge der feften 
Verbindung: ihres Angriffspunktes mit ber Drebungsachte auf dieſe 
letztere ausübt, oder was dasſelbe iſt, welche Widechande dieſe letztere 
gegen jene Wirkungen zu leiſten hat. 

Zu dieſem Zwecke gehe ich auf bie allgemeinen Gleichungen (68) 
der freien Bewegung eines materiellen Punkigs-zurüdl und füge darin, wie 
bei der gezwungenen Bewegung tw Dritten. Abſchnitte (Bte% Rap.) bes 
erſten Buches, der bewegenden. Kraft P, welche eine belichige Richtung 
haben kann, eine oder zur leichtern Unterſcheldung dev geſuchten Wiber⸗ 
ſtaͤnde „mehrere. ſolche Kraͤfte von unbefummier Intenftät: bei, daß die 
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Bewegung des-beireffenden Punktes nach Erforderniß befchränft wird. 
Dazu reichen zwei Kräfte N, und N, hin, von denen die eine parallel 
zur Ebene der Bewegung und fortwährend gegen bie fefte Adhfe ge= 
richtet und deren ‚zweite parallel zur Drehungsachſe thaͤtig if. Jene 
Gleichungen werben dadurch, und wenn «ws den Winkel bezeichnet, wel⸗ 
hen der verbindende Fahrſtrahl mit der Ebene der xz bildet, 


32 
na = Koma 
dey | 
min —Nsano ii. ..: .:.(8B. 


Die letzte berfelben gibt ſogleich 
N =Z2=P cosPz 
und. zeigt, baß ber Druck, ben bie Achſe parallel zu ihrer Richtung 


erleidet, bloß won ber dazu parallelen fördernden Eomponenien. P cas Pe; 
berührt, Exfetzt man dann in ben. beiden erſten x durch r.cosws 
. durch 7 gin or, wodurch wen, ‚weil r- anverondenich iſt, bie Aende⸗ 
rungeßeſete .. 


— do Bu x Zu x .dg 
Te 75 | PY >. m” g "a 
‚dy : do _ u .. d@y j 

FT et Tessa Aa Br 7 Sau art 


erhält, ‘fo findet man bamit als Werthe der Componenten N c08 w 
und N, sin w bie Ausdrüde: 


N c08 0 = ei + mag? 
‚N sino — one tr mygo? 


und ſchießt aus denſelben wie in g. I bed erften Buches, daß ber 
Druck, welcher parallel zu einer ber Goordinatenachfen auf bie Drehungs- 


achſe ausgeübt wird, nicht blos nach ben entſprechenden Componenten 


der beivegenden Kraft P und bes dynamiſchen Drudes mr? bemeffen 
werben kann, fonbern außer biefer letztern ans dem Unterſchiede zwiſchen 
ber Bomponenten ber bewegenden Kraft und derjenigen Kraft beftcht; 
welche bie Aenberung in ber Geſchwindigkelt des Bewegten parallel zu 
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ber entſprechenden Bombinntenachle bewirfen würbe, weyn ber malr- 
riefle Punkt gang frei wäre und ſich auf biefelbe Weiſe bewegte. 
Denn ftellt MVV=v= TO; Big. 100, bie Geſchwindigkeit des Be⸗ 
wegten M in dem Augenblicke vor, wo x und y feine Coordinaten ſind, 
und wirb bie drehende Bewegung ald eine pofitive, im Sinne eines 
Uhrzeigers vor fich gehende vorausgeſetzt, jo find die zu ben Achfen der 
x und y parallelen Gomponenten derſelben offenbar 


‚.__ Ey . 
'- 9Y ; ro QX 5, 


die Kraft, welche bie Aenberung ber Gejchwindigfeit v erzeugen würde, 
wäre * — wr ‚und demnach ihre Componenten nach ben bei- 
ben Adien ’ | } 
— mv-? p 
my und —men, 


Der Druck auf bie Achle nach einer beftimmten Richtung tft demnach 
um fo Tleiner, je mehr fich die Aenderung ber Geſchwindigkeit bes Bes 
wegten, in biefer Richtung genommen, ber nad) berfelben Richtung 
zerlegten Wirkung ber bewegenden Kraft nähert, und er if, abgefehen 
von dem dynamiſchen Drude, biefer Wirkung jelbit gleich, wo bie 
Geſchwindigkeitsaͤnderung nach ber Richtung des Drudes Null iſt, oder 
wo bie Richtung der Bewegung biejenige des Druckes ſchneidet. 

Der ganze Drud N, tft daher wieder ber Summe aus dem ftatt- 
fhen und dem dynamiſchen Drusfe gleich; denn multiplicirt man bie 
erfte der Gleichungen (B) mit cosw, bie deln mi sin 3 md 


ihre Summe und erſetzt die Aenderungsgeſetze m i : = und m{T r 3 durch 
ihre obigen Werthe, ſo folgt 
N = X co +Ysinw + mrg! . 


wie vorauszufehen war, da die beiden Glieder X cosw + Y sinw 
offenbar die zur Drehungsachfe und zur augenblidlichen Richtung ber 
Bervegung ſenkrechte Componente ber. Kraft P vorſtellen und bie zur 
Achſe fentrechte, mit der Michtung ber Bewegung zufunmenfallende 
Componente burch bie Aenderung ber Geſchwindigkeit des Bewegten in 
Anſpruch genommen iſt. 

Die Kräfte N, und N, üben aber auch drehende Wirkungen auf 
bie Achſe ber Bewegung aus und bilden demgemäß zwei Momente, 
deren Achſen mit ben Goordinalenadzſen der x und der y zuſammen⸗ 


415 


fallen; denn bas Moment, deſſen Achſe bie Achſe ber z oben vie 
Drehungsachfe felbft fein ſollte, iR offenbar Null, da die Kraft Ny,gu 
biefer Achſe parallel tft, und die Richtung der Kraft N, biefelbe fort 
während ſchneidet. In ber That findet man auch aus ben Gleichungen 
(B), wenn 'man bie erfle mit y, die zweite mit x multiplicht und 
jene von dieſer abzicht, die Gleichung: 


N, (x sinw —Ycosw) — = nr ® _Yx-+Xy : 


welche gerade bie Gleichung ber Bewegung ded materiellen Punktes 
um die feſte Drekungsachie if. Sene- Widerflände nun, welche biefe 
Achſe gegen eine Drehung um die Achſen der y und ber x zu leiften 
Bat, werben ebenfo erhalten, wenn man einmal bie erfie ber Gleichun- 
gen (B) mit z und die dritte mit — x multiplichrt und bie Summe 
der Producte nimmt, und dann die dritte mit y, bie zweite mit — z 
multiplicirt und bie Ergebniſſe addirt; man findet fo bie Ausprüde: 


. zes —N,x = Xı—ZxtmgtxztmyaS® 
u (0. 


dp 
dt 


Deren Bebeutung leicht zu erflären iſt. Die beiden erſten Glieber auf 
ber rechten Seite bilden das Moment ber bewegenden Kraft in Bezug 
auf die betreffende Achſe, das dritte das Moment des dynamiſchen 
Drudes und das letzte das Moment derjenigen Kraft, welche bie 
augenblickliche Gefchwindigfeitsänderung erzeugen würde, wenn ber Be⸗ 
wegte ganz frei wäre und fich auf gleiche Weiſe bewegte. 


Ny—Nı2sin u = Zy—Vetmgiyzomzı 


$. 160. 


Dehuen wir num bie vorhergehenden Betrachtungen auf alle —* 
bes Syſtems aus, und nehmen wir dasſelbe zuerſt wieder als ein nicht 
ſtetig zuſammenhaͤngendes, fo Tönnen wir uns für feine drehende Be⸗ 
wegung, beren Winkelgeſchwindigkeit allen Punkten gemeinichaftlich ift, 
jeden materiellen Punkt besfelben durch einen andern in der Einheit 
ber Entfernung von der Drehungsachfe erſetzt vorftellen, befien Maſſe 
bem Maffemoment mr? bes erſten gleich iR, und dann alle : biefe 
Ichtern in einen einzigen materiellen Punkt vereinigt denken, deſſen 








416 


Maſſe der Summe ihrer Maffen ober ber Summe ber. Daftenmotnenk 
aller gegebenen Punkte gleich kommen, alfo burch 
2. mrẽ 


ausgebdrückt werden muß, was einfach darauf hinauskommt, daß dieſe 
Maſſemomente in Bezug auf eine feſte Achſe ebenſo zu einem reful- 
tirenden Maffemoment fummirt werden Tonnen, wie Kräftemo- 
mente, deren Achjen parallel find. Vereinigen wir dann auch alle an 
bem Shftem thätigen brehenden Kräfte in Bezug auf bie Drekungsachfe 
zu einem einzigen Momente: 2.(Yx—Xy) = 2.M;, fo erfcheint 
das ganze Syſtem auf jeuen einzigen materiellen Punkt und dieſes 
reſultirende Moment zurüdgeführt, und bie Gleichnng (A) wird: alfo 
wieder feine Bewegung ausdrücken, aber die Form: 


113.) Z. un? = = 23. (Ye Xy) = z. N ’ 


annehmen, worin 9 immer die Mintel eſchwindigkeit bed Syſtems oder 
eined beliebigen Punktes bezeichnet, und S. mr? das Maffemoment 
des ganzen Syſtems genannt wird, 

Iſt dieſes dann ein ftetig zufammenhängendes, und bezeichnen wir 
fein Maffemoment in Bezug auf die Drebungsachfe mit M, fo ift nad 
bem Frühen leicht zu. Schließen, daß ber Zuwachs IR, .. welchen 
dieſes Maſſemoment noch durch Hinzufügung einer Eleinen Maſſe /m 
erhält, deren Rauminhalt Av und für welche bie Hleinfte und größte 
Entfernung eines Punttes "von dei Drehungsachie .r und.r + Ir iſt, 
zwiſchen 7? fm und (r # Ar)? Am liegt und demnach durch 
(? + ardr)Im ausgedrückt werben kann. Das Verhältniß dieſes 


Zuwachſes zu dem des Maus AV erhält darnach den Anfangswerth: 
Anf: Im = Ant: 5 — (rt + ardt) = — — q9re, 


worin q die geometriſche in der Entfernung r von der Achſe 
bezeichnet. Werden baher alle Größen als Functionen ber Goordinaten 
genanmen, fo erhaͤlt man das Blenderungdgeicht .- won 


daR d®m 
_ Mt _ _ I RBoeoro ! Lv? 
- dxdyde  dxdydz J a = g@ +7 ) ’ 


woraus zwiſchen ben entfpredjenben Grenzen des gegebenen Körpers 


1a) FV m -[üf& jean 
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als Ausdrud für das Raſſemoment besfelben folgt. Für Polarcoor⸗ 
dinaten bat man ($. 9) 
dꝰ m 
— — 
Br dwd} 


und damit ergibt fih, wenn die Drebungsachfe auch als Polar=Achfe 
genommen wird, in welchem Ik? y2 ⸗ r⸗ ⸗rẽ sin? wird, 


M ji je fr qrtsin®$. (115. 


Sind ferner in dieſem Falle eines ftetig zufammenhängenden Syſtems 
auch die Kräfte P oder Ihre Componenten von ben Maffetheilchen bes 
bewegten Körpers der Intenfitkt. und Richtung nach abhängig, fo kann 
man bie Componenten ber fördernden geometrifchen Wirkung für ben 
Punkt xyz, wie in 6. 146, mit 


=, y 2); Y=qıß@;, Y,2), Z=qgß(2, y; 2), 
oder zur Abkürzung mit qfi , qfa, qfg bezeichnen, unb hat damit wie 
bort für bie phyfiſch en fürdernden Geſammtwirkungen IX, SY, SZ 
auf einen in jenem Punkte begrenzten Körpertheil die Nenderungdgefeke: : 

d.2X _ de.2Y _ , d.22 Oo, 
Axdyda 1a. Axdyd 19 Add I 


ferner gehen aus den drehenden geometrifchen Wirkungen auf denfelben 
Punkt xyz für die reſultirenden Momente 2.Mx, 2.Mr, Z.Mz 
die Aenderungsgeſetze: 


dd. 2Mz _ ds. ZMy 
dxdydı 16-4); dxdydz 

- d3.3Mx 
rd, > 1.) 


hervor, durch welche fich biefe letztern Geſammtwirkungen ebenſo, wie 
bie erftern zwifchen ben entfprechenden Grenzen des Syitems als drei⸗ 
fache heftimmte Integrale ergeben. Im Allgemeinen wollen wir biefelben 
jeboch für beide Fälle, für Syſteme mit und ohne ftefigen Zufammen- 
bang nach ber bisherigen Weiſe bezeichnen, fo daß mit Beachtung des 
Vorhergehenden die Gleichung (113), in welcher man 3. mr? auch durch 
BR exriegen Tann, für jedes feite Syſtem das Aenderungsgefeb ber 
Winkelgeſchwindigkeit ober bad Aenderungsgeich ber brehenden Bewe⸗ 
gung um die Achie ber z ausdruckt. 
Decher, Haudbuch der Mechanik IL 27 


= unN?sn‘y, 
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Ra biefem tft e8 nun nicht ſchwer, den Druck zu ermitteln, wel⸗ 
chen das ganze Syſtem bei ſeiner Bewegung auf die Drehungsachſe 
ausübt, ſei es ein ſtetig paſanngendee oder ein aus einzelnen 
getvennten Punkten befichendes Syſtem 
. ‚Die fprdernde Wirkung —** zur Ahhſe ber x, ' welche bie 
Drebungsachfe in ber Nichtuug ihrer Laͤnge zu verſchleben ſtrebt, iſt 
einfach 

22* F. P aas Pr 2; 
Dagegen wird ber fördernde Druck, welcher fenkrecht zur Drehungsachſe 
gerictet iſt und dieſe parallel mit pr felbft fortbewegen will, durch 
ZS(Xeceo4Ysnw) + Z.mrg? 


vorgeſtellt, und feine beiden Componenten nach den Achſen der x mb 
der y find 


(X +nr5P) + 3.mıg?, 
z(Y- nx47) + Z.myg* , 


oder mit der Benchtung, daß die Winkelgeſchwindigkeit p für alle 
Punkte des Syſtems gemeinfhaftlich, mithin von dem Summenzeichen 
unabhängig ift, in anderer m 


zx +32 22 my+tgt2. mx, 
men. 2Y- 22. mı+p?2. my. 
Ebenſo erhält man ‚für . bie drehenden Wirkmgen in Bezug auf bie 
Achfen ber x und ber y die Ausbrücke: 


My +gEZ. nu+ nz myz N 


SM +g!2. nyı—4?2. MXL, 


worin die Glieder Z.mxz und 3. myz für ein ftetig zuſammenhän⸗ 
gendes Syſtem, wie Die Glieber >.mx, S. my, ‚welche fchon bei 
der Beſtimmung bed Schwerpunktes vorgekemmen find, in dreifach 
Integrale übergehen und demnach bie. boemn anne hanen: 


em 


BR. 
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Wenn die Drehungsachſe oder die Achſe der z durch den Schwer⸗ 
punft des Syſtems oder durch den Mittelpunkt feiner Drafle geht, fo 
hat mm 

2 mxce 0 2. 7y —20; 
die Componenten des ſenkrecht auf fie ausgeäbten Drulfe fommen dann 
af EX, SV, alſo auf die des ſtatiſchen Druckes der fördernden 
Refultirenden 


| VoRXFeETmTraB 
zurück, und. der ganze fördernde Druck auf die Achſe wird dieſer Re⸗ 
ſultirenden ſelbſt gleich ſein. 
Hat ferner die Drehungsachſe im Syſtem eine ſolche Lage, daß auch 
23.mı=0, Z,np=0 


wird, fo kommen die dechender Wirkungen, zuellhe auf bie ebuese⸗ 
achſe ausgeübt werden, ebenſe auf bie Momente: >. 
Z.M = MXo—2r)., 2.0 — Släy— Ve) 
zurück. Fuͤr eine auf ſolche Weiſe gelegene Achſe wird demnach ſowohl 
ber fördernde als der drehende Druck Null, wenn blos das Moment 
Z&.M; an dem Syſteme thaͤtig iſt; Die Achſe hat alſo tn dieſem Fdalle 
gar keinen Druck zu erleiden und braucht während ber Bewegung nicht 
feſtgehalten zu Werben. 


8. 162. 


Wenn die Drehungsachſe keinen Druck leitet, a 5 auch Feinen 
Widerſtand zu leiften Hat, fo: wird fich das Syſtem, auch wenn es 
ganz frei gegeben wird, "fortwährend um biefe Achſe geradeſo bewegen, 
als wenn diefelbe feft wire „d. h. diefe Achſe wird weder eine fort- 
ſchreitende Bewegung annehmen, noch ihre Richtung oder überhaupt 
ihre Lage ändern, auch wenn fie Durch Nichts feftgehalten wird. Da⸗— 
mit dieſes eintrete, müfjen fich die Werthe, welche wir vorher für bie 
fördernden und drehenden drückenden Wirkungen auf die Drehungsachfe 
gefunden. haben, Tür die ganze Dauer der Bewegung auf Null reduziren, 
und dieſes iſt offenbar nur möglich, wenn jebed einzelne von den Gliedern, 
aus welchen jene Werthe beſtehen, für ſich Null iſt und bleibt. Die 
arſte Bedingung ffir bie Unbeweglichkeit ber Drehungsachſe wird dem⸗ 
nach die ſein, daß ſich alle. Sukfte, melde an dem ſind, 


BE 


auf ein Moment Mz, beffen Achfe mit der Drehungsachſe zufammen 
fallt, zurädfähren Iaffen, fo daß man hat 


sX=0, SY=0, 22=0, 2. IxXSO, I.My—0. 


Iſt diefe Bedingung erfüllt, fo wird es noch auf bie Lage der Achſe 
im Syſtem ober richtiger auf die Vertheilung ber Mafle des Syſtems 
in Bezug auf die Drehungsachle ankommen, und die obengefundenen 
Ausdrüde zeigen, daß die einzigen nothtwendigen und genügenben Be- 
bingungen in biejer Hinficht durch bie fchon oben angenommenen 
Gleichungen: 

Z.0x=(0, 2.ny= 0 
für das Unterbleiben ber fortfchreitenden Bewegung und 
| 3.mız=0 , 2.mz=0 


für die Nnveränderlichkeit der Richtung ber Drebungsachfe aus 
gebrüdt werben. 

Die Bedeutung ber beiden erſten diefer Gleichungen iſt ſchon auf . 
gefprocden worden; fie drüden aus, daß die Achfe der z, bie 
Drehungsachſe, durch den Mittelpuntt der Maſſe des 
Syſtems geht, Die Bedeutung ber beiden andern Gleichungen läßt 
ſich nicht einfach, ausſprechen. Man kann ſich aber bie Producte mx, 
m'x', eic. ald Maaße von Kräften benfen, welche alle zur Achfe der x 
parallel find; ebenfo die Producte my, m'y, etc. als Kräfte, welche zur 
Achfe der y parallel gerichtet find; e8 werden dann Z.mx und I.my 
die allgemeinen Refultivenden diefer Kräfte fein, und man hat nach ber 
Lehre von der Geſammtwirkung paralleler Kräfte für die Entfernungen 
zı und zg ber Richtungen diefer Reſultirenden von ber Ebene ber xy 
bie Gleichungen: 





2: mı2 z _ 2.myz 
1m ’ PTyn 


Die vorhergehenden Gleichungen: 

- 2.maxı=0, Say —0 
drücden demnach aus, daß dieſe Richtungen in der Ebene ber xy felbft 
liegen, oder daß die Maſſe des Syſtems zu beiden Seiten dieſer Ebene ſo ver⸗ 
theilt iſt, daß ſich die Kräfte: mræm/ x ye, mr=m'Yx?+y?2, ee 
um jede in dieſer Ebene liegende Achſe und folglich um den Anfange 
punkt jelbft im Gleichgewichte halten, Ä 
-  Benn demnach biefe beiden lebten Bebingungsgleidungen für eine 
als Achſe der 2 angenommene Drehungéachſe befriedigt werben, fa 
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genũgt «8, bden Anſangẽepnult ſelbſt feſtzuhalten, um jede Bewegung 
dieſer Achſe zu verhindern; eine ſolche Achſe wird deßhalb Haupt⸗ 
Drehnag sachſe oder kürzer Hauptachſe bes Syſtems für bie 
fen Punkt genannt. Sf dann dieſer Punkt zugleich Mutelpunkt der 
Mofle des Syſtems, ober. mit andern. Worten, ifi bie Drebungs- 
achſe eine Hauptachfe für ben Maffjemittelpunft oder 
Schwerpunkt, in weldene: Falle andh bie beiben erſten Vedichunge 
eihungen: 

’ :.mı=(0 , F!m= 0 .: Ä 
befriedigt werben, fo bedarf ed, wie erwähnt, auch keines dindemiſſe 
mehr gegen bie fortfchreitende Bewegung der Drehungsachſe, und mar 
nennt deßhalb eine folche Hauptachſe im Schwerpuntte eine natürliche 
Drebungsacfe bes Syſtems. 

Aus dem Vorhergehenden wird man leicht fchließen, daß wenn für 
irgend einen Punkt eines feften Syftents in Bezug auf ein durch ben- 
ſelben gelegtes vechtwinfliges Coordinatenſyſtem zu gleicher Zeit die drei 
Gleichungen: 


Z.nıy=0 , 2.oxss=0, 2.nyz=0 (116. 


befichen,, jebe der drei Coordinatenachſen eine Hauptachſe für diefen 
Punkt fein wird, ſowie die drei Gleichungen : 


2.m=0, 3.ny=0 , Z.n=0 (11%. 
ausbrüden ‚ da jede dieſer Achſen durch ben Mittelpunkt ber Maſſe des 


Syſtems geht, daß alfo ber betreffende Punkt ſelbſt diefer Mittelpunkt 


iſtz bie ſechs vorhergehenden. Sleichungen zuſammen fprechen demnach 
Die nothwendigen und gemügenden Bedingungen dafür aus, daß brei 
durch den Schwerpunft gelegte rechtwinklige Coordinatenachſen natür- 
lie Drehungsachſen des Syſtems find. 

Die Hauptachfen ftehen in einer fehr innigen Beziehung zu ben 
Maffemomenten des Syitemd und beiten im diefer Hinficht fehr be 
achtenswerthe Bigenfchaften, welche, ehe wir bie drehende Bewegung 
weiter verfolgen, erörtert werben müflen. 


S. 163. 


Unterfuchen wir zuerſt, ob e8 in jedem Punkte eines feften Sy- 
ſtems Hauptachfen gibt, und wie viele. 
Dazu nehmen wir irgend einen beliebigen Punkt des Syſtems als 


Durchſchnittgpunlt dreier unter fich rechtwinlligen, fonft aber. willkürlich 


. 
— — — — — — 


gerichteten Coordinatenachſen ai und beiten‘ ob Mafſtmonnenn M 
des Syſtems in Bezug auf eine burch ſenen Punkt gehrnde, gegen die 
drei Achſen beliebig geneigte Gerade, welche als Drehungsachfe gedachi 
und deren Richtung durch bie drei Winkel =, A, zwiſchen ihr und 
jenen Achſen beſtimmt werde, durch bie- Grordiaaten der einzelnen ma⸗ 
teriellen Punkte des Spftems aus“ 

Die Entfernung r eines ſolchen Buntes, befien Maffe und Coor⸗ 
dinaten m, x, y und z ſeien, von biefer Orehungeachſe mM wind 
nad 6. 20 ber Einl. 


r= Vı!+yY?+2— (x sat y —55 | 


und man zieht daraus in anderer Form | 
PB (y2 +32) 000° a + (22422) cost 0.4 (a2 4 y2)costy 

— 2ıy cosa cosß — 2xz cosa cosy—2yzcosß cosy . 
Das Maffemoment dteſes Punktes in dam auf dieſelbe Drehumgeachſe 
iſt demnach 
mrꝰ m(y 4 2°) cos? & -- m (a + z?) cos? ⸗ + m (x? + y?) cos? y 
Z —Zmzy c08 0 cos 8 — Imxz cos a coey—Amyi cos ß cosy, 
und man wird leicht einfehen, daß bie drei, Factoren: 

m(y°+2°) , m(x?-+ 2?) : m(2?-+y?) 


bie Maffemomente des betreffeuben Punktes in Bejug auf die brei 
Goordinatenachfen, dieſe ald Drehungsachſen gedacht, vorftellen. 

Der Ausdrud für. das -Maflemoment MR = I. mr? des ganzen 
Syſtems in Bezug auf bie allgemeine. Dyehungsachſe wird nach dieſen 


M=I.m(y-+z ?)cos?a-+3.m(x?+-28)cos?d-+-Z ‚m(x?4-y2)cos!y 
—23.mxycosacosß—23.mx2c0sac0sy—23.myzcosßcosy , 


und wenn man bann beachtet, daß bie Winkel «, A, y für alle Punkte 
des Syſtems unverändert bleiben, daß alfo die Functionen cose, 
cos d, cosy Bartoren aller Glieder berfelben Summe find, ferner daß 
bie Ausdrücke: ; 


. (242) ——— — Zmatp) 


118), 


— — — 


die Maſſemomente des ganzen Eoftens in Bepig anf: le: drei: Eos 
dinaten⸗ Achſen vorſtellen, fo kann man bieje durch die Bezeichnung : . 


u P B & 
abfürgen amd ebenſo zur Abkürzung J 
7T. mxy — J, ?>.sı = @® , = 
fegen, und man erhält fo einfacher | 
ER — Host + WB c0e? 8 4 oesty 
—2Fcosacod — 2 eosacj 2 WB coBesey ‘ au 


als Ansdruck für dad Maffemoment des ganzen Syſtems in Bezug auf 
die allgemein angenommene Drehungsachſe. 

Dieſer Werth ändert ſich nun für dasſelbe Coordinatenſyſtem nur 
mit den Winkeln &, 8, y und dieſe Aenderung wird eine ſtetige wer⸗ 
ben, wenn man der Drehungsachſe eine fletige Bewegung Innerhalb bes 
Syſtems um den Anfangspunkt gibt, wodurch diefelbe nach und nach 
alle mögliche Lagen einnimmt und bie Winkel &, A, y alle mögliche, 
mit ber Bedingung: cos? + cos? 4 cos?y — 1 vereinbave Werther 
annehmen. Das Maffemoment ME wird auf.biefe Welfe, wie die ge⸗ 
nannten Winkel, eine veränderliche Größe, und wir fünnen uns Die 
Beziehung zwiſchen ihr und jenen Winkeln oder zwiſchen ihr und ber 
Bage ber Drehungsachſe anf folgende Art anfihaulich machen. i 

Man febe AL ar. 
vr. | 
und denke ſich dieſe ſtetig veraͤnderliche, von den Winkeln «, V 
abhängige Groͤße x als Fahrſtrahl auf die Drehungsachſe vom — 
punkte aus aufgetragen, jo daß dadurch ein Punkt beſtimmt wird, deſſen 
Goordinaten: r, a, AB, y And; bie ‚vorhergehende Gleichung nimm 
baburıh die Form an: 

1 = Ur: casa + Br? cos!# + Er? costy 

— 2 r? cosa cos — 2 Gr? cosa cosy— 2 r? cos ß cas y 
und wird bie Gleichung einer Fläche, die jene Beziehung zwiſchen ber 
Lage der Drehungsachſe und dem Maffemoment bed Syſtemns bucd) 
diejenige der Lage ihres Fahrſtrahls zu feiner Länge anſchaulich dar⸗ 
ſtellt. Zührt man dann bie rechtwinkligen Goordinaten: 

s=rose ,„ n=taß ;„ 5=!cosy 


1, 
M=7 j er = 


U U, 
2 


ein, fo zeigt bie neue Form: 
120.) IM BEHER 2 28: 2, 
daß dies die Gleichung eines Ellipſoids iſt, das feinen Mittelpunft im 
Anfang der Coordinaten Hat, beffen Achfen aber mit den Achfen der 
Coordinaten nicht zufammenfallen, was man einestgelld aus ber. Ab- 
weſenheit der Glieder mit den einfachen Poteuzen von &, 7, T md 
anderntheild aus ber Anweſenheit der drei Glieder mif den Producten 
En, EL, nt ber BVeränderlichen fchließt, Der erſtere Schluß kaun 
fibrigens auch daraus gezogen werben, daß Die Lage der Drehungsachſe 
biefelbe tft, ob man fie durch die Winkel @, 8, y ober durch bie 
Winkel — &, n— PB, nm — y beftimmt, daß alſo auch das Maſſe⸗ 
moment in beiden Fällen dasjelbe fein muß; es wird Demnach dieſelbe 
Länge r jedesmal nach zwei entgegengefeßten Richtungen vom Anfangs- 
punkte aus aufgetragen, oder dieſer letztere halbirt alle Geraden, bie 
innerhalb unferer Fläche durch benfelben gezogen werden, und iſt folglich 
Mittelpunft dieſer Flaͤche. 

Dan kann nun Immer die Coordinatenachſen fo drehen, daß fle 
mit ben Achſen des Ellipſoids zuſammenfallen und die Gleichung dieſer 
Fläche die Form m 


14) AE+BN+EL, 
daß alſo bie che mit ben. Produeten Der: Veranderlichen Null wer⸗ 
den, d. h. daß man hat 


J32. n15780 G2. n1?0 S=3.mnt=0, 


und diefe Gleichungen zeigen, daß in biefem Falle bie neuen Coordinaten⸗ 
Achſen, alfo die Achſen bes Ellipſoids, Hauptachfen des Syſtems 
für den Mittelpunkt des EHipfoids oder für den als Anfang der Coor⸗ 
dinaten angenommenen Punkt des Syſtems find, 

Es gibt demnach in jedem Punkte eines feſten Syſtems 
drei unter ſich rechtwinklige Hauptachſen und folglich auch 
in jedem feſten Syſtem drei natürliche Drehungsachſen, 
deren Richtungen je zwei einen rechten Winkel unter ſich 
einſchließen. 

Die geometriſchen Halbachſen unſeres Ellipſoids ergeben ſich durch 
bie Vergleichung der zuletzt erhaltenen Gleichung dreſclben mit der all 
gemeinen Mitelpuntitgierhung. 


22 —* 
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und zwar findet man 
—E — he ) ou —t_ ; 
‚va . 17 y®& 


may; 1. Kfiet daraus, daß dee kleinſten Achſe, welche zugleich der kleinſte 
Fahrſtrahl des Ellipſoids iſt, das größte, der groͤßten Achſe, welche 
gugleih-her laͤngſte Jahrſtrahl iſt, das kleinſte Maffemoment ent- 
vricht. Die Hauptachſen zeichnen ſich demnach auch dadurch aus, daß 
ſich unter. deu drei Maſſemomenten des Syſtems in Bezug auf dieſe 
Achſen das größte und kleinſte unter allen Maſſemomenten befindet, 
welche: das Syyſtem in Bezug auf eine ‚durch ihren Durchſchnittspunkt 
gehende Achſe erhalten kann. 
Die vorhergebenbe Betrachtung bietet Dann auch das Mittel ‚ 

bie Hauptachſen für einen gegebenen Punkt eines Körpers zu beftiminen, 
Man wählt dazu drei willfürliche Coordinatenachſen und berechnet für 
Hiefe die Maflenmomente ME, B, © und die mt F, ©, H be- 
zeichneten Größen, ftellt damit bie Gleichung des vorher betrachteten 
gllipſoids, welches wir Ellipfoid der Mafjemomente nennen 
wollen, auf und dreht nun bie Coordinatenachſen fo, daß bie Coef⸗ 
Saienten F'. ©,’ der Producte &’ 7’, & der neuen Coor⸗ 
binaten Null werben, Dazu werden wieher die allgemeinen Beziehungen 
in. 6. 22 der Sinlettung zwifchen den Eoordinaten eines Punktes in 


Begug -auf zwei verſchiebene Coordinatenſhſteme dienen, und die Winkel 


0: %, 9, welche ſich aus ben Bebingungsgleihungen: 

| H=0, d=0, = 
ergeben, werben die Lage der gejuchten Hauptachſen in Bezug auf bie 
zuerft angenommenen Goordinatenachfen beſtimmen. in einfaches Bel- 
ſpiel für dieſe Beſtimmung wird man in $. 168 finden. 


g. 164. - 


‚ Nehmen wir nun biefe Hauptachfen eines baichigen Pruulies im 
Syſtem als Achſen eines Coordingtenſyſtems an, fo erhält der Ausdruck 
für Has Maſſemoment des Syſtems in Bezug auf eine durch benfelben 
Bunkt gehende Drehungsachſe, welche die Winkel &, A, y mit jenen 
Achſen bildet ‚die Form: 


. M.æEAA α— V FH ont 0.12% 











worin immer noch A, B, & die Maffemomente in Berk. auf bie Brei 
Coordinatenachſen, aljo jebt in Bezug auf bie drei Hauptachſen vor⸗ 
ftellen. Es genügt demnach, biefe Maſſemomente bed gegebenen Sy 
ſtems in Bezug auf feine drei Hauptachien in einen beſtimmten Bunte 
herzuftellen, um das Maffemoment desfelben in Bezug auf jebe anbere 
Drehungbachſe, die durch denſelben Punkt geht, einfach berechnen zu 
formen. 

- Aber auch dieſe Hauptachſen haben im Allgemeinen eine ſolche 
Lage im Syſtem, daß es fir bie Rechnung ſchwierig und umſtändlich 
wird, bie Maffemomente in Bezug auf fie unmittelbar allgemein aus 
zubrüden, abgefehen davon, daß es tm Allgemeinen fehr ſchwer iſt, bie 
Lage diefer Hauptachfen von vornherein und ohne Hülfe ber Maſſe⸗ 
momente zu beftimmen. Glücklicherweiſe tft dies auch nicht nothwendig; 
benn es reicht hin, die Maſſemomente eines Syſtems in Bezug auf 
feine natürliche Drehungsachſen berechnen zu Finnen, um damit einfach 
dns Maffemoment beöfelben in Bezug anf jede andere Drehungsachſe 
zu erhalten, deren Rage gegen jene drei Hauptachſen im Mittelpunkte 
der Maſſe vollſtaͤndig beftimmt iſt. 

Un dies nachzuweiſen, lege ich durch dieſen Mittelpunkt der Maſſe 
des gegebenen Syſtems ein beliebig gerichtetes rechtwinkliges Goordi⸗ 
natenſyftem und bezeichne wieder die Winkel, welche irgend eine tumer- 
Halb oder außerhalb des Syſtems liegende, mit dieſem aber feſt ver 
bundene Gerade, bie Drehungsachfe, mit ben drei Achten jenes Syſtems 
bildet, mit a, 9, y, die Goorbinnten eines beftiunnten Punktes der⸗ 
felben mit x,, y,, z,. in dem Syftem angehörender materieller - Puult, 
beffen Goordinsten x, y, z find, tft von dieſer Drehungsachfe um eine 
Länge r entfernt, für welche man nach $. 20 der Einl. ben Ausdruck hat: 


r= (xx, 4{y—y)+G-—1) 
— [ix—x)oos®e + (y—Y)Joosß + (2—3)cosy]’ ; 


womit ber Werth für fein Maffemoment in Bezug auf die Drehungs⸗ 
Achfe nach einigen Umwandlungen die Form annimmt: 


nur m(x—x)!snda +-m{y— y)siat 8 + m(2—z,)? sin?y 
— im(x— x) (y—Y,)cosacosß — Im (x—x,) (2—2,) c0s8 @ cosy. 
—2m(y—y,)(22,)e0sß ossy. 


Das Maffemoment WE des ganzen Syſtems in Bezug auf dieſelbe 
Gerade wird demnach, wenn man entwickelt und beachtet, daß bie 


ed 


Guinea x, ;: Y,; .2,, füwie, die ie 9, y Mr alle Glie⸗ 
der derfelben Sunnne geweinichafttich. find, bie urn annehmen: 


M = Zım(z?siu®a + y? sin? ß 4; 2? sin?y —2xycosa cosß 


bare... land 2m aRZ 0080 COBY — RYB cos casy) 
+ M (x. Aeinta ty! ain? + 2? sin?y— 2x,y,cosa cos ß 
3* 07 2R,2,0080 coe y - 2y, 2, cos ß cos y) 


Ice, nt a=-Yicosu cos — 1,008 acoey) X. mx 
— 2 ly.an? B—x, cos a. c08 ß— 12,008 ßcosy)Z.my 
— 202 x, .008 8 cos y — y,cosß cosy)2. mz. 


Die Heiden erften Zeilen dieſes Ausbrudes find aber, wie leicht zu 
ſehen iſt, wenn man für sm? a, etc. bie Werthet—cos? o==cos? ß-+c0s?y 
wieder einführt, volllommen gleichbedeutend mit bem Werthe (118) 
von WE, Me ſtellen alfo das Maſſemoment des ganzen Syſtems in 
Bezug anf eine durch den Anfangspunkt ber Goorbinaten, num zugleich 
Maſſemittelpunkt des Syſtems, gehende Achſe vor, welche die Winkel 
&, 8, y mit ben Coordinatenachſen bildet, alſo zu ber durch ben Punkt 
x,y,2, gehenden Drehungsachſe papallel if. Ferner findet man durch 
Bergleichung ber beiden folgenden Zeilen mit dem Werthe von r? im 
vorhergehenden:$., daß: der Fackor von :ber Maſſe M bed ganzen Sy⸗ 
ſtems das Quadrat ber jenfrechten Entfernung 1 des Anfangspunftes von 
der obengenanhıten Drehungsachfe ober auch den Abſtand biefer letztern 
von der zu "ihr parallelen‘, durch den Anfangspunkt gehenden Geraden 
ausdruckt. Endlich gibt bie Vorausſetzung, daß ber Anfangspunkt ber 
Eihwerpunft des Sufteis if, Die Gleichungen amı 

“ u > mi =0.. 2.my=0, _2. mı = 0, . 
wobarch bie och mecren Glieder bes Werthes von M verſchwinden. 
Dieſer Werth kommt demnach auf den Ausdruck: 


M cat + WB cost + &cosıy — 2% casa cos ß 
| 2 @cosa cosy —28 cos 9 08 
MR 5 
* und jegt, daß das Mafſemoment eines feften Syſtems 
in Bezug amf eine beliebige Drehungsachſe dem Maifes 


momentodesſelben in Bezug auf eine parallele durch ben 
Schwerpunki gehende Achſe und ben Maſſemomente des 





—— — 0) 


bie ganze Maſſe des Syoſtems in ſich vere inigenden Mit 
telpunktes ber Maſſe in Bezug auf bie gegebene Achſe zu⸗ 
ſammen gleich iſt. 

Werden die Hauptachſen im Maſſemittelpunkt als Coordinaten⸗ 
Achſen genommen, ſo hat mn $=0, ® =0, 8 =0 mb 
demnach einfacher 


123) M = Mesa +W cos! -+& cos!y er 


worin nun U, B, & die Maflemenente des Syſteis in, Bezug auf 
dieſe Hauptachſen vorftellen, deren Rage meiſtens leicht zu erkennen iſt, 
ſowie denn auch bie Beſtimmung der ebengenannten Maſſemomente 
U, B, © für regelmäßige geometrifhe Körper von conſtanter Dichte 
keine Schwierigkeit Darbietet. 

. Aus dem vorhergehenden Sabe folgt dann noch, daß das Maſſe⸗ 
moment in Bezug auf eine beliebige Achſe immer. größer ift, als das 
in Bezug auf bie parallele durch den Maffemittelpuntt gezogene Ge⸗ 
vabe, und daß demnach das kleinſte Maffemoment in Bezug 
auf dieſen legtern Punkt überhaupt das Eleinfte für das 
gegebene Spyitem tft. 


| $. 165. 
Gekhen wir nun wieber zu ber allgemeinen Gleichung: 
MU cost u + WB cos? 8 + G cos” y 


zurä, in weicher A, B, & die Maffemomente eines feſten Suftems 
in: Bezug auf drei Haupsachfen Für einen beliebigen, als Anfang ber 
Goordinaten genommenen Punkt. desfelben parfiellen und DR bein 
Maflemoment für eine durch benjelben Punkt gelegte Drehungsachſe, 
deren Lage in Bezug auf jene Achfen durch die Winkel a; A, y 
beftimmt ift, bezeichnet. Wird in biefem Ausbrucke WB — A, fo 
bat man Ä .. 
M—=HU(cos:a + cos? ) - Scotty WU sin?ꝰ S cosꝰ y; 

das Maſſemoment SR wird demnach unabhängig von ben Winkeln « 
und 4 und behält denfelben Werth für alle Drebungsachien, welche 
benfelben Winkel y mit ber Achfe des Maffemomentes & bilden. Man 
fchließt daraus, daß. wenn bie Maffemumente für zwei Haupt⸗ 
ach ſen einander gleich find, bie Maffemomente für alle 
Drehungs achſen, welde denſelben Winkel mit ber. dritten 
Hauptachfe bilben, gleihe Wertbe haben. Man, wich: fü 


EEE 


curch leicht räßergengen; daß im. dirſem Falle bad durch die. @leichenig 
(120) dargeſtellte Gllipſoid der Maffenmomente in cin Um- 
brebungsellipfoib übergeht, und daraus wird man weiter fchließen, daß 
alle. zur geometriſchen Achſe dieſes Körpers‘ fenkrechte Geraden Haupt: 
ach ſen fein müflen. Dasfelbe folgt üͤbrigens auch aus bem Werihe 
von M denn da Die Achſe der 2 eine Hauptachſe ift, fo hat man - 

zZ.mı=G=-0 , 2.m=$=-0, 
ber allgemeine Werth. von WR wird denmach für unfern Fall, wo bie 
Mafiemomente in Bezug auf alle Achfen, die zur Achfe ber z ſenkrecht 
find, gleiche Werthe haben, | 

M — Mein’y-+ Eenty—2Gcmucus. 

Für y=}n muß man aber immer haben - 


M= U, 
| $=:onıy=0, 
und dieſe Bedingung zeigt in Verbindung mit den vorhergehenden: 
®=-0, 8=0, 
daß irgend zwei zur Achſe der z ſenkrechte Coordinatenachſen auch 


alſo 


ch 

— findet offenbar bei jedem homogenen Körper, welcher 
von einer Umdrehungsflaͤche begrenzt wird, für alle Punkte der geome- 
trifchen Achfe:ober der Geraden Ant, um welche ſich Die erzeugende 
Gurve drehen muß und weldhe für alle ihre Punkte die dritte Haupt- 
achfe vorſtellt, während man leicht fieht, daß irgend zwei zu ihr und 
unter fih ſenkrechte Geraden als bie beiden andern Hauptachien genom- 
men werben könne, . für welche bie Maſſemomente gleich find. Er 
fürbet ebenfo. ftatt für ein homogenes Prisma, deſſen Querfchnitt ein 
regelmäßiges Vieleck tft, für alle Punkte der geometriichen Achſe, u. 1. f. 
Wird ferner in der obigen Gleichung = B—E&, fo hat man 

MM = Hlcos®a« + cos ß-+cos:y) = U 1 

und folgert daraus, bap wenn die Maffemomente in Bezug auf 
dreidauptachfen in einem Punkte biefelben Werthe haben, 
das Maffemoment in Bezug auf jede andere Geräde, welche 
durch benfelben Buntt geht, auch den gleichen Werth hat. 
Dies iſt 3. B. nicht nur bei ber Kugel und dem Würfel für ben 
Mittelpunkt der geometrifchen Begremzung und ber Maſſe ber. Fall, 
fonberm kaum auch bei ben ‚vochergenaunten Umbrehungsfäspern und 





ed 


Prienen vorkommen und zwar für Bantte der geemeiriſchen Achſe, wo 
bad Maflemoment in Bezug auf eine zu. biefer Achſe ſeukrechte Gerade 
burch eine entipvechenbe Entfernung vom Maffenittelpunfte dem Waffe: 
mornente für bie geomettiiche Achte gleich geworben tft, was natürlich 
vorausſetzt, daß dieſes begtere Maſſemoment größer if, als das für 
jede andere durch den Schwerpunkt gezogene Gaoade. Bir. werbden 
fpäter die Lage ſolcher Punkte näher beſtimmen, | 

Umgefehrt läßt fich auch wieder zeigen, dab wenn bie Maſſemo⸗ 
mente in Bezug auf alle Achſen desſelben Punktes gleich find, alle dieſe 
Achſen auch als Hauptachſen anzufehen find. Denn nimmt man irgend 
dret in biefem Punkte fich rechtwinklig durchkreuzende Geraden als 
Goordinatenachfen an, fo Hat man file das Maffenioment in. Bezug auf 
irgend eine andere Gerade, welche mit jenen bie Winkel er ß, X ein⸗ 
ſchließt, den Werth: 


M Acos? &4B ecos? 4G cos? y — 2% cos cos 
-2G c0sa cosy— 25 cos ß cosy ; 
und da nach der Vorausſetzung alle Mafl emomente gleich ſein follen, 


fo hat man 
M=-U-B- s 
und benmach , welches auch die Winkel &, 4, y fein mögen, 
© cos a cos 8 + ® cos a cos y + S vos ß cos y = 0. 

Diefe Bebingung kann aber nur erfüllt werden, wenn 

JI2. nxy — 0, ‚©&=2.nxı=0 : $=Z.nyı=0 
if, und Diefe Gleichungen ſprechen aus, deß bie willkürlich gewählten 
Coordinatenachſen Hauptachfen find; es muͤſſen folglich alle Ge 
raden, welche durth denſelben Aufangey unkt gehen, Haug 
Aqhſen fein. 


Ginfedher folgt ibrigens Diefer Sifhuf. wieher am ber Betrachtung, 
daß das Ellipfotd der Maffemomente für diefen Fall in eine 


Kugel übergeht, für welche jeder Durchmeſſer eine geometriſche Achſe iſt. 


8. 166. 


Unterfuchen wir ferner, für melde Buutte eines Wen Sye 
ſtems die Hauptachſen Parallel gerichtet ſtud. 
Seien x,, Y,ı ‚Me Goocbinaten nacs Funke Mi, für welchen 
Vie Lage ‚ober. Ridjamg ber -nptachfen -befatnk. ft. in. Bezug auf cin 
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rechtwintiges Coordinatenfyſteii, beſſen Anfang der Mlelpunkt der 
Maſſe tft und, deſſen Achſen zu den Hauptachſen des Punktes. M pa= 
xullel find, und x, 7, 1 bie Bonrbiänten eines dem Syſtem angehörte: 
den materiellen Panktes, deſſen: Maſſe m fe. Man Hat dann als 
Bedingungen, daß drei durch den Punkt x,, y,, 2, gezogene und ein⸗ 
zeln den Coordinatenachſen parallele Geraden Haupiachfen für dieſen 
Punkt find, indem man fich das Coordinatenſyſtem einen: Augenblié 
parallel mit ſich felbP nach ME: verlegt denkt, Die Gleichungen 1. : 


2. "au 10 V 2m am) 
3.n{y—y)J(2—2)=0 | 


war bat aber-aud; wieder als Bedingungen, bapı be Unfang ber Coor⸗ 
dinaten der Mittelpunkt der Mafie iſt, 


. 2.mxX.= 0 „ 2.my.=0, S.m1=0, 
mb dadurch werben bie vorhergehenden Steigungen. unt gleichen Beach⸗ 
tungen, wie früher, und indem man wieber die Maſſe 2.m bes Sr 
ſtems durch M erſegt, 
S.my+My=0, 2. mxz-+-Mx;z, = v , 
Z. my Myz, —=0. 


Betrachtet man nun die Coordinaten x,, y,, z, als veränderliche und 
zieht aus ben vorftchenden Gleichungen ihre Werthe, fo wird man bie 
Coordinaten aller Punkte erhalten, für welche die Hauptachien den 
Coordinatenachſen, alfo auch. einander ſelbſt parallel find. Diele 
Wleihungen geben aber für jede jener Veränderlichen im Allgemeinen 
nur zwei gleiche, und entgegengefegte Werthe, 3. B. für x, bie Werthe: 


| — Z.mxy.Z.mxz 
muy S.my 


Es gibt alfo im Allgemeinen nur noch einen Punkt, für welchen bie 
Haupiachſen zu denen im Punkte M oder z,y,2, parallel find, und 
dieſer zweite Punkt liegt fo, daß feine Berbiubungslinie mit bem 
Bunte M durch den Mittelpunkt der Maſſe gebt und vom dem lettern 
halbirt wird. 

Solcher Punkie, deren Hauptachſen gu denen bes Puattes M varallel 
find, gibt es dagegen ſehr viele, wenn wenigſtens eine ber Hauptachſen 
dieſes Punktea zu einer Hauptachſe Des Schwerpunkte parallel iſt. Dias 
dieſe Vorausfſetzung bedingt nach der vorhergehenden Annahme, daß 
aint der Goordinatenachſen, z. B. bie her, 2, aint Omiptachie im Schwere 


(124. 
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punkte tft, während die beiden andern Goordinalenachſen noch wiltfärtieh 
oder vielmehr noch zu ben Hauptachſen bed gegebenen Punktes parallel 
find und natürlich auch noch in ber Ebene ver beiden andern Baupk 
Achſen des Maſſemittelpunkies Tiegenz man hat darnach 

3.mı=( , Z.myz =, 
und bie brei Gleichungen (124) verwandeln fi in folgende: 
135.) Z.mıy+Mxy=0, Mxz=0, Hyz=0. 


Die erfte diefer Gleichungen zeigt, daß x, und y, nicht Null werden 
können, ohne daß au Z.mxy Null wird, in welchem Kalle dann alle 
drei Coordinatenachſen Hauptachfen im Schtwerpuntte wären, was noch 
nicht ftattfinden fol. Die beiden andern Gleichungen geben denmach 
z, = 0, und man fchließt darans, daß alle Punkte, welche ihre 
Hauptachfeneinzeln unter fih und zugleich eine derfelben, 
aber nur eine, zu einer Hauptachſe im Schwerpunkte pa- 
rallel haben, in ber Ebene der beiden andern Hauptachjen 
bes Maffemittelpunttes liegen. 
Die erfte ber vorhergehenden Gleichungen, unter die Form: 


X. mx 
x, J — — M Z.mıy 


gebracht, zeigt ferner, daB alle dieſe Punkte in einer gletchfettigen 
Hyperbel Liegen, beren Aſymptoten zu den Hauptachien des Punktes M 
parallel find. Iſt alfo die Ebene ber. Fig. 101 die Ebene zweier 
Hauptachfen OA, OB im Mittelpunfte O ber Maſſe eines gegebenen 
Syſtems und M ein Punkt Diefer Ebene, für welchen OC und OD 
die Richtungen feiner beiden Hauptachfen angeben, fo darf man mut 
durch O Die beiden Parallelen OX und OY zu OC und OD ziehen 
und nach der bekannten Eigenſchaft der Hyperbel: 


xy, 


worin ber Wert von a® durch die Lage bes Punktes M, nämlich durd 
die Fläche bes Rechtedd Op Mg beftimmt wird, zwiſchen den Parallelen 
OX und OY ale Aſymptoten die Euren UGV und U:G’V’ cm 
ftruiren, um in den letztern den Ort aller Punkte zu Tennen, für welde 
bie Hauptachſen parallel zu denen des Punktes M find. 

WIN man die Lage und Geftalt diefer Curven in Bezug auf bie 
beiden Hauptachfen bes Schwerpunttes, melche ‚in derſelben Ebene Liegen, 
erhalten, fo Tann man die Laufenden Gombinaten in Bezug auf bie 
legtern Achſen für bie: Punkte bes Syſtems mit u, v, für.bie gefuchter 


— ⸗ 


Punkte M ober für die Hyperbel mit u,, v, und ben Winkel zwiſchen 
den Achfen der x und u mit w bezeichnen; man hat dann 


x u cos vid — v sin ou, X, =U08W—V,8nW, 
y=vosw—tusinwo ,„ V, — v, cos c P'u, sin o, 


und bie letzte Gleichung nimmt mit der Beachtung der Bedingungs⸗ 
gleihung: 3.muv = 0 die Form an: 


M(u2—v?2)-+Mu,v,ce urz.nW)= =0. 

Seht man ferner darin 

2.n(® — W)=3.m(? +) — 2.n? +) = A— B, 
wo U und WB die Maſſemomente des Syſtems in Bezug auf die bei 
den Dauptachien OA und OB vorfiellen und wobei vorausgefeht fein 
fol, daß MU größer als MB tft, und ſetzt nach einander u,—=0, v,—0, 
jo zieht man daraus entweder 

,=0 


———— 


als Coordinaten der Durchſchnittspunkte G und E der Hyperbelaͤſte mit 
den Achſen OA und OB, und man ſieht, daß unter der obigen Vor⸗ 
ausfegung: MU > WB, die lebten Werthe von u, unmöglich find, daß 
biefe Duchfchnittspunftealfoimmerauf derjenigen Haupt- 
Achſe liegen, für welche das Maffenoment daskleinere iſt. 

Wird aber A— B, ſo 1öft ſich die Hyperbel in zwei im Schwer- 
punkte fich rechtwinklig fchneidende Gerade auf, von denen bie eine 
durch den gegebenen Punkt M geht und eine Hauptachie für dieſen 
Punkt if, von denen folglich die zweite zur andern Hauptachſe dieſes 
Punktes in derſelben Ebene parallel läuft. 

Sollen ferner die Bunkte beftimmt werben, welche ihre drei Haupt- 
Achſen zu denen des Maffemittelpunftes parallel haben, jo wird man 
fogleich diefe letztern als Coordinatenachſen annehmen und erhält dadurch 
die Bedingungen: 


S.mıy=(, S.nız =(0 , S.ay-0, 
durch welche bie Gleichungen (124) auf 
x,y‚,= 0 9 x,2, = 0 ’ Y2, = 0 (126. 


zurüdtommen. Dieſe letztern können aber gleichzeitig nur baburch 
Decher, Handbuch der Mechanik IL. 28 
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befriebigt werben, daß man entweder alle drei Beränderlichen Null jet, 
fo daß man Bat 

x,=0, y=0, z,,=0, 
womit der Mittelpunkt der Maſſe felbft gemeint ift, oder baß man ie 
zwei berfelben als Null annimmt, fo daß man hat 


x,=0 x, — 0 „*0 
oder oder 
y=0 z, — 0 2, — 0 


womit die Punkte auf den drei Coordinatenachſen bezeichnet ſind und 
woraus folgt, daß alle Punkte auf den Hauptachſen des Mit- 
telpunftes der Maſſe oder auf ben natürliden Drehung 
Achſen des Syſtems, aber auch nur dieſe ihre Hauptachfen 
zu den leßtern parallel haben. 


6. 167. 


Um endlich die Lage der Punkte zu finden, für welche alle Ge 
raben Hauptachfen, oder für welche die Maffemomente in Bezug auf 
alle hindurchgehende Geraden gleich find, wird man fchließen, daß weil 
alle Geraden in dieſen Punkten Hauptachfen fein follen, auch bie zu 
den Hauptachfen im Schwerpunkte parallelen Geraden Hauptachfen fein 
müffen und daß deßhalb zufolge des Vorhergehenden folche Punkte nır 
auf einer der Hauptachlen im Mittelpunfte der Maffe Liegen Tonnen. 

Nehmen wir demnach an, daß ein folcher Punkt in der Achfe der z 
liege; fet z, feine Entfernung vom Anfangspunfte, dem Mittelpunfte 
ber Maffe, und bezeichnen ME, B, & mie bisher die Maffemomente 
in Bezug auf die drei Haupt= und Coorbinatenachfen der x, y und z. 
Die Maffemomente in Bezug auf drei Gerade, bie durch ben gefuchten 
Punkt parallel zu den genannten Achfen gelegt werden, find dann nad 
Lehrſatz (123) 

S+Mz2?2 , B+Mz! , 6, 
und da dieſe alle gleich fein müffen, wenn der gefuchte Punkt die ver- 
langte Eigenſchaft befiten fol, jo hat man 


A=B8, €&--U=12= 6-8, 
und daraus ergibt ſich 


127.) | | „„+y8z® | 
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als die geſuchte Entfernung jenes Punktes vom Anfange der Coordi⸗ 
naten. Dieſer Ausdruck ſetzt als Bedingung ſeiner Moͤglichkeit voraus, 
daß E > iſt, und es kann demnach die Bedingung für das Vor—⸗ 
handenſein von Punkten, in denen. alle Gerade Hauptachſen find, fiber- 
einftimmenb mit dem, was fchon in $. 165 bemerkt wurde, dahin aus- 
gefprochden werden: Die Maffemomente in Bezug auf zwei 
Hauptachſen im Mittelpuntte der Maffe müffen gleich unb 
Fleiner fein als das für die dritte Hauptachſe. Iſt dieſe 
Bedingung erfüllt, jo gibt ed, wie ber vorhergehende Werth von z, 
zeigt, immer zwei folcher Punkte auf der dritten ober ein- 
zelnen Hauptachfe (da in ber Ebene ber beiden andern offenbar 
alle Geraden Hauptachien find) und zwar in gleihen Abftänden 
vom Schwerpunfte. 

Sind alle drei Maſſemomente A, WB und & einander gleich, fo 
wird z, — 0; der Mittelpunft der Maffe. tft dann ber einzige Punkt 
des Syſtems, in welchem alle Geraden Hauptachien find, wie e8 beim 
Würfel und der Kugel offenbar der Zall if. 


- . $. 168. 


Das Maffemoment eines ftetigen Syſtems in Bezug auf eine als 
Achte der 2 genommene Gerade wirb nach 6. 160 (114 und 115) 
allgemein durch eines ber dreifachen Integrale : 


M = fir. fe fe q(z?-+Y?) 
mM (iu fiofünsems 
0 % ro 


gefunden, und zwar durch erflered in Function der rechtwinkligen Coor⸗ 
binaten x, y, z, durch letzteres in Function der Polarcoordinaten w, 
$, r ober ber dieſen Coordinaten zukommenden Grenzwerthe. Wir 
haben ferner gefehen, daß es genügt, bie Maffemomente in Bezug auf 
bie Hauptachſen im Schwerpuntte des gegebenen Syſtems unmittelbar 
durch die vorſtehenden Zormeln zu befiimmen, weil mit dieſen Maſſe⸗ 
Momenten das Maffemoment besfelben Syftems in Bezug auf jebe 
anbere Drefungenchie nach der Gleichung (123) leicht berechnet werben 
kamz ich werbe mich deßhalb auch für bie Anwendung der obigen 


Ausdrücke auf bie Beſtimmung ber genannten Maffemomente befchrän- 
fen und zwar für homogene ober in allen Theilen gleich dichte 
Körper, fo daß q eine unveränberliche Größe ift. 

Set zuerft ein rehtwintliges Parallelepiped gegeben und bie 
Länge feiner drei Kanten durch a, b, c bezeichnet. In dieſem Körper find 
bie Hauptachfen im Mittelpuntte offenbar zu den Kanten parallel; denn 
nimmt man ben Mittelpuntt als Anfang ber Goorbinaten und zwar 
bie Achfe ber x parallel zur Kante a, bie der y zur b, bie ber z zur 
c, ſo Bat man, wie leicht zu fehen iſt, 


+ie n + 


S.my=q dz.xy=0(0 
IR F —to 
His n +te 
2.mız =gq dz.xz =0 
hr F -460 
Fi ie 
z2.myz =qg 2.yz = 0 
FR — ur 


und ſchließt aus biefen Ausdrücken ferner, daß auch in jedem andern 
Punkte diefer Achſen drei zu den Kanten parallele Gerade Hauptachten find. 
Für das Maffemoment & in Bezug auf die Achſe der z hat man 


Hi +4b ri Hi Hi +ie 
&-=g far. dz.x?-+q dz.y? 
3 _4b —tc ur F —teo 

= zqgabe(a+b?); 
bezeichnet man alfo die Maſſe gabe bed Parallelepipeds wieder mit M, 
ſo ergeben fich nach ben Regeln ber Symmetrie 
@=4NM(&®+b), B=4M(@a +9), = HAMlb?+c) 
als Werthe der Maffemomente A, WB, & in Bezug auf bie brei 
natürlichen Drehungsachfen des Körpers. Wenn man a > b und 
bc bat, fo iſt das erſte das größte, das letzte das kleinſte derſelben 
und dieſes dann auch überhaupt das kleinſte Maſſemoment, welches ein 
Parallelepiped erhalten kann. 

Mit den eben gefundenen Werther erhält man für das Maffe- 
Moment in Bezug auf eine Drekungsachfe, welche mit ben obigen 


— — 


Haupt⸗ oder Coordinatenachſen ober mit ben Kanten bed Parallelepi⸗ 
peds bie Winkel &, A, y bildet und um k Längeneinheiten von bem 
Mittelpuntte entfernt tft, den Ausdruck: 


IR —= 4, M [(a? + b2) cos? y + (a? -+ 0?) cos? 8 + (b? + c?) cos? «] 
+Mk®, 


Für eine — z. B. het mn, a -+b? Pe —d? geſetzt, 


c080 — — cf = Li cos!y — Kai k—= 0 
. 9 d - d? :° ’ 
und damit wird ' 
1 ,2@b? +a2c? +b2 c? 
MM In Le . 


Sof dagegen die Kante c ſelbſt Drehungsachfe fein, fo tft 
a=4in, ß=4n, y=0 oder =n, K=4la+bR), 
und dadurch ergibt fich einfach 
M = 4M(a?+b%), 


woraus wieder ähnliche Ausbrüde für die beiden andern Kanten ab= 
geleitet werden koͤnnen. 


Diefe Werthe Tonnen uns nun dazu dienen, die Lage ber Haupt- 
Achfen für den Mittelpunkt der Kante c zu beftimmen. Legen wir 
dazu burch biefen Punkt drei Eoordinntenachien, von benen die der z 
mit dieſer Kante ſelbſt zufammenfällt, Die der x’ parallel zur Kante a, 
die der y’ parallel zur Kante b tft, fo haben wir als Maffemomente in 
Bezug auf biefe Achfen 


= MC? +0) +4Mb° 
— AM(4b?+0), 
B = M(aꝰ 2) 44 Na⸗ 
— JM(AMaꝰ-4e2), 
€ = 11(ax b). 
Ferner hat man 


a b +4 
$ = ofax.[ar. für xy — tgatb?c = 41Mab , 
0 0 —tec 


a b +4c 
8 = oa. für [er yr=0. 
0 0 —te 
Die beiden lebten Werthe zeigen fogleich, übereinftimmend mit den Er⸗ 
örterungen bed 6. 166, daß bie Kante c felbit eine Hauptachſe für 


ihren Mittelpuntt if. Die Gleichung (120) für das Ellipſoid der 
Maffemomente wird dann 


1= NE+B?+ ER — 295 


und nimmt, wenn 
E=E!coew—n sinw 


n=ncow-+!$ sinw 
eingeführt wird, bie Form an: 
1= (Wow +B sinuw—2F% sin w cosw)E': 
+ (U sn? + co wo -+ 2% sin w cosw)n'? 
+62 —2U— WB) sin w 0080 + F (con —sinta)lEr. 
Die Bedingung, daß ber Goeffizient von &' 7’ Null werden foll, gibt daher 


F cos2w = (B— H)sin20 , tang 2 — — 
oder mit den obigen Werthen von A, B und F 
3ab 
lang ? wo = 


Iſt demnach ABCD, Fig. 102, der Hauptichnitt des Parallelepipeds 
durch die Mitte A der Kante c, alſo AB=a, AO b, und macht 
man AF = }a, ſchneidet mit AB = CE bie AE ab und zieht FG 
parallel zu CE, dann GH parallel zu AB, fo iſt 


— — — — 


HAB = 20 , B=1R em; 
denn man hat 
AE= Ve, 
AE:AF=AC:AG=EH, 
Ve—b?:}a =b: Va?—b?tang2uw . 
Es find demnach) AX und AY die beiden andern Hauptachſen für den 
Punkt A. | 
$. 169. 


Eine fernere Anwendung derfelben Formel bietet das Ellipſoid 
mit drei ungleichen Achfen 2a, 2b, 2c, defien Gleichung auf 
den ne and ux Achſen bezogen, die Form hat: 


141 +5 1 He tree. 


Daß diefe aeometefen Achten auch bie natürlichen Drehungsachlen 
find, Tiegt auf der Hand; man hat übrigens auch fogleich 


+byi x? + Vi-m-y 
Z.mıy= ii “+ * . xy 
byi -x"ed -cyi-r_y® 
vi _ x” Vi 
y? 
Be: — x" 
alfo auch durch ertaufhung der Achien 


s.mz=0, .myz=0(. 


Das Maffemoment & in Bezug auf die Achfe ber z iſt dann mit den⸗ 
felben | 


vi J _ys 
Bere a 


+bVi-x” + J y⸗ 
4 Mr [ir 
ir —EE Fr 


440 


Der erfte Theil biefes Werthes, ber mit G. bezeichnet werben ſoll, gibt 
auerfi, wenn man 1-5 durch u? erſetzt, 


y 
@ = 2ue|ix ejar.V -5 , 


und da man, wie fchon öfter abgeleitet worden R 


+bu a 1 1 „2 
ſa Ve-% = „bu = == Inl1-% 


hat, fo folgt 
+8 „2 
®, = ngbe|dx.x? (1- 7) = 





—R 
= Mei , 


wo M = #rrabe die Mafle des Ellipſoids vorftellt. 

Auf diefelbe Weiſe läßt fi) dann auch ber zweite Theil &, bes 
Werthes von & finden; einfacher aber kommt man dazu, wenn man 
die Veränderlichen ober vielmehr die Ordnung in der Integration 
ändert; denn man hat offenbar auch 


+ayil-y? a+cVi-yr® 
@& =gq ir BL fe 
- syi-y? J - eyi-y'_x’ = 
und fchließt daraus, daß nur ein Zaufch zwifchen b und a im erſten 


Theile &, vorzunehmen tft, um den zweiten zu erhalten. 
Dadurch ergibt fich fogleich 


@, = #,ngab?c = 4Mb2 


€e=-&+&=-4M(@+l), 
und daraus iſt wieder leicht zu fchliehen, daß man auch haben wird 
H=41M(M +0) , WB=4M(a+e?). 


In Bezug auf die durch ben Endpunkt der größten Achſe 2a, 
parallel zur Fleinften 2c, gezogene Tangente hat man daher 


M = &-+ Mat = 4 (6 +22). 


und 


441 
Für ein Umbdrehungsellipfotd, deſſen geometrtiche Achſe die Achie 
2 ber erzeugenden Ellipfe tft, wird a b, und daher nuch 
A=B8=1NM(a+c); 


das dritte Maffemoment in Bezug auf bie geometrifche Umdrehungsachſe 
wird dagegen einfach 
E = 1Ma® 


und tft das kleinſte Maſſemoment für den Mittelpunkt, wie für jeden 
andern, wenn a < C. 
Das Ellipſoid geht in eine Kugel über, vena=b=c=[tr 
wird, und man hat als Maffemoment für jeden Durchmeſſer: 
A— ıM r?, 
woraus fofort 
M = M- Mr? = 1Mr2 


als Maffemoment in Bezug auf eine Tangente folgt. Zür eine hohle 
Kugel endlich, deren Halbmefler R und r find, findet man, wenn in 
bem vorftehenden Werthe von A die Maſſe M durch rrqR? erſetzt wird, 


A = KrqalkR'—r) 
und, um bie Maffe wieder als Factor einzuführen, in anderer Form 


A nm 2R—-n 2 Rs 
a —— —r )- 5 Rd—ır? Eee rn 


als Maffemoment für einen beliebigen Durchmefler. 
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Aus dem in Polarcoordinaten ausgebrüdten Werthe von GE zieht 
man eine einfache Formel für alle von Umdrehungsflächen be— 
grenzte Körper, in Bezug auf die geometrifche Umdrehungsachie. 

Nimmt man nämlich diefe Achfe als Achſe der z, fo werben bie 
Grenzen von w unabhängig von den übrigen Veränderlichen und find 
O0 und 275; der Ausbrucd (115) nimmt daher die Form an: 


r 9 
M— dma|ür.|ü0. Hama . 
r 


Es iſt aber auch 


BB. 


e . ds [) 
rcos —ı , rein) = 7,  , Rmt!3—r?, 
dr, 
r—=rtt+zt , D=hT 


und demnach hat man 


mim 1 fa d9.r.r? sin? I.rsin mi jor%( r, „er, 


In diefen Ausdrüden ftelt, wie man fieht, r, die Entfernung eines 
Punktes von der Drehungsachfe und z befien Abſtand von ber Ebene 
der xy vor; man Tann deßhalb Die r, durch x erfeßen unb bie Lage 
eines Punktes durch feinen Ort in ber erzeugenben Gurve zwifchen den 
Beränderlichen x und z ausdrüden, von denen bie leßtere als bie un- 
abhängige genommen werden ſoll, fo daß die Gleichung der erzeugenden 
Curve die Form: 
x =f(z) 

annimmt. Sind dann mit der Beachtung, daß die z abnehmen, wenn 
bie 9 wachſen, z und z, bie Grenzwerthe von z, welche ben Grenz 
werthen I, und 9 entfprechen, fo hat man für einen vollen (maffiven) 
Umpdrehungstörper 


f(r) 1 & 
MM — — * 5 mefir-tnr . 
Lo 0 Le 


Für einen hohlen dagegen, welcher von zwei Umdrehungsflaͤchen begrenzt 
wird, deren Gleichungen 


y„=fh(ı) ; 9=h(z) 
find, findet man baraus den Ausdrud: 


L 
== —2 je x) — — (u„!—x*) ’ 
Lo 


in welchem man zur Abkürzung x, und x, flatt fi (z) und ,(z) bei: 
behalten hat. 


g. 171. 


Iſt z. B. die erzeugenbe Linie eine Gerade, welche ben 
Winkel y mit der Achfe der z bildet und durch bie man eine Kegel- 
fläche erhält, fo kann bie Gleichung derielben bie Form: 


— 


xz=r+ziangy 


erhalten, und man findet bamtt zwifchen ben Grenzen h und O für z 
als Maffemoment eines fenkrecht zur Achſe abgefchnittenen vollen Ke— 
gels in Bezug auf die mit ber genmetrifchen Achſe zufammenfallende 
Hauptachſe 


& = Ia * (r+2tangy)* 
1 (r + hitangy)’ — r? 
pm lang y i 

oder wenn man num 

r+hiangy=R , —* = 
fett, in einfacherer Som: 
RB—5 3 ,R’—r 
& = = ——— R— -n R5_ 73 ’ 
da, wie man weiß, die Maſſe M ne folchen Kegels durch 
—_p3 
M= Sngh(Rr+Rr+r2) = = gran — 


ausgedrückt wird, 
Soll der Kegel ein ſpitzer fen, fo wird — 0 und 
® = AnghR®? = MR!; 
für einen Eylinder dagegen hat man R=r, und wenn man ben 
gemeinfchaftlihen Factor R— r im Zähler und Nenner des obigen 
Werthes von & entfernt und dann erſt R für r fekt, fo findet man 
& — 4nghR* = 4MR, 
wo dann M immer die Maffe des entfprechenden Körpers vorftellt. 
Vergleichen wir nach dieſen Werthen die Maffemomente eines Ke— 
geld‘, einer Kugel und eines Gylinders unter der Vorausſetzung, daß 
bie Maflen und Halbmefler diefer Körper gleich find, fo verhalten ſich 
biefelben wie 3:4:5. Haben diefe Körper aber gleiche Dichte, 
gleiche Durchmefler und Höhen, tn welchem Falle fih ihre Maflen 
bekanntlich wie 1: 2 : 3 verhalten, fo bat man 
3:8:15 
als dad Verhaͤltniß ihrer Maſſemomente in Bezug auf ihre geometrifche 
Achten. 


R—r 


h 
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Dezeichnet man ferner ben äußern und innern Halbmeſſer eines 
hohlen Cylinders mit R, und R,, fo hat man für bie geometriſche 
Achſe das Maſſemoment 

GE = (R.-R.)M(R.? 4R.) 
und für den Fall, daß der Unterſchied der beiden Halbmeſſer gegen 
ben mittleren Halbmeſſer R— 4(R, + R,) ſehr Hein if, kann man 

RR =R+d, R=R—d 
ſetzen und d? gegen R? vernachläffigen, wodurch fich einfach 
E — MR? 

ergibt, fo daß das Maffemoment ſehr nahe basfelbe tft, als wenn bie 
ganze Maſſe in dem Endpunkte des mittleren Halbmeſſers vereinigt wäre. 

Das Maffemoment eines Cylinders in Bezug auf eine zur geome⸗ 
triſchen Achſe fentrechte Hauptachſe kann nur mittels bes allgemeinen 
Werthes von SIR gefunden werben. Nimmt man dazu dieſe Haupt⸗ 


Achfe wieder als Achfe der z, die genmetrifche Achfe als Achſe Der x 
und den Anfangspuntt ber Goorbinaten in der Mitte berieben, fo 


bat man 
ı—=+ Very: —y!, 
und damit wird das Maffemoment E 


+4+h 4 
€ = zul. x? ir. Vr—y: +2q fer * 
dh Y—r * 
— „naht? (+37) = „M(h?+3r). 
Für einen im Verhältniß zu feiner Länge fehr dünnen Cylinder kann 
man ae gegen 1 ar und findet 
= Ahe 
als angenäherten Ausdruck das betreffende Maſſemoment. 


§. 172. 


Sei noch eine halbe Ellipſe als Erzeugende genommen, um 
das Maſſemoment des Umdrehungsellipſoids in Bezug auf die 
geometriſche Umdrehungsachſe unmittelbar abzuleiten. Die Gleichung 
biefer Curve wird bie Form: 


40 
2 2 
=3+5 — 1 de ii 


annehmen, und damit hat man 


aVi—" 1 +6 „2 2 
—XR Ar = Inan|ü0. (1-5) ; 
-€ 


die weitere Ausführung gibt 
® = Argatc = 4Me, 


wie oben gefunben wurbe. 


Iſt a die größere von den beiden Achſen der erzeugenden Ellipfe, 
fo iſt das Maffemoment & größer als jedes Maffemoment WM (a?+ c?) 
in Bezug auf irgend eine durch ben Mittelpunkt gehende, zur Achfe c 
fenfrechte Gerade. Es find alfo bei dem abgeplatteten Umdrehungs⸗ 
Ellipfotd alle Bedingungen für das Vorhandenfein eines Punktes, in 
welchem jede beliebige Gerade eine Hauptachſe iſt, erfüllt, und es 
gibt, wie oben gezeigt wurde, zwei ſolche Punkte auf der Meinen Achie c. 
Die Entfernung z dieſer Punkte vom Mittelpuntte wird nach (127) 
Durch ben Werth: 


= +YSS m _ «Via 


ausgebrüdt, welchem man auch DIE Form: 





2* aey 0,4472..ae 


geben Tann, wenn man bie abfjolute Erentrietãt Væc⸗ —c2 durch bie 
relative e erſetzt. 
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Zuleht foll noch das Maſſemoment eines von KRugelflähen be 
grenzten linfenförmigen Körpers, wie ihn Fig. 103 im Durch⸗ 
ſchnitte zeigt und wie man fie gewöhnlich als Pendel an den Uhren 
anwendet, unb zwar einmal in Bezug auf bie geometrifche Umdrehungs⸗ 
achſe DE und dann in Bezug auf einen Durchmefler AB bes größten 
Kreifes abgeleitet und basfelhe für gegebene Zahlenwerthe berechnet werben. 


Bu 


Nimmt man zuerft wieder bie geometriiche Achſe als Achſe ber =, 
fo tft die Gleichung bes Kreisbogend AEB, deſſen Mittelpuntt in O 
und befien Halbmeſſer R fei, wenn man CE= CD =h fett, 


x? =h(?R—h)—2(R—h)z—:, 
oder da man auch hat 








— 2 2 2 — h2 
Aö’=r=hQR—h), R= I, R-ı=TH, 
mit den unmittelbar Gegebenen r und h 
2 _Hh 
wor! L h ı—ı?. 





Für das Maffemoment & in Bezug auf die Achſe der z findet man 
damit und mit ber Beachtung, daß bie Grenzen von z nicht hund —h, 
fondern nur h und O fein können und daß das Integral zwifchen biefen 
Grenzen mit 2 multiplicirt werben muß, 


h ?_ ph? 2 
© = nalar.(e-' —a-n) ’ 
0 


woraus fich | weitere Entwidelung und Integration der Werth: 
— „nagh(10r?+5r2h? + h*) 
ergibt, welchem man auch bie Form; —E 


110r4 ſrene 4n 
& =; 3r2 +. — 


geben Tann, da man als Mafle ded ganzen Körpers 
M = 4nrgh(3r? +5?) 





erhält. 

Soll nun ber Durchmefler AB Drehungsachſe fein, fo wirb man, 
um bie allgemeine Formel (113) anwenden zu Finnen, die Gleichung 
ber begrenzenden Fläche unter die Form bringen: 


r? — h? 


r x— rt? —hrx 


x? + y? 4. 22 — rꝰ — 


und erhaͤlt dadurch 
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+Vr—h — +Vr’hx- xy’ 
@, =?2 if [ar —— 2 „x? 
— xx: Vr_hx_x’_y° 
+VP’ xx 94V hy 
+ | [ir ji . y? * 
Veh xx! Ver_hx—x'_y 
oder wenn man Vr—hx—x hx— x? durch r, erfeßt und bie Integration 
in Bezug auf z — 


@, = ne x? dy. ———— Y. yayı2-y. 


—fr, 


Nach früher vorgefommenen ähnlichen Ausbrüden hat man aber 


+r 4 tr, 1 
je Vr—P=zar N IK PYr—y?= gar 


—-rF, —T, 


und bringt baburch den Werth von &, auf die Form: 


h 2h 
€ = mal: x.x2(?—h"x—x?) +2 7% |: x.(—h’x—x2)2 , 
0 0 


worin das zweite Glied offenbar bis auf ben Goeffizienten 4 mit dem 
Werthe in Bezug auf die Achſe DE übereinſtimmt und demnach 


& regh(10r* 4 512h?-+ hr) 
gibt. Der erfte Theil dagegen wird nach einigen Rebuctionen, 
As rsgh(örh? +3ht) , 
und man erhält damit als Werth des ganzen Maffemomentes, 
©, = Angh(10r+45172h° + 70%) 

oder mit dem früheren Ausdrude für die Maſſe M des Körpers 

4 2 h2 4 

E. — mn rn em 


Man ficht Jeicht, daß biefer Werth viel kleiner ift, als ber vorher in 
Bezug auf bie Achſe DE gefundene, 


Be _ 
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Was nun die Berechnung der Maffemomente betrifft, fo bat 
man babet Hauptfächlich auf Die verfchiebenen Einheiten zu achten, von 
welchen bie Einheit der Maſſemomente abhängt. Fuͤr dieſe letztere Einheit 
haben wir dad Meterfilogramm angenommen, und es ift deßhalb 
am einfachften, die Maſſe in das Gewicht zu verwandeln, oder was 
auf dasſelbe hinauskommt, ftatt der Dichte das ſpezifiſche Gewicht 
einzuführen, fo daß ber Ausdruck: 


2 
M — Mr in e— 


uͤbergeht, worin nun P in Kilogramm und Länge r ſowie Die Be⸗ 
fchleunigung g in Metern auszubrüden find, 

Will man dagegen nicht erft bie Maffe oder das Gewicht, ſondern 
unmittelbar ben durch die Laͤngenausdehnungen ausgedrückten Werth 
von WE, 3. B. den Ausdruck: 

E — Zrghrt = zer 

berechnen, fo Tann man entweber alles In Meter ansbrüden unb für 
p das 1000 fache fpeziftiche Gewicht nehmen, ober man Tann drei von 
den auf die Rängeneinheit bezogenen Factoren in Decimeter und die 
beiden andern, ſowie die Beichleunigung g in Meter nehmen oder 
endlich alle diefe Größen in Decimeter berechnen, wodurch man 
Derimeterfilogramm erhält, und das erhaltene Ergebniß durch 10 
dividiren. 

Bei kleinen Koͤrpern werden indeſſen die Zahlenwerthe, welche die 
Maſſemomente ausdrücken, ſehr klein, wenn ſie auf die obengenannte 
Einheit, das Meterkilogramm, bezogen werden; man kann dann 
die Maſſemomente und die drehenden Kräfte durch Centimetergramm 
ausdrücken, und dazu genügt es für die Berechnung, alle Laͤngen in 
Centimeter zu nehmen, da das ſpezifiſche Gewicht eines Stoffes zugleich 
das abſolute Gewicht von einem Kubikcentimeter desſelben, in Gramm 
ausgedrückt, angibt. Zur Vergleichung Hat man dann 


Mkgr Dmkgr Cmgr 


1 — 10 — 10000 ° . 
Nach diefen Bemerkungen findet man alfo für eine Linſe von 


Blei, deren Durchmefler Zr = 25°” und deren Dicke 2h==6"" beträgt, 
wenn das fpezififche Gewicht p gleich 11,35 angenommen wird, das 


8 


Maſſemoment in Bezug auf die geometriſche Achſe in Decimeterkilogramm 


4 2 2 
—XE ar in ‚35 0,3 10.1,25* + 5.1,25°.0,3° +0,39) 3) 


98,00 
Drakgr 
= 0, 091336 . 
Auf die urfprüngliche Einheit bezogen iſt alſo & —0 0091336 


und in Gentimetergramm gemeflen & — 93,36 . 
In Bezug auf den Durchmefler AB findet man ebenfo das Maffe- 


Moment U in Gentimetergramm ; 


U — ar 11,35. 3 | 


*— 188 [Zu 
alſo auch U = * 0048858. Dieſes Maſſemoment iſt demnach nur 
wenig mehr als halb ſo groß als das vorhergehende. 
Es gibt uͤbrigens fir unſern linſenförmigen Körper, wie beim 


Umdrehungsellipſoid, auf der Achſe DE zwei Punkte, in welchen jede 
Gerade eine Hauplachſe if. Ihre Lage wird nad) ber Gleichung (127): 


und mit ben im vorhergehenden $. gefundenen allgemeinen Werthen von 
@ und MM oder &, durch den Ausdrud: 


Ver _ 44 — V 
3r2+h? 2 3r2+h? 


beftimmt, welcher für fehr Kleine Werthe von h im Vergleich zu denen 
von r fehr nahe auf 


1 — 
3 = + s'V 6 
zurückkommt. Mit den Zahlenwerthen r—12,5, h=3 finde 
man mit hierelchender Genauigfeit 
= +4,98. 


Diefe Punkte liegen denmach in unferm Falle außerhalb bes Körpers. 
Decher, Handbuch der Mechanik II. 29 
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Die einfachfte drehende Bewegung wird flatthaben, wenn 
fih alle Kräfte, welche an dem Syſtem tbätig find, in jebem Augen⸗ 
blidfe das Gleichgewicht halten, alfo wenn ſowohl die Refultivende R 
ber förbernden Kräfte, als das reiultirende Moment Han für irgend 
einen Punkt ber feften Drehungsachſe Null iſt; demn Die allgemeine 
Gleichung (113) gibt für dieſen Fall 

d 

* =0, 09 * 90; 
bie Winkelgeſchwindigkeit der drehenden Bewegung iſt alſo unveränder⸗ 
lich und dieſe Bewegung ſelbſt demnach eine gleichförmige. 

Man flieht aber aus derſelben Gleichung, daß dieſes nach ſtatt⸗ 
finden muß, wenn auch die fördernde Nefultivende nicht Null if, und 
felbft wenn die beiden Gomponenten Mx und My ber drebenden Reful- 
tirenden Ma — bie Drehungsachfe immer als Achfe der z vorausgefeht — 
oder allgemein, wenn bie beiden brehenben Komponenten, deren Achfen 
zur Drehungsachſe fenkrecht find, beliebige Werthe ‚haben; denn bie 
einzige Bedingung für bie gleichfürmige Bewegung ift, daß das Moment: 


Z.M: = 3.(Yx—Xy) = 2.P(xesePy—yeosPx) 


Null ift und bleibt, wobei jedoch vorausgeſetzt ift, daß durch ben von 
jenen Kräften unb von ber Bewegung ſelbſt erzeugten Drud auf bie 
Achfe Feine Widerftände, alfo namentlich Feine Reibung hervorgerufen 
wird, und daß auch die ben Körper umgebenden Flüſſigkeiten Teinen 
Widerſtand verurfachen. 

Der Drud, welchen die Drehungsachſe bei dieſer Bewegung zu 

“erleiden hat, befteht dann aus den fürbernden Gomponenten: 
ZL ,„ ZX+@°2.mx , ZY+g%Z.my 
und aus den brebenden Wirkungen: _ 
2.My+go°2.mxz , =.Mı+ ga? 3.myz 
und wird für eine natürliche Drehungsachfe oder eine Hauptachfe im 
Schwerpunkte von der Geſchwindigkeit der Bewegung unabhängig. 

So wird ſich ein fchwerer Körper um jede in ihrer Zuge fef- 
gehaltene Gerade, welche durch feinen Schwerpunkt geht, ‚gleichförmig 
bewegen, wenn Teine Reibung flattfindet, weil in dieſem Kalle die 
Summe ber drehenden Kräfte für jebe Achſe Null wird. Iſt dieſe 
Achſe zugleich eine Hauptachſe, fo vehugirt ſich der Druck, welcher auf 


um — — 


— — 


dieſelbe ausgeübt wird, auf das Gewicht des Körpers und kann in 
einen ſenkrecht und in einen parallel zur Achſe gerichteten Druck zerlegt 
werden. Hat daher die Drehungsachſe eine wagrechte, zur Richtung 
der Schwere ſenkrechte Lage, ſo wird der letztere Druck Null und der 
erſtere allein dem Gewichte des gegebenen Körpers gleich. 

Unter dieſer letztern Vorausſetzung kann die Bewegung auch mit 
Beruͤckſichtigung der Reibung einfach unterſucht und ausgedrückt werden, 
weil dieſer Widerſtand wie der Druck während der Bewegung unver- 
ändert bleibt. Findet die Reibung 3. B. an einem Kreidumfange 
(Zapfen) ftatt, deſſen Halbmeſſer r tft, fo wird ihre drehende Wirkung 
nach 6. 133 durch 





rO — = rQsino 
yi+r | Ä 
ausgedrũckt, wenn Q das Gewicht des gegebenen Körpers, f der Ret- 
bungscoeffizient zwiſchen dem betreffenden Kreisumfange und der Unter⸗ 
Inge, auf welche jener fich flüßt, und ꝙ der Reibungswinkel if, für 
ben man Bat 
tango =f. 


Die Gleichung der Bewegung wird demnach 
do _ _ , 
z. mr’ Fr Qrsino , 


alfo die Bewegung felbft eine gleichförmig verzögerte. Man zieht aus 
diefer Gleichung am Ende ber Zeit t die Winkelgeſchwindigkeit: 





umd für Die Zeit, während welcher bie Bewegung noch dauert, oder 
nach welcher bie ie Wunkelgeſchwindigleit Null geworden ift, findet man 
‚_Po M 
u) r 8in 0 j 
Die Bewegung dauert demnach bei gleicher anfänglicher Winkelgeſchwin⸗ 
digkeit und bei gleichem Verhältnifle zwiſchen Drud und Reibung um 


fo länger, je größer das Maffemoment des Körpers im Ver— 
hältniß zu feinem Gewichte und je kleiner der Halb- 





| meffer des ſich reibenden Kreisumfanges (je dünner ber 


Zapfen) if. 
29 * 
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Im Allgemeinen liegt e8 auf der Hand, baß bie drehende Bewe⸗ 
gung immer eine gleihfürmig veränderte fein wird, fobald bie 
drehende Kraft Mz von ber Bewegung felbft unabhängig ift, ba in 
allen diefen Faͤllen die allgemeine Gleichung : 


auf bie Bewegungsgeſetze: 
M 
9 0 = mit ar 


führt, in melden w ben von einem beftimmten Halbmeffer in der Zeit t 
befhriebenen Winkel, w, und go die anfänglichen Werthe von w und 
gp vorftellen, und welche, wie man fieht, ganz mit den Geſetzen für bie 
gerablinige gleichförmig veränderte Bewegung übereinflinmen. Sn der 
zweiten biefee Gleichungen Tann man auch 


o —= 2ırn 


fegen, indem man durch n irgend eine ganze oder gebrochene Zahl aus⸗ 
drückt, und zieht dann daraus den Werth: 


n= a (o+n+ 7) 


für die Anzahl der Umdrehungen, welche in ber Zeit t gemacht werben. 
Führt man 3. B. den Werth von T aus dem vorigen $. in dieſen 
Ausdrud ein, fo ergibt fich mit der Beachtung, daß 
M, = — Or sin 0 
if, die Anzahl der Umbrehungen, welche ber Körper noch macht, bie 
er zur Ruhe kommt, 
GM 


nı= — « 


din Oreino ’ 





und diefer Werth nimmt insbefondere für einen Schwungring, beffen 
Dife RR — R, ziemlich klein tft gegen ben mittleren Halbmeſſer 
R=4(R,-+-R,) und für den wir in Bezug auf bie geometrifche 
Ace das Maſſemoment fehr nahe gleich 


Re 
MR? = 0— 
27 


gefunden haben, die Form an: ” 
An greing 
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Bine gleichförmig befchleunigte brehende Bewegung wird man 
auch erhalten, wenn an der. cylindriſchen Welle eines Schwungrabes ein 
Gewicht P mittels eines unausbehnbaren Fadens ( Setles), welcher in 
vielen Umgängen um bie Welle gelegt ift, befeftigt wird und dann 
lothrecht oder auf einer geneigten Ebene hinabfällt und zwar mit oder 
ohne Berüdfichtigung der Reibung. in folches Spftem tft zwar firenge 
genommen ein veränberliches und bie Bewegungen feiner verfchtedenen 
Theile find ungleichartige, da das Schwungrad und feine Welle eine brehenbe 
Bewegung befist, während das Gewicht P eine fortichreitende Bewegung 
hat; man kann fih aber auch bie Maſſe biefes Gewichtes in jebem 
Augenblide in den Endpunkten eines Durchmefferd der Welle in zwei 
gleichen Theilen vereinigt und befeftigt und die von dem Gewichte her- 
rührende bewegende Kraft an dem Umfange ber Welt tangential an- 
greifend vorftellen und dann blos bie drehende Bewegung des Schwung- 
rabes und der Welle in's Auge faflen, fo daß man es nur mit diefem 
feften Syftem zu thun hat. 

Sei alpM= A bie Mafle des bemegenden Gewichtes, Q das 


Gewicht des Schwungrabes und ber Welle, R der mittlere Halbmefler 
des Schwungringes, r, ber Halbmeſſer ber Welle, beven Maffemoment 
wir. vernachläffigen oder in dem Maffemoment M,R? des Schwung⸗ 
ringes eingerechnet annehmen, und rz der Halbmeſſer der beiden gleich⸗ 
bilden Zapfen, auf welchen das Rad fich dreht; ferner ſei « der Winkel, 
welchen die Normale zu ber geneigten Ebene, auf der das Gewicht P 
hinabgleitet, mit der Richtung der Schwere bildet, f der Reibungs- 
Goeffizient, o der Reibungsmwintel für die Zapfen, f die entiprechende 
Erfahrungsgröße für die geneigte Ebene. Die von dem Gewichte P 
berrährende bewegende Kraft F tft dann, wie in $. 152 


= P(sina—fcose) 


und demnach der Drucd N auf die Achfe 
.N= ve+ Pr (sin —f cos a)? +2POQ cosa (sin a—f cosc). 
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Behalten wir ſtatt dieſes Ausbrude bie Bezeichnung N und ebenfo fait 
bes vorhergehenden die Bezeichnung F bei und beachten, daß bie 
brehende Wirkung der Kraft F durch Fr,, bie der Reibung N sine 
an den Zapfen durch Nra sino gemeflen wird, fo findet man als Aen- 
derungsgeſetz der Winkelgeſchwindigkeit einfach 
do — Fr, — Nr sino 
dt — Mr? + M, R? 
und zieht daraus unter ber Borausfehimg, daß bie heichlemigte Be 
wegung von ber Ruhe ans begonnen bat, alſo 9 = 0 iſt, für bie 
Winkelgeſchwindigkeit ꝙ bed Syſtems am Ende ber Zeit ı 
Fr, —Nn ein, — g (Fr, —Nn sine) 
PT RIM —  QORLPrE 
Die fördernde Gefchwindigkeit v eined Punktes auf dem Umfange ber 
Welle, alfo auch bie des Gewichtes P ift Demnach 


— — Fr,®—Nr, Tg 77) 
u u 72717 el 
Man bat ferner 
Ä u — gl — Nraeime), 1 2 
QRI+Pr,2 zu 
woraus für den von einem Punkte des Umfanges der Welle ober von 
dem Gewichte P zurückgelegten Ves h der Werth: 
Fr.? — Nrar, sing 1 En) 
. R?+-Pr,? 2 
folgt. Die fortſchreitende Bewegung bes Gewichtes P iR alſo in he 
That eine gleichförmig verinberte und die Beſchleunigung o derfelben iR 
Fr,® — Nr, rg 3in 0 
= ER — 
Wenn das Gewicht P lothrecht hinabfinkt, ſo hat man e=;n und 
dann einfacher 
F=P, N=P +0; 


| wodurch der vorhergehende Werth der Beſchleunigung c bie Form erhält: 
_ Pr? —(P+O)nr sino 
Pr)? + OR? s 
und zeigt, daß die Verminderung der Befchleunigung g hauptfächlic 
von ben Verhältuiffe des Maſſemomentes des Schyungrades zu dem 


h=no= 


u WE IB. 
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bes Gewichtes P -( defien Maſſe mit der Welle feft verbunden gebucht) 
und von dem Verhältniffe der Halbmeſſer r, und r, ber Welle und ber 
Zapfen abhängt. | 


$. 178. 


Einen ganz Ähnlichen Fall bietet der bekannte Berfuch mit ber 
Atwood'ſchen Fallmaſchine. Derſelbe befteht nämlich darin, daß 
zwei gleiche Gewichte P an einem Faden, der über eine leicht bewegliche, 
mõglichſt wenig Reibungswiderſtand beſitzende Rolle geſchlagen iſt, auf⸗ 
gehängt werben und dann dem einen derſelben noch ein kleines Gewicht 
p beigefügt wird, welches eine gleichförmig=, aber fehr wenig=befchleunigte 
Bewegung erzeugt und gleichſam in einem verjängten Geſchwindigkeits⸗ 
maaße bie Geſetze des freien Falles wahrnehmbar macht, da der Ruft- 
widerftand wegen ber geringen Geſchwindigkeit vernachläfftgt werden 
Tann. Die genauere Vergleichung ber Befchleunigung bes freien Falles 
mit ber durch dieſen Apparat gefundenen kann indeſſen nur mit Berück⸗ 
fichtigung bes Maffemomentes und des Reibumgsmomentes der Rolle 
auf folgende Weile durchgeführt werben. 

Denkt man fich nämlich wieder die Maffen M und m ber Gewichte 
P und p an dem Umfange der Rolle fo vertheilt, daß der Mittelpunft 
der Maffe tn ber geometrifchen Achſe der Wolle bleibt, und bezeichnet 
ben Halbmeffer ber Rinne auf der Rolle, in welcher der Faden liegt, 
mit R, den Halbmeffer ihrer Zapfen mit r, ihr Gewicht mit P, und 
ihr Maffemoment mit M,k?, fo findet man mit der Beachtung, baf 
die drehenden Wirkungen ber gleichen Kräfte P fich gegenfeittg aufheben, 
bag alſo nur das Moment pR bes Heinen Gewichtes p und das Mo- 
ment (2P--p-+P,)rsino ber Reibung wirkfam find, für bie für= 
dernde Beichleunigung c der Iothrechten Bewegung ber Gewichte P den 


Ausdruck: 
pR®—(2P+p+P, )Rrsino 
GPFpRFRR 


und daraus Tann ber Werth der Befchleunigung g des freien Falles: 
_ .__@P+p)R®+P,R 

°S= 9 RT_(2P+p+P,)Rreing 

gezogen werben, wenn alles Mebrige durch Verfuche ober Berechnung und 
Mefiung bekannt if. Das Moment der Reibung Tönnte dadurch ges 
funden werden, daß man das Gewichtchen p nur fo groß nähme, bie 
eine ſchwache durch die Hand ertheilte Bewegung auf die ganze Höhe 


c=g 
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ber Maſchine nahezu gleichförmig bleibt; wenn dann e —O, und wenn 
Po dieſe Zulage bezeichnet, fo bat man 
(2P+P,+p)rene = poR 
und daraus mit hinreichender Gennuigtelt, indem man p, neben 2P-+HP, 
vernachläffigt, 
Po R 
2P+P, ' 


Das Maffemoment pe ber Rolle würde man nad) biefem durch 
zwei Verſuche ermitteln, bei welchen man auch bie Gewichte P ziemlich 
Fein annimmt, damit das Maflemoment = R® der letztern vom 


dem der Rolle überwogen wird, jedesmal das gleiche Gewichtchen p 
zulegt und bie Zeiten t, und iz beobachtet, in welchen dasfelbe durch 
bie befannte Höhe h herabfällt. Man hätte dadurch bie Befchleuni- 
gungen c, und ca der erzeugten Bewegungen durch die Gleichung: 

’ 2h 


rsino = 


und es Fünnte damit bie Beſchleunigung g aus ben beiden Gleichungen, 
welche ſich durch Einführung dieſer Werthe in obigen Werth von g 
ergeben, eliminirt werden. Hätte man 3. B. bei bem zweiten Verſuche 
die Gewichte P doppelt fo groß genommen ,..ald bei dem erften, jo 
würde die Gleichung: 

c QP+pR+BE - _ ,. @P+pR-+-Bk 
!pR®—(2P-+p-+P,)Rremg "pR°—(AP-+p+P,)Rreime 
den Werth von k? geben, durch welchen das Maffemoment ber Rolle 
beftimmt wird. Noch einfacher und ficherer wird man aber bei biefen 
beiden Verfuchen verfahren, wenn man bie Zulagen p fo lange ver- 
mehrt oder vermindert, bis bie Fallzeiten t, und t, fich in ganzen Zeit 
einbetten, Serunden, ergeben, und das Einfache wird fein, dieſe Fall⸗ 
zeiten gleich zu nehmen, da dadurch auch c, — cy wird. Sind dann 
pı und pa die Zulagen, P und 2P die Gewichte, fo bat man nad 

einigen Rebucttonen 


P,k [(r—n) (1-5°) 2] — 2PR?(2p, —p) 


r8:n 0 


—P,R?. R (2P+p- pP) 





257 


und daraus, wenn man in dem erſten Gliebe = er 


ber vechten Seite pa — p, neben 2P vernachläffigt, ” 


: Elle u 
P,k? — 2PR2 


neben 1 And auf 








Da _p opti sing u " 


Das ficherfte Verfahren wird übrigens darin sehen ‚dab man 
burch - eine: geüfiere Anzahl von Berfuchen, bei welchen man bald bie 
Gewichte P, bald die Zulage p abändert, die lebtere aber immer fo 
bemißt, daß die beobachteten Fallzeiten fich in ganzen Secunden ergeben, 
aus dem obigen Werthe von g mitteld der Methode der Fleinften Qua- 
drate gleilhzeitig ſowohl das Reibungsmoment ober den unveränberlichen 
Factor r zino, als au das Maffemoment der Rolle und die Be 
fehleunigung g des freien Falles beftimmt, ein Verfahren, welches 
jebenfalld der Beachtung werth fein dürfte, wenn auch das dadurch 
erzielte Ergebniß nicht mit denen der Pendelverſuche verglichen werden kann. 
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Betrachten wie nun die Bewegung eines ſchweren Körpers 
um eine Achfe, welche nicht durch feinen Schwerpunft geht, indem 
wir dabei worerft von jebem Widerſtande Umgang nehmen. 

Durch den Schwerpunft des Körpers lege man zwei Shenen, von 
denen die eine fenkrecht ift zur Drehungsachfe und bie zweite dieſe Achfe 
ſelbſt enthältz fei die Ebene der Fig. 104 die erfte von dieſen beiden 
Ebenen, O ber Schwerpunft, des gegebenen Körpers, A der Durch— 
ſchnittspunkt der Drehungsachſe mit jener Ebene und 1—= AO ber ſenk- 
rechte Abftand des Schwerpunftes von der Drehungsachfe. Durch die 
lebtere fege man ferner eine dritte, lothrechte Ebene, melche die Ebene der 
Figur längs einer zur Achſe jenkrechten Geraden AC durchfchneidet, und 
nehme diefe Gerade als Achfe der z, die Drebungsachfe felbft als Achfe 
ber y und eine zu ben beiden vorhergehenden fenkrechte Gerade AB in 
ber Ebene ber Figur als Ace der x. Set endlich 9 ber Winkel, 
welchen die Gerade AO, d. i. die Durchfchnittälinie der beiden erften 
Ebenen am Ende der Zeit ı mit der Geraden AC oder mit ber Achſe 
der x bildet, a der anfängliche Werth von 9 und y ber Eleinfte Winkel 
zwifchen ber Achfe AC und der Richtung ber Schwere, P das Gewicht 
des gegebenen Körpers, Mk? fein Maſſemoment in- Bezug auf eine 


BEE... ZB 
burch ben Schwerpunkt O gelegte, zur Drekungsachfe parallele Gerade 
und demnach fein Maffemoment WE in Bezug auf die Drehungsachſe 
ſelb 
ſ M — ME I2 —NM(X241). 


Das beivegende Moment My ber in O angreifenden Kraft P, beren 
Richtung mit der Achfe der z den Winkel y, mit ber Achſe ber x den 
Mintel 4I7 bildet, wird durch 


My = — PXcosy = — Pleosysin$ 
ausgedrückt, und das Aenderungsgeſetz der Bewegung wird damit 
Mk + 12) °P — — Plcosy sind , 
oder wenn auf ber linken Seite mit 9, auf ber rechten mir 9 Fri ” mul 
plicitt und Mg für P gefeht wird, 
* 
+ = — 2gloosy an? . 
t dt 
Die Integration zieht daraus zuerft ben Ausbrud: 


2gl co 
p— 00° = er (0009 — ce a) 





fir die Winkelgeſchwindigkeit der Bewegung, und dieſer gibt das Aen⸗ 
derungsgeſetz: 





— — — 1 
49° 2 _ , , 28leosy $ 
90° + —— (cos 9 — cosa) 


worin vorausgeſetzt iſt, daß I am Anfang der Bewegung kleiner wird 
und woraus für die Zeit t der Werth: 


3 
t — | d %. FE — 
2glcos 
’ Vet ‚ep (0009 — one) 
folgt. Die Bergleichung dieſer Ausdrücfe mit denjenigen, welche in ben 


66. 101 und 102 des vorhergehenden Buches für bie Bewegung dei 
einfachen oder mathematifchen Pendels abgeleitet wurden, zeigt, daß 





bie drehende Bewegung eines ſchweren Körpers um eine fefte Achſe der 
Pendelbewegung jehr aͤhnlich iſt; insbeſondere findet man für die Bes 
wegung eines feiten Syftems um eine horkgontale Achfe, für weiche der 
Winkel y Null wird, und wenn man Feine anfängliche. Geſchwindigkeit 


vorausfeßt N 
gu f‘ 9. —— 
7 (eos 9 — cos a) 


und fehließt Daraus, daß in bdiefem Yalle die Bewegung ganz biefelbe 
iſt in Betreff ihrer Winkelgeſchwindigkeit und ber Dauer, wie die Be- 
wegung eines einfachen Pendels von der Länge 1,, für weiche man hat 


_%®+k M(2+k) 
7 1 0 M 


fo daß die Dauer T einer fehr Beinen Schwingung durch 


1, Vi 
T= nr = 
g lg 


ausgedrüdt wird, 

Man Tann demnach in jedem feſten Körber, ber um eine fefte 
Achfe ſchwingt, Immer einen Punkt beitimmen, in melchem bie ganze 
Maſſe desfelben vereinigt gebacht werden Tann, und welcher, wenn er 
allein als einzelner materieller Punkt mit der Achje verbunden wäre, 
in jedem Augenblicke diefelbe Winkelgeſchwindigkeit befisen und in der⸗ 
felben Zeit eine Schwingung machen würde, wie ber gegebene Körper. 
Solcher Punkte gibt es natürlich beliebig viele, da ihre Lage nur durch 
bie Entfernung 1, von der Drehungsachſe bedingt wird. Gewöhnlich 
nimmt man jedoch ben Punkt S, Fig. 104, welcher auf der Durd- 
ſchnittslinie AS der beiden durch den Schwerpunft gelegten Ebenen um 
die Länge I, von A entfernt liegt, als jenen Punkt an und nennt ihn 
Mittelpuntt ber Schwingung oder Schwingungsmittel- 
punkt. Der obige Werth von 1, zeigt unter der Form: 


2 
nel+f, 


daß derſelbe immer weiter von ber Achſe A entfernt liegt, als ber 
Schwerpunkt O, daß aber diefer Unterjchied in der Entfernung um fo 











— — U — — 


Feiner iſt, je Aeiner das Maſſemoment Mk? bed’ Körpers in Bezug auf 
die durch O gezogene, zur Drehungsachſe parallele Gerabe tft. 

Man fieht ferner aus biefem Ausbrude, daß bie Länge, des 
gleihfhwingenden einfahen Bendels, alſo auch bie 
Schwingungsbauer einen Eleinften Werth erhalten kann, 
wenn fich bie Entfernung 1 des Schwerpuntted von der Drehungsachſe 
ändert, da J, fowohl für 1 0, wie für 1 = oo einen unendlich großen 
Werth erhält. Diefer kleinſte Werth entfpricht offenbar ber Entfernung 


iI=k, 


wie man fich leicht auf bem gewöhnlichen Wege für die Beſtimmung 
kleinſter Werthe und auch dadurch überzeugen Tann, daß 1, ſowohl für 
I=k+6, ald für =k—d ben Werth: 


,=2k+£ 


annimmt, wenn d fehr klein vorausgeſetzt wird ‚ baB er alſo immer 
größer tft, als der Werth ok 
, = . 


welcher für 1—= k gefunden wird. So fieht man eine gleicharmige 
Wage um fo langſamer ſchwingen, je näher ihr Schwerpunkt der mitt⸗ 
leren Schneide zu liegen kommt; namentlich wirb dies durch das Auf- 
legen größerer Gewichte bewirkt, wenn bie drei Schneiden in gerader 
Linie liegen, da durch biefe gleichzeitig K? vergrößert und 1 vermindert 
wird. Wir werden In der technifchen Mechanik auf biefen befon- 
dern Fall zurückkommen. 

Endlich fchliept man aus dem obigen Werthe von 1,, daß wenn 
man durch den Schwingungsmittelpunkt S eine zur Achſe 
A parallele Gerade zieht und den Körper um biefe fohwin- 
gen läßt, umgekehrt der Punkt A der neue Shwingungs: 
mittelpunft fein wird. Denn der Abftand des Schwerpunftes O 
von dem Mittelpunfte S der um A ftattfindenden Schwingung iſt 1, — I 


2 
oder —; das Maffemoment bed Körpers in Bezug auf eine durch S 
gezogene parallele Achje wird demnach durch 


9 kt 
M = MEN 


und die Entfernung I, des neuen Schtulngungsmittelpunttes von biefer 
Achſe duch 


k+ 
HR 
T 





ausgebrüdt, folglich tft fie diefelbe wie vorher und daher A biefer 
Mittelpunkt der um die Achſe in S ſtatthabenden Schwingung; es folgt 
baun ferner daraus, daß auch die Dauer einer Schwingung um 
bie letztere Achſe genau fo groß if wie die einer Schwin- 
gung um die Achſe in A. 


6. 180, 
Allgemein betrachtet gibt e8 beliebig viele Achfen, um melde 


derſelbe Körper auf gleiche Weife fehwingt, d. h. fo daß die Dauer 


einer Beinen Schwingung für eine jede dieſer Achſen biefelbe tft. 
Zuerft wird es einleuchten, daß biefed für alle Achſen der Fall 
fein muß, welche diefelbe Entfernung 1 vom Schwerpunfte haben und 
parallel find, da für alle dieſe auch k2 denfelben Werth behält, Neh⸗ 
men wir dann ben allgemeinen Ausdruck (123) für das Maffemoment 
eines feften Syſtems in Bezug auf eine Gerade, welche bie Winkel 
a, 8, y mit ben drei Hauptachjen im Schwerpuntte bildet und beren 
fenfrechte Entfernung von dem genannten Punkte 1 tft, nämlich 


M = Hcota +B co +&costy+-Ml , 


fo wird ferner klar fein, daß biefer Werth von MR durch entiprechenbe 
Aenderung jener beftimmenden Größen «, 8, y unb. 1 auf beliebig 
viele verichledene Weiſen denſelben Werth erhalten kann, und daß tn 
allen dieſen Fallen auch bie Groͤßen: : 


l, = Mi und T= Tt _ 


bie gleichen Werthe behalten. 

Bei gleicher Entfernung 1 wird ber Ausbrud von DR den Hleinften 
Werth natürlich für biefenigen Achfen erhalten, die zu berjeriigen Haupt⸗ 
Achſe im Schwerpunkte parallel find, in Bezug auf welche bad Maſſe⸗ 
Moment des Körpers das kleinſte if. Sei dieſes das Mafſſemoment 3 u 
in Bezug auf bie Achfe ber x, und mache man 





— — — — — 


= Me, 
ſo Hat man für alle zur Achfe der x parallele Geraden 


a? 
=1+7; r 


und ber kleinſte Werth dieſes Ausdrucks, nämlich 
,=2, 


wird wieder für 1 — a eintretm. Iſt demnach a diejenige Eintfermumg 
von der Hauptachſe des Maſſemomentes WE im Schwerpimkte, in 
welcher man bie ganze Mafle bes gegebenen Körperd zu einem mate- 
riellen Punkte vereinigt annehmen muß, damit das Maſſemoment biefes 
leptern dem Maſſemoment bes gegebenen Körperd in Bezug auf jene 
Achſe, alfo dem kleinſten Maſſemomente desfelben gleich tft, fo werben 
unter allen Schwingungen, welche der Körper um irgend 
eine Achſe machen Tann, diejenigen bie kleinſte Dauer 
haben, welche um eine zur Adhfe des Fleinften Maffemo- 
mentes M parallele und von ihr um die Länge a entfernte 
Drehungsachſe gemacht werben, und zwar wird die ſe Dauer 
dieſelbe ſein, wie die der Schwingungen eines einfachen 
Pendels von ber Länge 2a. 


18. 


Ein Körper, welcher um eine horizontale Achje ſchwingt, namentlich 
wenn biefe Bewegung den Zwei bat, dur bie Schwingungs- 
bauer ein Zeitmaaß abzugeben, wird «in phyſiſches Pendel 
und bie Gutfernung des Schwingungsmittelpunkted von der Drehungs- 
Achſe oder die Länge eines einfachen Pendels, deſſen Schwingungen 
bie gleiche Dauer baben, bie Länge. desſelben genannt. Die Länge 
eined phyſiſchen Pendels kann daher leicht mitteld der beobachteten 
Dauer t feiner fehr Eleinen Schwingungen nach ber Formel: 


berechnet und dadurch bie Lage des Schwingungämittelpunftes —— 
werben, wenn bie Intenfität der Schwere ober, was dadſelbe iſt, bie 

Binge bes einfachen Setundenpendels an dem betreffenden Orte 
ber Erbe bekannt iſt. - 


Diefe Länge des einfachen Secundenpendels Tann aber 
felbft mr durch die Beobachtung ber Schwingungen phyſiſcher Benbel 
gefunden werben, und es tft dazu nothwendig, daß man bie Lage des 
Schwingungsmittelpunfted oder die Länge eines folchen phyſiſchen 
Pendels unmittelbar beftimmt, wozu fich verſchiedene Wege bar- 
bieten. Ä 

Entweder gibt man dem phyſiſchen Pendel eine Form, welche von 
ber eines mathematifchen mögkichft wenig abweicht und für welche bie 
Lage des Schwingungsmittelpunfteg mit großer Genauigkeit gefunden 
werben kann. Eine folche Form hat 3. B. ein Pendel, das aus einer 
Heinen ſehr dichten Kugel befteht, welche an einem homogenen, an feinem 
obern Ende vollkommen biegfamen und gegen den Durchmefler der Kugel 
ſehr Iangen Faden aufgehängt it. Kür dieſes Pendel fällt der Schwin- 
gungsmittelpuntt ziemlich nahe mit dem Mittelpuntte der Kugel zufam- 
men; denn man hat für die Kugel allein, indem man ben Faden zuerft 
als gewichtlos betrachtet , 


Mk? — Mr 
und demmach 
2r2 
l, — I+37 ’ 


woraus man flieht, daß bie Känge 1, von I nur fehr wenig abweicht, 
wenn - einen Kleinen Werth bat. Wäre. B.1=1", r—=0",005, 


fo würde 
- 2r? m 


und ber Schwingungsmtittelpunft läge nur um „45 Millimeter tiefer, 
als der Mittelpunkt der Kugel. 

Dag Maffemoment bes Fadens hat indeflen einen nicht zu ver- 
nachläffigenden Einfluß auf die Länge des Pendeld, Um dasfelbe in 
Rechnung zu bringen, Tann man ben Kaben ald einen Gylinder be= 
tenchten, für welchen das Quadrat ber Dicke gegen: das ber Länge ver⸗ 
ſchwindet, fo daß deſſen Maffemoment in Bezug auf bie zur Bänge 
ſenkrechte Achſe im Schwerpunfte nach $. 171 den Werth: 


und in Bezug auf die Drehungsachſe am obern Ende den Werth: 


——— — — — » 


1% 1 p 
7 — — —_]! 
Theis + 1 an 3 ei 


erhält, worin m die Mafle, p bad Gewicht und I bie Länge bes Fa- 
bens bedeutet, von denen bie leßtere bis auf eine Kleinigkeit der Ent- 
fernung des Mittelpunttes der Kugel von ber Drebungsachfe glei 
gefeht werben kann. Bezeichnet bann noch P das Gewicht der Kugel, 
jo hat man als Maflemoment des ganzen Syſtems 


m Hrie)eht 


Man hat aber auch, da ber Körper aus verfchiedenen Theilen beſteht, 
zur Beſtimmung des Schwerpunktes bie Beziehung: 


M=-!m=- — 
und findet damit für die Länge 1, des gleichzeitig ſchwingenden einfachen 


Pendels 
1 P(?+}r7)+}4pl? 
£P+4p)l 


oder mit Vernachläffigung ber Größen, welche ber fchärfften Beobachtung 
entgehen dürften, 


\ =1(1-7 rtamtee)- 
Nimmt man z.B. 


P=0,8 , P=6 


und die übrigen Maaße wie oben, fo hat man 5 — 0,005 und 


I, = 1+0,000012 — 0,000833 = (1— 0,000821)” , 


woraus folgt, daß durch einen ſolchen Faden der Schwingungsmiitel⸗ 
puntt beinahe um 1 Millimeter über ben Mittelpunkt der Kugel hinauf⸗ 
geräct wird. 

Gegen dieſen einfachen Apparat Tann tndeffen eingewendet werben, 
daß die genaue Beſtimmung ber Länge bes Fadens, welche einerfeits 
von einer genauen Kenntniß bed Drehungspunktes abhängt und auf ber 
andern Seite wegen ber Dehnbarkeit und ber ungleichen — 
waͤhrend ber Bewegung nicht einmal couſtant bleibt, fo daß bie 


— 


Bewegung des Mittelpunktes der Kugel flrenge genommen gar nicht in 
einem Kreisbogen vor fich geht, und welche namentlich wegen bes dyna⸗ 
mifchen Drudes beim Durchgange durch die Gleichgewichtslage größer 
tft, als wenn es in dieſer Lage in Ruhe bleibt, einer Unficherheit unter- 
liegt, welche bie Grenze ber Beobachtungsfehler überfchreiten bürfte. 

Es fcheint demnach zwedmäßiger, ein feites, aber möglichft ein⸗ 
Taches und möglichft genau nach geometriſchen Formen conftruirtes Pendel, 
das ſich auf einer harten, möglichft ſcharfen Schneide breit, anzuwenden, 
z. B. einen chlindrifchen Stab AB, Fig. 105, an welchem in C bie 
ſenkrechte Schneide und in D eine ſchwere homogene Linfe fo befeftigt 
tft, daß ihre größte Kreisebene fenkrecht zur Achſe des Stabes fteht. 

Das Gewicht der Linſe ſei P, das bes Stabes p, bie Länge des 
lektern 1; die Abftände AC und BD ber Schneide und ber mittleren 
Ehene ber Linſe von den Enden A und B. des Stabes feien a und b, 
die Dicke des Stabes Zr, ber größte Durchmeſſer der Linfe 2R, ihre 
Die 2h. Das Maffemoment &, bed Stabes in Bezug auf eine zur 
Schneide parallele Achfe im Schwerpunkte O ift nach $. 171 


&=52Gr+B), 


und demnach) das Maffemoment DE’ desfelben in Bezug auf die Schneide 
ſelbſt, deren Gericht vernachläffigt werben Tann, 


_1P P(1,_,Y 
mn rt lzi-e) 


Das Maſſemoment ber Linfe in Bezug auf den größten Durchmefler, 
welcher der Schneide parallel ift, würde, wenn fie voll wäre, nad 
6. 173 durch 


DT u 3R? +. h2 
ansgebrüdt, worin p‘ das Gewicht bes die Deffnung ber Linſe aus⸗ 
füllenden Körpers, alfo das Gewicht eines Stabes von gleichem Stoffe 
wie bie Linfe, von dem Durchmefler Zr und ber Länge 2h bebeutet, 
indem man babei bie ſehr geringe kugelförmige Abrundung besjelben 
vernachläffigt. Sf daher q die Dichte der Linfe, jo hat man 
P+p=Inggh(dRt+M) , p=2ngarth 

und daran 

P_ 6r? 

P” 3Rt+ 6 
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Das Maffemoment diefes Heinen Stabes in Bezug auf den Durchmeſſer 
ber Linſe ift wie vorher 
1 P r?(3r?-+4h?) 
2 g 3RI 6 ’ 
und wenn biefer Werth von dem Maſſemomente ber vollen Linfe ab- 
gezogen wird, fo ergibt ſich ald Ausdruck des Maffemomentes &, ber 
hohlen Linſe in Bezug auf ihren Durchmefler 

& = 1 P /10R?+15R?h?+7h* 10r?(3r?2++-4h?)\ . 

— 3: ( 3R? + Rh? 3R® +67? / ’ 

das Maffemoment WR” dverfelben in Bezug auf die Schneide wird 
demnach 


1 Pro. 21 —_ 
5, r+4) = 


m — &,+(1-a—b) 


Ferner hat man für die Entfernung k des Schwerpunftes vom ganzen 
Pendel die Gleichung: " 


P+p, _ Eia— ?(z1-.) 
rn st-a-bI)r (gina) 
und damit ergibt fich die Länge 1, des einfachen Pendels ober die Entfer- 
nung des Schwingungsmittelpunktes von der Schneide : 

_ SM +M) 
7 (P+p)k 
unabhängig von dem fpesififchen Gewichte ber angemwendeten Stoffe und 
von ber Intenfität ber Schwere und nur ausgebrüdt durch Beobadh- 
tungsgrößen, welche feharf beftimmt werden Tönnen. 

Endlich kann man auch den Im vorhergehenden $. bewieſenen Sak, 
daß einphnfifches Pendel um eine durch den Shwingung® 
Mittelpunkt gelegte, zur urfprünglihen Drehungsadfe 
parallele Gerade auf diefelbe Weiſe [hwingt, wie um 
btefe Achfe, anwenden, um bie Entfernung jenes Schwingungs 
Mittelpunktes von diefer Achſe oder die Länge des gleichzeitig ſchwin⸗ 
genden einfachen Pendels ohne Berüdfichtigung ber geometrifchen Form, 
blos durch Beobachtung zu beftimmen. Denkt man fi) nämlich an dem 
vorhergehenden Pendel den chlindrifchen oder paralleleptpedifchen Stab 
AB, %ig. 106, verlängert, in B eine zweite ähnliche Linfe und in E 
zwiſchen B und D eine zweite, zur exften (in ©) parallele Schneide 


— 
angebracht und entweder dieſe oder eine der beiden Linſen ſo lange ver⸗ 
ſchoben, bis das Pendel auf beiden Schneiden Schwingungen von 
genau gleicher Dauer macht, fo iſt die Entfernung CE dieſer Schnet- 
ben bie geſuchte Länge I, des einfachen Pendels. Ein folches Pendel 
wird Reverfionspendel ‚genannt. 


$. 182. 


Bei allen biefen Beobachtungen phyſiſcher Pendel fteht aber Die 
umgebende Luft der Bewegung hindernd und verzögernd entgegen; es 
muß aljo zuvor noch ber Einfluß diefes Widerſtandes auf bie Dauer 
der Schwingungen unterjucht werben, ehe man aus der beobachteten 
Schwingungsdauer und der Lage bes Schwingungsmittelpunftes eines 
folchen Pendels auf die Schwingungsbauer eines einfachen Pendels von 
ber Länge 1, fehließen Tann. Die in's Einzelne gehende Unterfuchung 
über die Wirkung , welche der Widerſtand ber Luft auf‘ die Schwin⸗ 
gungsdauer, oder überhaupt über die Wirkung, welche eine umgebende 
Flüffigfeit auf die Bewegung eined um eine fefte Achfe fich drehenden 
feften Syſtems ausübt, kann erft vorgenommen werben, wenn das all- 
gemeine Gefeb der Bewegung eines feiten Syſtems in einer Flüſſigkeit 
genauer ermittelt tft, was im vierten Buche gefchehen wird. Ich werbe 
mich deßhalb Hier auf einige allgemeine Betrachtungen beichränfen. 

Zuerſt Teuchtet ein, daß in einem beftimmten Augenblide, in wel- 
chem die Winkelgeſchwindigkeit des Syſtems ꝙ fet, die Wirkung fanmt- 
licher Widerſtände, welche von der umgebenden Flüffigkeit auf bie ver- 
fehtedenen Theile des Syſtems ausgeübt werden, welches auch das 
Gefetz für die Aenderung diefer Widerftände fein mag, in eine fürbernde 
Wirkung W und in eine drehende Wirkung Mw in Bezug auf einen 
als Coordinatenanfang genommenen Punkt der Drehungsachfe zerlegt 
werden kann oder in die fördernden Componenten: 


W cos Wx s W cos Wy , W cos Wz 
und in die Momente: 


IN Pe — 
MwcosMwx , MycosMwy , Mw 608 Mwz . 


Die Wirkung der erftern wird duch den Widerſtand der feften Achſe 

aufgehoben und wird im Allgemeinen gegen den von den bewegenden 

Kräften hervorgebrachten Druck auf die Achfe ſehr gering fein. Nimmt 

man dann, was immer gefchehen kann, diefe Achſe ſelbſt als eine der 

Goordinatenachfen, z. B. als Achle ber y, fo wird auch Das erfte und 
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dritte der vorftehenden "Momente megen bes Wiberſtandes ber feften 
Achſe keine wahrnehmbare Wirkung äußern koͤnnen; das zweite bagegen 
wird in jedem Augenblide in einem ber vorhandenen Winkelgeſchwindigkeit 
entgegengefeßten Sinne das Syſtem zu drehen und biefe Winkelgeſchwin⸗ 
digkeit zu vermindern fireben. Bezeichnet 3. B. DE dns Maffemoment 
eines ſchweren feiten Körpers in Bezug auf eine feſte Achſe, wobei Das 
Maſſemoment der mechaniſch mit fortgerifienen Flüffigkelt mit eingerechnet 
fein fol, P, das Gewicht des feſten Syſtems in der Flüſſigkeit, b. 6. 
den Ueberſchuß feines eigentlichen Gewichtes über den Drud der Ylüf- 
figkeit im Zuftande der Ruhe, 1 den Abſtand des Schwerpunftes bes 
Syſtems von ber Drehungsachfe, welche horizontal gerichtet fein foll, 
fo hat man für die drehende Bewegung biefes Syſtems nach dem Bor- 
hergehenden die Gleichung: 


a.) ME — Plein 9 — Mu coole} , 
worin, wie man ſchon gefunden haben wird, Mey den Winfel vor- 
ftellt, den die Achſe des Widerſtandsmomentes N mit der Achſe der y 
einſchließt. 

Ferner ſieht man ein, daß ber fördernde Widerſtand W ſowohl 
als das Widerſtandsmoment M. nur von der Dichte und Cohäſion ber 
umgebenden Flüſſigkeit, von der Geftalt des feften Syſtems, von ber 
Lage ber Drehungsachfe in demfelben und von feiner Winfelgefchwin- 
digkeit abhängen kann, daß jene Kräfte demnach für eine in der Aus- 
behnung der Bewegung gleichbleibende Befchaffenheit der umgebenden 
Flüffigkeit und für ein feftes Syſtem, daß ſich um eine unveränberliche 
Achfe dreht, nur noch Yunctionen der Winkelgeſchwindigkeit ꝙ fein 
können, daß man fich folglich immer eine gewiſſe Winkelgefehtwindigfeit x 


benfen Tann, bei welcher das Moment Mr cos My des Flüſſigkeits⸗ 
MWiderfiandes in Bezug auf die Drehungsachſe der drehenden Kraft P,! 
oder Mg, l gleich tft, fo daß man einmal hat 


Me cos Muy —=Lrf(9), 


worin Lr eine von der Geftalt des Syſtems, der Lage der Drehungs⸗ 
Achje in demfelben und von der Beichaffenheit der Flüffigkeit abhängige, 
mit einem Momente homogene Gonftante und f trgend eine Function 
bezeichnet, und dann 


Mu cosMiny :Pi=f(p):fle); 
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woraus fi der Werth von x unter ber Form: 


6 


ergibt, wenn man mit u bie ber Function kentgegengeſetzte ober bie 
Function f auflöfende Operation bezeichnet. Sept man dann noch 
DE = M(l?-+K2), fo nimmt die vorhergehende Gleichung (a) bie 
Form an: 
do _ Sl „4__&l_flp) 
dd Br . B+k2 f(x)’ 
oder wenn man noch wie früher 
+kt 
———=|l 
einführt, wo 1, wieder die Entfernung bes Mittelpunktes ber Schwingung 
von ber Drehungsachſe bedeutet, und bie linke Seite mit —=1 


multiplicirt, bie ha : 


28, „; 28, 

= J ing: (b. 
Dieſer Ausbru zeigt mit den vorhergehenden, daß es auch bei der 
Bewegung in einer Fhüffigkeit beliebig viele fefte Syfteme gibt, die auf 
gleiche Weife ſchwingen, daß man fih alfo auch immer eine Fleine 
Kugel‘ an einem jehr dünnen Faden denken Tann, welche, bei gleicher 
anfänglicher Winkelgeſchwindigkeit und Ausweichung, eine Schwingung 
in derfelben Zeit vollendet, wie das gegebene Syſtem. Die zu dieſer 

Vebereinftiimmung notbivenbigen Bebingungen find nämlich 


g/ g, W p,Y Pl 
j «—=x oder ir” ir ’ 


und man flieht leicht, daß dieſen beiden Bebingungen, worin g,, 1/, 
P/, etc. für das neue Syftem basfelbe bedeuten, was g,, 1,, P,, etc. 
für das gegebene, im Allgemeinen auf fehr verſchiedene Weiſe Genüge 


gethan werben Tann, je nachdem man bald bie Geftalt und Größe, 
bald die Dichte des Syftems ändert. 


$. 183. 


In $. 157 wurde nachgewiefen, daß wenn ber Wiberfland der 
Luft gegen eine Feine, ſehr dichte Kugel dem Quadrate ber Geſchwindigkei 





0 
proportional angenommen wird, die Schwingungsbauer berfelben für 
ſehr Eleine Schwingungen unabhängig bleipt von bem Widerftante 
ber Luft und der Größe der Schwingungsbogen, b. h. daß eine Ber 
änderung tn biefen Größen feine wahrnehmbare Veränderung in der 
Dauer einer oder mehrerer Schwingungen hervorbringt, und man wird 
fich nach dem Borhergehenden, indem man bie eben aufgeftellte Gleichung 
(b) mit der Gleichung (8) in $. 156 vergleicht, überzeugen, daß 
unter der obengenannten Borausfegung: flp) — 9? basfelbe für 
jedes fefte Syſtem flattfinden muß. Es laßt fi aber auf demfelben 
Wege, wie in jenem Falle, zeigen, baß biejelbe Unabhängigkeit auch 
für jede andere Function f(p) des Widerſtandes, welche fich mit @ 
bem Werthe Null nähert, ftatthaben wird. 

Denn unter diefer Vorausſetzung kann man in der Gleichung (b) 


den Qusotienten —— in eine Reihe von der Form: 





p —* 
AtBzree 


nach den auffteigenden Potenzen von z entwickeln, und weil für fehr 


Feine Schwingungen auch @ immer fehr Klein bleiben wird, während 
bie conftante Winkelgeſchwindigkeit « fir ben Widerfiand eines bichten 
Körpers in der Luft einen fehr großen Werth hat, fo kann man fid 
auf die beiden erften Glieder diefer Reihe beſchraͤnken. Die Gleichung 
(b) nimmt A bie Form an: 


+ sin na mr 


und gibt, zum he wirklich, zum —* der Form nach integrirt 


9 
c.) 2 * 7 (0009 — je ja. p- F dI.g, 


worin man ſich unter den Integralzeichen ꝙ als eine Function von 9 
vorftellen muß. Diefe Function muß aber jedenfalls eine folche Form 
haben, daß der Werth von 9? fowohl für I= = 0a, als für einen 
Werth I, von 9: 

= — (a—0) 


Null wird, wenn d een, im Bergleiih zu « ſehr kleinen Winkel 
bedentet,, jo daß man 


dö = u! „ 3), = — (a—uae?) 


feßen kann, indem man mit u einen Goeffizienten bezeichnet, der immer 
ssiel Heiner als 1 if. Der einfachfte Ausdruck, welcher biefen beiden 
Bedingungen Genüge leiftet, tft aber offenbar das Product der beiden 
Factoren & — 9 und ca +3 — ua?, wonach man für eine erfte An- 
näherung . 


= la Ilat+ Ina) = Tre) —F nor) (a. 


feten kann. Man erkennt leicht in dem erften Gliebe dieſes Werthes 
den .angenäherten Werth von — 2 ! (cos I — cosa) oder den ange= 


näherten Werth des Quadrates Winkelgeſchwindigkeit eines im leeren 
Raume ſchwingenden feſten Syſtems und ſchließt daraus, daß das 
zweite Glied den angenäherten Werth der beiden Integrale in der 
Gleichung (ec) vorſtellt. WIN man demnach die Annäherung noch 
weiter treiben, ſo kann man den aus der Gleichung (d) fich ergeben- 
den Werth von p in jene Integrale einführen und dieſe integriren. 
Zür fehr Heine Schwingungen genügt der letztere Werth für fich allein; 
man zieht aus demfelben, wie in $. 157, 


— & 
Y & = [. ——— 
' 3 Veri—ue) + ua? 43 — 92 
I+— 4uo? 
«—4uo? 


als Ausdrud für die Dauer der Bewegung von ber Ausweidhung « 
bis zur Ausweichung 9 und fchließt Daraus, wie dort, daß die Dauer 
T einer ganzen Schwingung, wenn biefe fehr Klein tft, unabhängig tft 
von bee Größe ber Ausweichung und von dem Luftwiderftande, daß 
man fich alfo immer auch ein einfaches Pendel denken kann, deſſen 
Schwingungsbauer für eine große Anzahl von Schwingungen dieſelbe 
tft, wie bie eines gegebenen feften Syſtems um eine feſte Achie. 
Srhalten dagegen die Schwingungen eine merfliche Ausdehnung, 
fo hängt der Werth der Schwingungsdauer T fowohl von der Aus- 
weichung « als von der conftanten Winkelgeſchwindigkeit x, alfo von 
ber Geſtalt des feſten Syſtems ab, und es erhebt fich in dieſer Be— 
ziehung gegen das oben erflärte Reverfionspendel der Einwurf, 


= arco cos 





412 


daß es tm Allgemeinen für die Bewegung auf ber zweiten Schneide 
eine andere Geftalt befigt, als für die Bewegung auf ber erften, ode 
ed ergibt fih für feine Gonftruction die Bedingung, daß feine Geflalt 
für beide Schneiden biefelbe bleiben muß. Am einfachften dürfte dies 
burch drei Linfen, A, B, C, Fig. 107, erreicht werden, von denen 
die mittlere B genau in der Mitte zwiſchen ben beiden feften Schneiden 
a und b und in ber Mitte des cHlindriichen Stabes DE befeftigt iR, 
während die beiden andern, welche an Geſtalt und Größe möglihk 
gleich, an Gewicht aber möglichft verſchieden fein müflen, von denen 
man alfo die eine maffio machen, die andere hohl laſſen wird, auße- 
halb diefer Schneiden angebracht und verfchiebbar find und für jeden 
einzelnen Verſuch in gleichen Abftänden von den Schneiden feftgefteit 
werben. Dazu bürfte e8 am zweckmäßigſten fein, bie beiden Enden bes 
cylindriſchen Stabes mit feinen Schraubengewinden zu verfehen, und 
jebe ber Linſen B und C mitteld zweier Schraubenmuttern feftzuftellen; 
ed bleibt auf ſolche Weife die Geftalt des ganzen Körpers immer ſym 
metrifch um bie Achie des Stabes, was nicht ber Fall ift, wenn man 
Drudfchrauben zum Feſtſtellen anwendet, und man bat damit zugleich 
die zu einer feinen Bewegung der Linſen erforderliche Mikrometerſchraube. 


— — — — — —— 
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Drittes Rapitel, 
Bewegung eines feften Syftems um einen feiten Punkt. 


$. 184. 


Unterfuchen wir nun die Bewegung eines feſten Syſtems, das 
mit einem feften Punkte auf eine unveränderliche Weiſe verbunden tft 
uud fi um ihn im jeber Richtung ungehindert drehen Tann. Dazu 
nehmen wir biefen Feilen Punkt als Anfangspuntt eines feſten vecht- 
winfligen Coordinatenſyſtems und drücken die Lage eines dem gegebenen 
Syſtem angehörenden materiellen Punktes M am Ende ber Zeit t u 
Bezug auf biefes Coordinatenſyſtem durch die Veränberlichen x, Y, 
aus, welche demnach als Yunctionen der Seit t zu betrachten * 
Die Geſchwindigkeit v des materiellen Punktes M, deren Richtung vor 
der Hand noch unbekannt iſt, laͤßt ſich dann in ihre drei Componenten: 


dx dy da 

4’ uw’ u? 
von benen jede ber entfprechenden Achfe ber x, y oder z parallel tft, 
zerlegt benfen, und unfere Aufgabe wird wieder darin beftchen, die Be— 
ziehungen feilzuftellen, welche ziwifchen den an bem gegebenen Syiteme 
thätigen Kräften, diefen Gefchwindigfeiten irgend eines feiner Punkte 
und den drei Coordinaten desfelben am Enbe ber Zeit t flattfinden. 

Es iſt aber einleuchtend, daß wegen ber feften Verbindung ſaͤmmt⸗ 

licher materiellen Punkte des Syftems unter fi und mit dem feſten 
Punkte einmal für jeden bie en 


24y42=R, hy: =0 


flattfinden werben, und bann, baf ihre — in jedem Augenblicke in 
einem gewiſſen Sinne gemeinſchaftlich ſein wird, daß es alſo für den 
vorhergenannten Zweck genügt, wenn man die Geſetze der Bewegung 
einiger beſtimmten Punkte des Syſtems kennt, welche nicht in gerader 
Linie liegen, und in Bezug auf welche man die Lage jedes andern 
Punktes angeben kann. Dazu wird es am zweckmaͤßigſten ſein, wenn 





474 


— — —— —— — — 


man durch den feſten Punkt drei neue, mit dem gegebenen Syſtem 
feſt verbundene, ebenfalls unter ſich rechtwinklige Coordinatenachſen zieht 
und die Lage irgend eines ſeiner Punkte in Bezug auf dieſe durch die 
Coordinaten E, 7, & ausbrüdt, welche für einen jeden gemäß der vor⸗ 
ber ausgelprochenen Bedingungen während der ganzen Bewegung un- 
veränbderliche Werthe behalten oder von ber Zeit t unabhängig find; 
es wird dann für die Kenntniß der Bewegung des Syſtems genügen, 
wenn man für jeden Zeitpunkt die Lage diefer neuen Achfen ber E, 7, 
in Bezug auf die feften Achfen dev x, y, z angeben Tann, ober anders 
ausgebrüct, wenn man die Winkel, welche jene Achien mit diefen am 
Ende der Zeit t Hilden, in Function diefer Zeit und der an dem feften 
Syſtem thättgen Kräfte Tennt. 

Nach den in den 86. 22 und 23 ber Einleitung gegebenen Aus- 
brüden kann die Lage der beweglichen Goordinatenachfen ber &, 7, & 
gegen bie feften Achfen der x, y, 2 entweber durch bie drei unabhängi⸗ 
gen Winkel w, 3, u beftimmt werden ‚ober durch bie | in gegenfeitiger 


Abhängigkeit flehenden neun Winkel: Er, ty , €z, 7x ‚etc, 
welche die drei beweglichen Achien mit jeder der drei feſten einfelieen 
Nehmen wir der Symmetrie wegen: zuerft bie letztern Winfel, und be 
zeichnen wir, wie in ben genannten $$. der Einleitung die Gofinus der 
Winkel: 


ZN Fo 
6X ; $ Er, 
welche bie bewegliche Achfe ber E mit den drei feften bildet, mit 
5b C 
die dev Winkel: u 
— in — 
N 5; NY 5» 72 


zwifchen der Achje der 7; und jeder ber feften Achfen mit 


und bie der Winkel: 


—ñ— nn — 
5x —R 52 
zwiſchen ber Achſe ber 5 und ben feſten Achſen mit. 
a , b’ RN ce R 


fo haben wir in irgend einem Augenblicke zwiſchen den veränderlichen 
Coordinaten x, y, z und den unverãnderlichen E,n, L des Punktes M 
die Beziehungen: 
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s=a5reantel 
y=bE+bn+bt N) (a. 
2=cf+cdn+et 
worin nun bie Goflnus a, b, c, etc. wie x, y, z Functionen der 
Zeit t find und durch die ſechs Bebingungsgleichungen: 


+ +0 =1 ad +bb +0 — 0 
a? +b? +? — aa” +bb" +cc" — 0 
a2+b?+c?—1 aa’ +bb’+cc" — 0 


in Abhängigfeit von - einander ſtehen. 


§. 185. 


Aus den vorhergehenden Gleichungen (a) zieht man mit ber Be= 
achtung, daß bie Koordinaten E, 7, T von ber Zeit t unabhängig find, 
in Bezug auf dieſe letztere die Aenderungsgefete: 

dx da da’ da” 

vn ’nmtrıTtrii 

dy_ _.db, db „db 

dz de de’ dc” 
Frühen Ir t77t+35 ir 
und erhält Dadurch die Beziehungen, welche zwiſchen den zu ben feiten 
Achſen parallelen Eomponenten u,, u,, u, ber Geſchwindigkeit v eines 
beliebigen materiellen Punktes M einerfeitS und zwiſchen ber Lage diefes 
Punktes in Bezug auf das beivegliche Coordinatenſyſtem und der Aen⸗ 
derung ber Lage dieſes letztern in Bezug auf jene feiten Achſen am 
Ende der Zeit t ftattfinden. Will man aus denfelben Die Lage desjenigen 


Punktes im Syftem deſſen Geſchwindigkeit In dieſem Augenblide Null ift, 
Tennen lernen, fo wird man aus ben drei Sleichungen des erfien Grades: 


„da da’ da 
ira 
db db’ dh” 
o 8* 


dc de’ dc” 
Ierrnrin 
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bie Werthe ber brei Veränberlichen E, 7, & ziehen, für deren jede fi 
im Allgemeinen nur ein Werth zu ergeben ſcheint. Multiplicirt man 
aber die erſte diefer Gleichungen mit a, bie zweite mit b, bie beitte 
mit o und nimmt die Summe diefer Probucte, multiplichrt man ferner 
bie erfte mit a’, bie zweite mit b’, bie dritte mit ce’ und abbirt die &- 
gebniffe, und thut man basfelbe, nachbem bie erfte mit a”, bie zweite 
mit b”, die dritte mit c”’ multiplicirt worden, fo ergeben fich mit Be 
achtung der vorher erwähnten ſechs Bebingungsgleihungen und ihrer 
Aenderungsgefete in Bezug auf bie Zeit, a 


T 
are dt + * =, 
da’ ’ (3 
arrarnn 
„da  .„„db”  „de” 
arten 
und unter eine zweckmaͤßige Form gebracht 


de db’ de ‚da ‚db ‚de\_ 
a-yrb Für a rd ae =—f;, 


\ „da „ab: „dee — 
a J at ar %)- —. 


‚d „ge „dd, „de __ 
tr TE =— (vS nr I ° P: 
die —* 
da ‚db ‚de\ _ 
c(a Fra 45° Sr te year te 2) 


J 6 aa * =, 


v . de 
rar) ltr) 
oder abgekürzt mit der vorher angebeuteten Bezeichnung 
45; —-ın=0, 


r5—p5=0, 
pn —-a45=0; 
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und man flieht unter diefer Form, daß immer zwei biefer Gleichungen 
die dritte enthalten und demnach die Profjectionen in ben drei beweg⸗ 
lichen Coorbinaten= Ebenen von einer Geraden vorftellen , welche durch 
den Anfangspunft geht. Bezeichnen demnach A’, u, »' bie Winkel, 
weiche diefe Gerade mit den drei beimeglichen Achfen macht, " hat 
man als bie nothwendigen Gleichungen derſelben 











nn _ E —0 
cos uw cosh 

, (d. 
RE Ä 
cos) cos y' 


und bie Vergleihung dieſer Formen mit ben vorhergehenden gibt mit 
der Bebingungsgleichung : 


cos? +cos? uw + cos?v —= 1 
die Beziehungen: 


cl => —— — cos w = —— III — — ’ 
Ver+a+r Vr+g+r 
cosy — 


VP’+g:+r 
ober wenn man Yp°-+ q?+ x? durch 9’ erfeht, 
» = ges! „. = you , tg onv. 
Um dann die Lage biefer Geraden gegen die feften Achien der x, y 


und z zu beftimmen, feien A, u, » bie Winkel zwiſchen ihr und biefen - 
letztern, alfo 





y x 
cos u ch 
x 2. __ 
cos 4 cos v 








ihre Gleichungen in Bezug auf diefe Achſen. Yührt man dann die 
Werthe von 7 und & aus den Gleichungen (d) in die Gleichungen 
(a) und aus den lebtern die Werthe von x, y, z, bie nun alle in & 
ausgedrückt erſcheinen, in bie vorftehenden Gleichungen ein, fo kann 
man daraus und mitteld der Bedingung: 


-cosi + cos?u + cos» = 1 
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die Be von Cosi, CosıL, Cosv ableiten. Man findet auf bie 
Welle 3. B. für cosA ben Werth: 


acosi +a’cosu+a”’cosy 
V lacosa +8’ cas +3" cow’)’+ (bcosi’+b’cosu+b"cesv:)?+ (ccosl +0’cosıus +c" cos) 
und wird fich mittels ber oben angegebenen Bebingungsgleichungen zwi- 
fchen ben Coſinus a, b, c, etc. leicht überzeugen, daß der Nenner 
dieſes Ausdrucks ſich auf die Einheit zurückführen läßt, fo daß man hat 
ap tag +ar 
9 


cos A a cos + cosu +8” cosvy = 


Ver+g:+r 
cosu—=bcosA’ -4-b’ cos + b" cos’ p+ba+bt ) 

VP®r+a+r 
cos v cos -H-C cos +c” coy Peg re t ) 

Vp: +g9?:+r 


wie fih auch auf anderm Wege mitteld der in $. 22 ber Einleitung 
abgeleiteten Gleichungen ergibt. 


$. 186. 


Aus den vorhergehenden Rechnungen folgt alfo, daß es im jebem 
Augenblide in dem feften Syftem eine durch ben feiten Punkt gehende 
Gerade gibt, deren Punkte in diefem Augenblide keine Geſchwindigkeit, 
feine Bewegung haben. Mar Tann fich daher diefe Gerade für dieſen 
Augenblick als eine Achſe vorftellen, um welche das ganze Syftem fh 
brebend bewegen will, d. h. bie Gefchwindigfeiten aller Punkte de} 
Syſtems haben in demfelben Augenblicke folche Richtungen und folde 
gegenfeitige WVerhältniffe in ihren SIntenfitäten, ald wenn das Spftem 
in einer Drehung um jene Gerade begriffen wäre, DBezeichnet man 
demnach die Winkelgefchwindigkeit des Syſtems in Bezug auf dieſe 
Achſe, welche man die augenblickliche Drehungsachſe des Sr 
ſtems nennt, mit ꝙ und bie Entfernung des materiellen Punktes M 
von derfelben mit w, fo hat man für diefe Länge w der von dem 
Punkte M, beffen Goordinaten E, 7, & find, auf die augenblickliche 
Drebungsadife, welche mit ben Achfen dev &, 7, C die Winkel 2°, u, v 
einjchließt, gefällten Senkrechten nach $. 20 der Einleitung den Auebrud: 


w=V(n cos” —Ecgsw)?+(E cos v’ —L cos X J2-+(& cosu’—n cosy ) 
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und für die fördernde Geſchwindigkeit des Punktes M den Werth: 
v=wgQ. 
Behandelt man dann die Gleichungen (b) auf dieſelbe Weiſe, mie es 


im vorhergehenden $. für die Gleichungen (ce) angegeben - worden iſt, 
und beachtet, Daß die Aushrüde: 


dx dy dz _ 

FTAbAIFe Si⸗ 

‚dx ‚dy  „dz 

rare 
dz 


die Summen der Profertionen auf je eine ber beweglichen Achſen der 
E, n oder & von ben drei Gomponenten u, uy, us, in welche bie 
Geſchwindigkeit v des Punktes M parallel zu den Feten Achſen zerlegt 

werden Tann, find und demnach die Gomponenten ur, a,, u; ber= 
felben Geichwinbigteit parallel zu den beweglichen Achten "ansbräden, 
fo erhält man zuerſt Die Beziehungen: : 


FJ —ED———— 
„=r5—pL = gplEcev—Lecoi) , (12. 
x =9n—g&E = gp(ncosX —Ecosw) 
und damit und mittels ber Gleichung : 
v- Var+ u ?+-u,? 
ergibt fich | j 
v=g' V@n cosl —E cos )-+(Ecosv’—L cosX )?+(Lcosu'’—n casv’)?, 


alfo auch durch Vergleichung der vorhergefundenen Werthe von v und w 
mit diefem letztern 


y=P=VYp+g+r, 
Pp=gpc8l ,„, g=gyosu“ ,„ *T=geosv. 
Aus den Gleichungen (128) fihließt man ferner, daß bie Quotienten 
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CcosW—ncosy Ecosv — cos n cos —E cos 
w i w ’ -W 


nach ber Reihe bie Coſinus der Winkel, m, n ausdrücken, melde 
die Richtung ber Geſchwindigkeit v ober ber Winkelgeſchwindigkeit ꝙ 
mit den beweglichen Achfen bildet, und ich bemerke bei dieſer Gelegen⸗ 
heit, daß alle diefe Coſinus, welche bisher vorgekommen find, eigentlich 
mit doppelten Zeichen verfehen werben müßten; man wird ſich aber 
leicht überzeugen — immer unter ber Vorausſetzung, daß die drehende 
Bewegung als pofitive zu betrachten ift, wenn fie, von ben pofitiven 
Achſen der E, 7 ober & aus angefehen, im Sinne eined Uhrzeigers 
vor fih geht — namentlich dadurch, daß man die augenblidlicde 
Drebungsachfe nach und nach mit ben Goorbinatenachfen zufanmen- 
fallen läßt, daß alle Werthe, wie fie bisher vorgeführt wurden, nur 
pofitiv zu nehmen find, und daß demnach auch bie Winkel A, u, v' 
ober A, u, » nur diejenige Hälfte ber augenblidlichen Drehungsachfe 
betreffen , von welcher aus angefehen die brehende Bewegung bes Sy⸗ 
ſtems im Sinne eined Uhrzeigers vor ſich gehen will. Vergleicht man 
dann bie obigen Quotienten mit ben in $. 21 ber Einleitung gefun- 
benen Ausdrüden, fo fieht man, baß die genannte Richtung der Ge⸗ 
ſchwindigkeit zu zwei Geraden fenfrecht ift, von bemen bie eine durch 
den Anfangspunkt und ben Punkt M oder Ent geht, und bie andere 
bie Winkel I, w, »’ mit den Goorbinatenachfen bildet, alfo ſenkrecht 
zu einer Ebene, welche burch ben Punkt M und durch bie augenblicliche 
Drehungsachſe geht, wie bies offenbar fein muß. 


Denkt man ſich ferner die Winkelgeſchwindigkeit 9, welche alle 
Punkte des Syſtems in. dem betreffenden Augenblide gemeinfchaftlich 
haben und beren Richtung fenkrecht zur augenbliclichen Drehungsachie 
tft, in Längeneinheiten auf biefe Achfe aufgetragen, gerade wie wir 
die Richtung und Intenfität einer drehenden Kraft durch eine auf beren 
Achſe aufgeiragene Länge beftimmt haben, fo wirb man einfehen, daß 
bie mit p, q, r bezeichneten Größen bie Profectionen auf die beweg⸗ 
lichen Achjen von der in folcher Weiſe anfchaulich gemachten augen- 
blicklichen Winkelgeſchwindigkeit ꝙ vorftellen, und man wird dadurch 
nothwendig darauf geführt, die drehende Bewegung eines Sy 
ftems um feine augenblidlide Drehung sachſe, ebenſo 
wie eine drehende Kraft, in drei neue drehende Bewe 
gungen, deren Achſen unter fi rechtwinklig find und 
mit den Coordinatenachſen zufammenfallen, zu zerlegen, 
oder vielmehr fich diefelbe als zerlegbar und zerlegt 


BB 
vorzuftellen; bie Größen p, q, € find dann bie entſprechenden 
angenblidlichen Winkelgeſchwindigkeiten für diefe neuen drehenben Bewe⸗ 
gungen oder für dieſe rechtwinkligen Componenten ber augendlicuichen 
drehenden Bewegung des Syſtems. *) 

Will man nach dieſem die Bewegung oder die Winkelgeſchwindigkeit 
des Syſtems um die augenblickliche Drehungsachſe nun auch nach den 
feſten Coordinatenachſen zerlegen, ſo erhaͤlt man 


Dcol ;„ ,  @cosv 
oder mit den am Ende des vorigen $. aufammengeftellten Werthen von 


cosi, cos , CO8sV 


p=aptag+tar o 
pr=bp+bg+b'r | (e. 
p. = epper— 


als Ausdrücke für die. Winkelgeſchwindigkeiten p., 5, 9. um bie 
Achſen der x, y und z, welche ſich übrigens auch unmittelbar dadurch er⸗ 
geben, daß man jede ber drei Gomponenten 9, 9, r um die beweg⸗ 
lichen Achien in drei neue Gomponenten nach ben Feten Achien zerlegt 
und die Gomponenten in jeder Achſe durch Addition zu einer reſultiren⸗ 
ben Winkelgeſchwindigkeit px, 9, ober ꝙ. vereinigt. 


g. 187. 


Suchen wir nun weiter die Beziehungen zwiſchen den Winkel⸗ 
geichwindigkeiten 9, q, r und ben drei unter ſich unabhängigen 
Winkeln w, 3, 3u, durch welche Die Enge bed beweglichen Coordi— 
natenſyſtems in Bezug auf das fefte beftimmt wird. 


*) Es Eaun unter biefer Zerlegung natürlich nicht verſtanden werben, daß ſich 
das Syſtem gleichzeitig um drei verſchiedene Achien drehen koͤnne, ebenfo- 
wenig als man fagen will, daß ſich ein materieller Punkt gleichzeitig nad 
drei verſchiedenen Geraden bewege; wir werben vielmehr unter dieſen Com⸗ 
ponenten der drehenden Bewegung die Bewegungen der Projectionen fammts 
licher Punkte des Syflems in drei zu den Drehungsachſen fenfrechten Ebenen 
verfiehen, wie dies auch ſchon bei einem einzelnen materiellen Punkte ber 
Fall war (L Buch, g. 71), wo deſſen Bewegung als eine um ven Ans 
fangspusft der Gooehinaten nor ſich gehende, alſo wie eine drehende Vewe⸗ 
gung betrachtet wurde. 
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Aus der in $. 23 der Einleitung aufgekellten Tabelle ber’ Werthe 
von a, a, a”, b, etc. in Yunction der Winkel w, 3, 1 zieht man 


merft die Aenderungsgeſetze dieſer Größen in Bezug auf bie Zeitz man 
findet z. B. 


da 


= SU (sin cos y 0069 +4 cosa sin ıy) 


— 43 cos u cos ıl cosY 
73 Ye 


da on 
ur: (cos w sin wcos3 + sın W COS yY) 


und fo augh die übrigen. Führt man dann jene Werthe felbft und dieſe 
Aenderungsgefehe in die Gleichungen: 


„dd „db, „de 
»=a it + b 7 + ec Fre 
da” db” dc” 
ga-ı rm tr° 7 
‚da ,.‚db, ‚de 
r=a dt 4 b dt + © "it 
ein, fo findet man nach zahlreichen Reduetionen folgende einfache Werthe 
für die Winkelgeſchwindigkeite 9, g, x in Aunctton ber Winkel 
@, 9, av und ihrer Aenderungsgefehe in Bezug auf die Zeit: 


do . d$ . 
= — gyeoey an I +, np ; 


129.) a= Weinwens+Tceyp, 
_ do dıy 
rt= ‚cost dt 


Biel einfacher gelangt man aber zu diefen Werthen, ſowie zu 
denen der Gomponenten ꝙ., Py, g. um bie feften Achſen mitteld ber 
vorhergehenden Betrachtung über die Zerlegung ber drehenden Bewegung 
und ihrer Winkelgeſchwindigkeit, indem man dabei das in $. 22 der 
Einleitung zu Grunde gelegte Verfahren und die Figur 108 zu Hülfe 
nimmt. ach biefem letztern kann nämlich bie Aenderung in ber Lage 
bes beweglichen Coordinatenſyſtems als aus drei gleichzeitigen drehenden 
Bewegungen um bie Achien AZ, AY, und AZ’ beflchenb angefehen 
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werben, wnb die Windelgeſchwin digteiten dieſer drebenben Bewegungen 
ſind offenbar 

do: 49 dp 

dt dt °, dt ' 
Denkt man ſich nun jede diefer Winkelgeſchwindigkeiten auf bie ent- 
ſprechende der genannten Achſen als Längen aufgetragen, dann in brei 
Eomponenten- nach den feften ober: beweglichen Achfen zerlegt und in 
jeder dieſer legten bie darauf treffenden Gomponenten zu einer Reful- 
tirenden vereinigt, fo muß man dadurch entweder die Winfelgefchwindig- 
fetten 9, Py, Pr um die Feilen Achien ober die Componenten 
PB, 9, r ber augenblidlichen Winkelgeſchwindigleit 9 um bie: beiveg- 
lichen Achien wieder erhalten. - 

Wählen wir zuerft bie Zerlegung nach den feiten Achien ber x, 

Y, 2, namlih nah AX, AY, AZ, Fig. 108, und beachten wir, 


daß die Achſe AZ für die Winkelgeſchwindigkeit = eine dieſer feften 


Achſen feloft iR, ferner daß Die@lijfe AY, für bie Winkelgeſchwindigteit S 


mit ber Achſe AY den Winkel w, mit ber AX den Winkel Ic © 
und mit. der Achſe AZ ben Winkel I7 bildet, endlich daß die Achfe 


AZ für bie Winkelgeſchwindigkeit SE mit den feſten Achſen bie Winket 


tx, ty, tz z macht, beren Sofnus a’, b”, c” ſind; wir erhalten 
darnach für bie Bintelgefehwinbigteit S T um bie Achſe AZ bie dret 
Bomponenten: 

0 ; 0 , 7 
für die Winkelgeſchwindigkeit um die Achſe AY, die Componenten: 


298 in ve 0 
Ta i dt ’ 


und für bie Winkelgeſchwindigkeit = R um bie Achſe AZ’ als Gonpo— 
nenten um die feſten Achſen AX, 4, AZ 


.. . . . | 
„ty , p . „dw , 
‚de, 3 t 








Daraus folgen dann bie vefultirenden Winkelgeſchwindigkeiten um 
lestern Achfen durch einfache Addition, und zwar hat man mit 
Werthen von a’, b”, c” bie Gleichungen: 


dieſe 
den 


J— 
49 
130.) Y = a cut Esnweind , 
d 
9: = * 24 —* 


\ 


welche die Beziehungen zwiſchen ben augenblidlichen Winkelgeſchwindig⸗ 
fetten @x, Py, Pe um bie feften Achfen und den Winkeln &, 3, u 
ausdrüden. Man Tonnte nun auch aus biefen mittel ber am Ende 
des vorigen $. erhaltenen Werthe von 9., Pr, P. in P, g, r 
durch bie gewöhnliche Eliminationsmethode ohne ſehr große Rechnung 
die obigen Ausbrüde für die letztern Winkelgeſchwindigkeiten ableiten; 
wir wollen aber auch dieſe Ausbrüde unmittelbar durch bie Zerlegung 
ber Winelgeſchwindigteiten SO , 47 , SE Herfiellen. 

Dazu Haben wir zu beachten, daß die nie AZ für die erfte diefer 


Winkelgeſchwindigkeiten mit den beweglichen Achſen bie Winkel =E, 


317, 7 einſchließt, deren Coſinus c, c’, co’ Find, daß ferner bie 
Achſe AY, der zweiten Winfelgefchwindigfeit mit ber Achſe AX den. 
Winkel 4m , mit AY’ den Winkel u, mit AZ’ den Winkel In 


bildet, endlich daß die Achſe AZ’ der Winkelgeſchwindigkeit a eine 


ber beweglichen Achien felbft iſt; wir erhalten demzufolge nach der Reihe 
bie Eomponenten: 


dw go „dw dw 


Zr ae FT , m oa 

. dY 
rein, Fr ER 0 fr —. und 

DI 

0 ’ 0 . , dt für dt I 


und damit ergeben fich, wenn man für c, c’, c” ihre Werthe: 


c=—coysind „ “—=senyeind ,„ 0 = c089 
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einführt, die obigen Ausbrüde für P, q, r als refultirende Winkel⸗ 
gefchwindigkeiten um die beweglichen Achfen durch einfache Addition 
der übereinanderftehenden Somponenten. Die Bergleichung biefer letztern 
Werthe mit denen von ꝙ., Py, 9x zeigt, daß auch Bier, wie bei ben 
Umwandlungsformeln der Goordinaten (Ein. $. 22) die einen aus 
den andern durch Vertaufhung ber Winkel » und u» und burch ben 
BZeichenwechfel ber Sinus hervorgehen. 


$. 188. 


Aus dem BVorhergehenden ergeben ſich ſehr einfach noch einige be= 
achtenswerthe Beziehungen zwiſchen den bisher behandelten Größen. 

Zerlegt man jede der Gefchwindigfeiten ur, u,, uz nad) ben feften 
Achfen in bie rechtwinfligen Componenten: 


aur . bu; j eu 5 
au, ; b’u, , Cu, 5 
au; , b’u, ; ce; 


fo geben bie Summen ber übereinanberftehenden Gomponenten längs 
berfelben Achfe die Gefchwindigkeiten u, uy, u; man hat alio 


u. — auʒ +@au+a’u 

u, = be -+bu,+b’uy 

u. =cy +en,+eu 
| iz, 7, dz 
Führt man dann in biefe Gleichungen für u., u,, u, oder 7 ir 
beren Werthe aus den Gleichungen (b), für uß, u,; . Be Berti 
aus den Bleichungen (128) ein und feht die Goeffizienten von E, 7 und & 
einander gleich, fo ergeben fich folgende neun Gleichungen zwifchen ben 


Aenberungsgefeten ber neun Coſinus a, a’, a”, etc. in Bezug auf bie 
Zeit, diefen Gofiuus felbft und den Winkelgeſchwindigkeiten P, q, r 


da , da v da” _ N \ 
Tr. ta FT »—ıar, 1 ID 
d 


b , " db „ db” _ _y 
alr-da, — ter, —mba-bp). 
dc „ de’ „ de’ _ , 





— — 7] 


Multiplicirt man enbdlich die drei Gleichungen jeder Zeile der Reihe 
nach mit 9, q, r und nimmt ihre Summe, jo folgen Die Ausbrüde: 


da da’ da” 
db db’ db” 
8.) »,tr9, rt =: 
dc de’ de” 
und mit diefen zieht man aus ben Gleichungen (e) die Aenderunge- 
geſetze: 
dꝙ. Ip, „da | „ir 





dt di di di ’ 
d d ‚d „de 
h.) u Eur u 2 
| dp: — dp ‚dq ‚dr 
u antrat n 
Denkt man ſich alfo bie Aenderungsgeſetze n , - , n 
und “pr , dar , “2 durch ein gemeinfchnftliches Maſſemoment 


mk? multiplicirt und ſtellt fich bie Probuste gemäß der Gleichung (A) 
- tn $. 158 als Maaße drehender Kräfte vor, von benen die drei erften 
ihre Achſen den beweglichen, die brei lebten den feſten Coordinaten⸗ 
Achſen parallel Haben, fo folgt ans den Gleichungen (h), daß alle 
diefe Producte die Componenten berfelben brehenden Kraft 


dp 
ı_L 
mk Fr 


find, deren Achſe mit der augenblidlichen Drehungsachſe zufammenfällt. 

Frrner zeigen biefe Gleichungen in Verbindung mit den in $. 185 
gefundenen Beziehungen, daß wenn die Winkelgeſchwindigkeiten p, q, r 
während ber Bewegung unverändert‘ bleiben, auch die Winkelgeſchwin⸗ 
digkeit p und die Winkel A’, u, v’, ebenfo auch die Winfel A, u, » 
immer diefelben Werthe behalten, daß alſo die Drehungsachſe ſowohl 
im Syftem felbft, d. h. gegen die beweglichen Coordinatenachſen, als 
überhaupt im Raume oder gegen bas feſte Coordinatenſyſtem eine un 
veränderkiche Lage behält, und daß demnach die Bewegung bes Syftemd 
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biefelbe fein wird, als wenn diefe Drehungsachſe feſt und. die um biefe 
Achſe drehende Componente bes refultirenden Momente Null ift, und 
es tft nach dem vorhergehenden Kapitel Teicht zu fchließen, daß biefes 
nur flattfinden Fann, wenn das refultirende Moment felbft Null und 
die Drehungsachle eine Hauptachte des Syftems in dem feften Punkte 
iſt. Umgekehrt wird eine gleichfürmige Bewegung um eine innerhalb 
des Syſtems unveränderliche Achſe immer conftante Werthe für bie 
Componenten p, q, r der Winkelgeſchwindigkeit mit fich bringen und 
demnach diefe Drehungsachfe auch gegen ein feſtes Coorbinatenſyſtem 
eine unveränberliche Lage behalten. 
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Um nun die Beziehungen zwiſchen den an dem Syſtem thätigen 
Kräften und feiner Lage oder feiner Winkelgeſchwindigkeit feftzufte 
unterfuchen wie zuerft bie Beziehlngen zwiſchen ben Kräften, welche 
parallel zu ben feften Achfen, und denjenigen, welche parallel zu ben 
beweglichen Achfen an jedem einzelnen Punkte thätig fein müßten, um 
defien Bewegung für fich allein, und diefen Punkt als für ſich allein 
beftehend vorausgeſetzt, hervorzubringen. 

Bezeichnen wir dazu bie Mafle eines folchen Punktes M, befien 
Coordinaten in Bezug auf bie feſten Achien am Ende ber Zeit t wie 
bisher x, y, z feien, mit m, fo haben wir als Manfe der drei zu 
den feſten Achfen parallel gerichteten Gomponenten A, 9, 2 einer 
Kraft 9, welche diefem Punkte M, wenn er für fich allein beftände, 
diefelbe Bewegung ertheilen würbe, inte er fie jetzt In Verbindung mit 
dem ganzen Syftem erhält, die Ausdrücke: 





_.„@x dw _.d&y __dy 
Feng ang, Jana 
> dz _ „4% 

Ag "a 


und für die drehenden Wirkungen Mz, Mr, Mx diefer Kraft in Bezug 
auf die feften Achien dev x, y, z bie Werthe: 


d2y d?x dx d?z 
= nlıa-17e) j Mı=nl: de 155) 


a. d? zZ d?y t 
Bonlri-e) 
und es wird fich nun darum handeln, dieſe Kräfte auf das verander⸗ 
liche Coordinatenſyſtem zu beziehen. 


a 


Um dies zu erreichen, geben wir von ben in 6. 188 gefunbenen 
Gleichungen 
w=ay rau, +au 
y=bug+bu,+b’% 
u. — on; +ew+c% 


ans, welche bie zu ben feſten Achſen parallelen Componenten ber Geſchwin⸗ 
bigfeit v bes Punktes M durch die zu den beweglichen Achfen parallelen 
Componenten ur, U,, ug ausbrüden, und erhalten, indem wir deren 


Aenderungsgefehe in Bezug auf t mit m multipliciren, für die Com⸗ 
ponenten #, 9, 2 die Werthe: 


d d d da’ da” 
aratratratatee) 
‚du, „9 db’ 
y=n()7 —_ıp ar Fr ts tut): 


du; 
s=n(oH rel te areatuetnT)- 


Die Componenten x V, * der Kraft P, parallel zu den beweg⸗ 
lichen Achſen, folgen dann aus jenen, die parallel zu den feſten Achſen 
gerichtet ſind, wieder durch die Gleichungen: 


J =af +b% +c3 N 
YVerfttbYted, 
Yoeritbyred. 
Führt man daher die vorhergehenden Werthe von J, 9, > in biefe 


Gleichungen ein, und beachtet die Bedingungsgleichungen bes $. 185, 
jo findet man 


X = n(Fi+ay—tu) ; 
(+ ru; Pu) N 
3 — n (Ft —gu) . 


Endlich erhält man damit für die drei Diomente My, M,,, MM, de 
Kraft 9 in Bezug auf die beweglichen Achfen die Ausbrüde : 


Yy 


d d | 
M,;= In-Wi=nln 7) 


— ny (7 +rö)+mp(nu, +Lu,) 


M,= rt Er 4.) 


— mu, (p&E+rL)tmgläu + Cu) 
d 
= Yt—-Aı= n (224m 7) 
nu item tn tan) 


Die Werthe (128) von ug, uz und u; geben aber, wie leicht 
zu ſehen tft, die Gleichung: 


iu tn, +6, =0, 
welche übrigens auch eine nothwendige Folge ber Bebingungen: 


ty? = R , „ix 4,0 


di 
it, und die Aenderungsgefebe in Bezug auf bie Zeit t: 
du _ dq dr du, d 
A*A77 Lu 
dur 1— 
——— 0—— 


mit welchen man dann nach einigen Reductionen folgende Werthe für 
bie Momente M, M,,, SA, in Function ber Coordinaten 8, 7, 5 


bes Punktes M und der Winkelgeichwindigkeiten 9, q, r findet: 
M,= nm +) SP — men “9 — mag te 
—m(g5L—tn)(p5+gn+ErL) 
N,= rennen 
—m(r5—pL)(p5+gn+rL) 
m, nen unge 
- —n(p7n —a5)(PpE+gn+rL) 


. (131. 
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Aehnliche Ausdrüde, wie die vorhergehenden, werben fi nun für 
alle übrigen materiellen Punkte bes Syſtems, beziehungsweiſe für bie 
drehenden Kräfte ergeben, welche die Bewegungen berfelben, jeden ein- 
zeln gebacht, hervorzubringen im Stande wären, und es iſt nun ein- 
leuchtend, daß wenn fidh jeder Punkt des Syſtems einzeln vermöge bed 
entfprechenden Momentes ber Kraft P ober feiner Gomponenten fo 
bewegt, wie er es in feiner Verbindung mit allen übrigen thut, Diele 
Bewegung oder die Wirkung der Kräfte My, M,,, SM, nicht geändert 
wird, wenn wir nun alle Punkte unter fi in fefte Verbindung ſetzen 
und alle dieſe drehenden Kräfte zu drei Daupteomponenten I. SM, , 
Z.M;,r, 2.4, vereinigen. Man wird ferner einfehen, daß bie 
‚aus den Werthen (131) fich ergebenden Ausdrücke dieſer Somponenten 
eine viel einfachere Korm annehmen werden, wenn man für bie mit 
bem feften Syftem unveränderlic verbundenen Goorbinatenachfen der 
E,n, & die drei Hauptachfen bed Syſtems in dem Punkte nimmt, um 
welchen es fich dreht; denn für Diefe werben bie Summen: 


2.mön7 ; Z.m$l , Z,mnL 


Null, und da bie Winkelgeſchwindigkeiten p, q, x für alle Punkte 
des Syſtems gemeinfchaftlich find, jo kommen die Werthe jener Haupt⸗ 
Somponenten für diefe Annahme auf folgende zurück: 


a ı ko, d 
(2er), 


— 4A Herne, 


— -EnE HN) Pan). 
Beachtet man dann noch, daß | | 
Z.n+-M, 2m) -V, Sn? +9) 


die Maflemomente des Syſtems In Bezug auf bie genannten. Haupt⸗ 
Achſen vorftellen, und daß man damit auch hat 


zn —-M)=Ln&@+)—- . )-B—E, 
2.m(# 29) = 2.m(&? +79) — 3.n(y? +2) = ec—,, 
zn? Heu +) ZRH IB, 


Mm 


fo findet man für jene Hanpteomponenten der drehenden Geſammtwir⸗ 
fung aller Kräfte 9 die einfachen Werthe: 


2.0, = AP grB- 6) 


| 
2.9, = ET -vo(A—B) 


Diefe Ausdrüde führen num einfach zu den Gleidjungen für bie 
Drehende Bewegung des Syftemd. Denn bezeichnet man Die nach den 
feſten Achfen gerichteten fürdernden Componenten der an dem Punkte M 
angreifenden Kraft P mit X, Y, Z, bie parallel zu den beweglichen 
Achſen gerichteten mit X, Y. Z, fo hat man immer wieder die Be- 
ziehungen: : 

X =aX +bY +c2 
YV-aX4tbY+ecz !‘, 
7 — a X+b’Y+c’Z 


und wenn man dann vorausfebt, daß X, Y, Z nur als Functionen 
ber Veränderlichen x, y, z und v gegeben feien, in welcher Boraus- 
feßung alle in ber Natur vorkommenden Kräfte enthalten find, jo wird 
man in biefe Zunctionen zuerft für x, y, z ihre Werthe (a): im $.184 
‚einführen, v durch feine zu den beweglichen Achſen parallelen Com⸗ 
ponenten U, 4,, Ur. oder deren Werthe (128) erfehen und dann 
Daraus mitteld ber vorhergehenden Gleichungen bie Werthe der Com⸗ 
ponenten X, Y', Z ableiten, welche auf dieſe Welle durch bie von ber 
Zeit unabhängigen Coordinaten E, 7, G, durch die mit ber Zeit ver- 
änderlichen Eofinus a, b, c, a’, etc. und durch die Winkelgeſchwin⸗ 
digkeiten P, q; r ausgedrückt erfcheinen, alfo für die Bewegung 
nur noch Functionen dieſer lettern und der Winkel o, 
I, u find, von denen jene Eofinus abhängen. Dasjelbe 
wird dann auch mit den drehenden Wirkungen der Kraft P und aller 
übrigen Kräfte des Syſtems und folglich mit ihrem vefultivenden Mo— 
mente S. Ma in Bezug auf den feften Punkt und mit feinen Somponenten; 


Z.M = .Zn—Vi) , ZM,„=Z(Xt—Ti), 
| Z.M, = Z(TE—Xn) 
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in Bezug auf bie. beweglichen Achfen der Fall fein, d. h. es werben 
auch biefe durch Ähnliche Ummandlungen im Allgemeinen als Functionen 
von ben Winkelgeſchwindigkeiten 9, q, 8 und den Richtungswinkeln 
@, 3 und dieſer beweglichen Achfen ericheinen. 

Das Ergebniß der Gefammtwirkung die ſer Momente ift natürlich 
ebenfo wie das ber Momente S.Mx, Z.Mr, 2.Mz bie flattfinbende 
Bewegung des Syſtems um ben feſten Punkt, unb demnach tft dieſe 
Geſammtwirkung nothwendig biefelbe, wie die ber Me- 
mente 3.Mx, 2.Mlr, 3.42 oder ber Momente I.My, 


2.M,, 2.4, oder kurz wie bie bes refultirenden Mo- 


mente 3.Mn aller Kräfte 9, von denen vorausgefegt 
wurbe, daß fie diefelbe Bewegung hervorbringenz wir er- 
halten folglich auf der einen Seite in Bezug auf bie Tehen Achſen bie 
Gleichungen: 
dꝰ d? 
3.M,—=2.M, 3, n(x I -1m)= Z(xY—yX) 


— 17) = Z(z1X—ıZ) 


("im ‘ie 
2.n(Y 5) = z(yZ—ıY) 


und auf der andern Seite in Bezug auf bie beiveglichen Achſen bie 
Ausbrüde: 


2.M,=2.M, inneren 


132.) (2.94 = 3.My ober 3.m 


3. = 5.Mx 


133.) < 2.M,==.M,, ode wie — (6 —Wpr+= 


2.M,—==.M, C E-(M-B)patz.H, 


als die gefuchten Gleichungen für bie drehende Bewegung des Syſtems, von 
benen bie drei lehtern bie verlangten Beziehungen zwiſchen den gegebenen, 
an dem Syſtem thätigen Kräfte, feiner Winkelgeſchwindigkeit und feiner 
Lage am Ende der Zeit t ausbrüden und deßhalb für die Unterfuchung 
befonberer Fälle befonders geeignet find. Um aber daraus die Winkel- 
geſchwindigkeit und die Lage für irgend eine Zeit beftimmen zu Tonnen, 
muß man mit dbenfelben im Allgemeinen noch bie Gleichungen (129), 
nämlich 


BR... 


de .,%. d$ . 
»= Fri cos) sind V sin ıy 
d [} —X d ® 
g=> FenyınstD uiny (19. 
do | dy 
tr= „est 


verbinden, um daraus zuerft die Zeit t zu elimintren und bie Winkel 
geſchwindigkeiten P, q, r in Function ber Winkel w, 3 und 
auszudrũcken, mit welchen Ergebniſſen dann aus den vorſtehenden 
Gleichungen dieſe Winkel ſelbſt in Function der Zeit erhalten, alſo 
die Lage der drei Hauptachſen des Syſtems für den feſten Punkt für 
irgend einen Werth von & beftimmt werben kann. Nach dieſem geben 
dann bie vorfiehenden Gleichungen (129) auch die Werthe ber Com— 
ponenten p, q, 8 ber Winkelgeſchwindigkeit ꝙ in Function der Zeit 
und damit nach 6. 185 die Lage ber Drehungsachſe für irgend einen 
Beitpunft. 

Die Form biefer Gleichungen zeigt übrigens, daß ihre Integration 
bedeutenden Schwierigkeiten unterworfen ift, und man wird ed dadurch 
erflärlich finden, warum biefelben bis jeht nur auf wenige einfache Fälle 
und felbft da meiſtens nur näherungsweile angewendet werben Eonnten. 
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Der einfachſte Fall iſt offenbar wieder derjenige, wo keine Kräfte 
ober wenigſtens keine drehenden Kräfte an dem Syſtem thätig find. 
Für biefen Fall kommen die Gleichungen (133) auf bie einfacheren: 


mu? ‚= (B-E)ar 
rn (E-Mpr e 


— d 
| eT = (U—B)pq 


url, ans welchen fich Yeicht zwei bemerlenswerthe Ergebniſſe ziehen 
laſſen. Multtptieirt man nämlich dieſe Gleichungen der Reihe nad) 
mit p, q und J So gibt ihre Sm bie —— 


a 
deren integral zwifchen ben Grenzen t und 0: 
4.Mp + Be + Er) =0, 
wenn man ben anfänglichen Werth: 


Ap?+Bg!+ En? 
durch h erfeht, bie Zorm. annimmt: 
b.) U Bg’+E@r—=h. 


Multiplicirt man dagegen bie breit Gleichungen (a) der Reihe nach 
mit Ap, Ba, * ſo gibt ihre Summe «ode: 


up Pal + er =, 
deren Integral nie denſelben Brenn wie * die Form: 
c.) Aꝛp Bꝛqꝛ24 Errr ⸗x⸗ 
erhalten wird, wenn man den anfaͤnglichen Werth: 
Ep + Bꝛ qoꝰ + Er? 
durch k? erſetzt. 


Um nun die Bebeutung biefer Ergebniffe zu finden, ſetzen wir in 
die Gleichung (b) für p, q, r ihre Werthe: 
»—=gpcsl ;„ q— ,, T=gcov, 


worin 2°, u, „ bie Winkel zwiſchen ber augenblicklichen Drehungs⸗ 
Achſe und ben drei Hmuptachten des Syſtems in dem feſten Punkte 
bezeichnen; Dadurch wird biefelbe 

pP (Acos? B cos + E&osv)—=h, 
und mit der Beachtung, daß ber eingeflammerte Factor nach $. 164 


(122) das Maffemoment SE oder I.mw? des’ Syſtems in Bezug 
auf die augenblicliche Drehungsachſe ausbrüdt, fchließt man daraus 


My: = 2.mwig? =h: 
Man hat aber auch, wenn v bie fürbernbe Geſchwindigkeit eines Punkies 
bezeichnet, defien Mafle m und befien Entfernung won ber angenblid- 
lichen Drehungsachſe w iſt, ve == w29?, und die. Gleichung Ch} 
nimmt damit die Form: 


2. my =h = S. in voꝰ 


an, unter welcher fie usdrückt, daß die Summe der lebendigen 
Kräfte aller Punkte des Syſtems unveränderli tft, und 
Daß die Größe h die Summe ber lebendigen Kräfte am 
Anfang der Zeit t vorftellt. 

Um ebenſo die zweite Gleichung (c) zu erklären, fet P eine Kraft, 
welche bie Bewegungsgröße mv = mw eines materiellen Punktes 
von der Maſſe m, defien Goordinaten in Bezug auf bie drei Haupt- 
Ahlen E, n, & find, in der Einheit der Zeit erzeugen Tann (I. Buch 
F. 41), welche alfo auch diefelbe Richtung hat, wie die augenblickliche 
Geſchwindigkeit, d. h. die Richtung, welche durch die Winkel 1, m, n 
($. 186) beftimmt wird. Die Momente diefer Kraft in Bezug auf 
bie genannten Achfen find demnach 


P(&Ecosm—ncosl) , P(&cosl—Ecosn) , P(ncosn—Lcosm) 


und wenn man für cosl, cosm, cosn ihre Werthe aus 6. 186, 
nãmlich 


cos LÜ—N cosy cosv —LU cos} 
cos] — Lee —ncosv ; com = se ben 
w w 
' 
con — 7 cos — 5 casu 
w 


einführt, fo nehmen fle bie Form an: 
+) cosv' —l(EL cosX nt cosw) 
w 


p(&® +8?) cas — (En cogX -H nd coev') 


w 
pi? + EL onev‘) 
Po F 


Setzt man dann wieder für P feinen Werth mwꝙ und nimmt bie 
Summen aller ähnlichen Momente des Syſtems in Bezug auf biefelbe 
ade, fo findet man mit ber Beachtung, daß bie Functionen cos A, 
cos uw, cosy, fowie die Winkelgeſchwindigkeit ꝙ für alle Punkte des 
Syſtems gemeinſchaftlich ind, und daß man hat 


z.nH4N)=&, 2.02) — B, 3.m(n?+l)> m, 
S.mön=0, 3s.mti=0, Zmt=0, 


als reſultirende Momente aller Kräfte, welche die Bewegungsgrößen 
fünamtlicher Punkte des Syſtems in der Einheit der Zeit erzeugen: 
tönnen, ober mit andern Worten als rechtwinklige Componenten De! 


— ⸗ 
reſultirenden Momentes aller Bewegungsgrößen des Sy 
ſtems um die drei Hauptachſen desſelben die Werthe: 
S.m(£t-+n?).pcosv — Er um die Adfe dr Z, 
3.m(l?+8&2).9cosu = Bag um bie Achſe ber 7 , 
3.m(n?+7?).pcos! Ap um bie Adfe dr E, 
und demnach als vefultivended Moment ber Bewegungsgrößen felbf 


3... = Vp+ Beten. 
Am Anfang der Zeit war alſo 


Z.Mav, = arpe⸗ B’4.+ G roꝰ —k, 


und die Gleichung (e) ſpricht demnach aus, daß dieſes reſultirende 
Moment aller Bewegungsgrößen für die ganze Dauer der 
Bewegung unverändert bleibt. 

Die Achſe dieſes reſultirenden Momentes Fällt übrigens nicht mit 
ber augenblicklichen Drehungsachfe zufammen; denn bie Goftnus ber 
Winkel 1’, m/, n,, welche fie mit den drei Hauptachfen bildet, find 


e.) cosl/) = ”® N c0o8Mm, = eg , cosn, _ 8: 
oder mit den Werthen von p, qq, r ald Componenten von ꝙ 
co m ———— ih ——,., 
ya: cos?X’+-$B? cos? u’ + @? cos?» 
cosm, = cosw — — —— 
VE! c0s24' +3? cost u' + @* coe? v 
cosn, = cos ® 


"7er cos? +3 cos? u 462 cos 


alſo im Allgemeinen verſchieden von den Coſinus der Winkel I’, uw, 
durch welche die Richtung ber augenbliclichen Drehungsachfe tm hm 
beftimmt wird. Der Gofinus bes Winkel a, welchen biefe letzter 
Achſe mit jener Achſe des reſultirenden Momentes ber Beiwegungsgrüßen 
bildet, wird nach diefen Werthen durch 


— 
cose = cos cosl- cos u cosm,) -+.cosy coon/ 
—Ape Ba? Er⸗ _h 
Up + WB + Er kp 
ausgebrüdt, woraus man bie Gleichung: 
h 


pcosE — — 


k 


zieht, welche zeigt, daß die Projection ber Winkelgeſchwindig— 
Lett p auf die Achfe des refultirenden Momentes der Be- 
wegungsgrößen für alle Lagen des Syſtems einen unver- 
Anberlihen Werth Hat. 

Beftimmt man ferner die Coſinus ber Winkel 1,, m,, n,, welche 
bie Achfe des eben genannten Momentes mit den drei feſten Coordina⸗ 
tenachjen ber x, y, 2 macht, fo findet man wie früher tim ähnlichen 
Falle die Werthe: | 
Apı+Bqga+&ra’ 

k 


cosl, — cosm, — 


Apı+Bgb+&rh’ 
k ’ 
Apc+Bge+®&rc” 
k ’ 


cosn, = 
und es laßt fich leicht zeigen, daß dieſe Werthe unveränderlich find. Denn 
ber Zähler bes Werthes von cosl, z. B. gibt in Bezug auf die Zeit t 
das Aenderungsgefeh: 





Keen, pt Beten + et 

F dann hier für a ES die Werthe (1) in 8. 188, 

für a? en, en Ede Werthe (a) ein, fo ergibt fich 
ke 0, alſo auch 4. coel O. 


Auf gleiche Weiſe findet man 
4. coom, =0 ,„ 4. coen, — 0 


und ſchließt Daraus, daß bie Achſe bes reſultirenden Momen- 

tes der Bewegungsgrößen während der Bewegung unver= 

änbderlich biefelbe Lage behält, welche fie am Infaug der 
Oecher, Handbuch der Mechanik IL. 


[4 


BR 


Zeit hatte. Stellt alſo biefe Achle durch ihre Länge auch bie Sn- 
tenfität des reſultirenden Momentes 3. Mm, vor, fo wirb fie nach Dem 
Vorhergehenden ſowohl der Größe ald Richtung nach unveränberlich fein. 
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Die gegenfeitigen Beziehungen zwiſchen der Achfe bes reſultirenden 
Momentes ber Betwegungsgrößen und der augenbliclichen Drehungsachſe 
des Syſtems ergeben ſich am anfchaulichften mittels des in 6. 163 er⸗ 
haltenen Ellipfotds der Maffemomente, nämlich mittels bes 
Ellipſoids, deſſen Fahrſtrahl vom Mittelpunfte aus der Quadratwurzel 
aus dem Maſſemoment bed Syſtems, in Bezug auf ihn felbft als 
Drehungsacfe genommen, verkehrt proportional ift, defien Gleichung 
demnach in Bezug auf den feften Punkt als Mittelpunkt und in Bezug 
auf die Hauptachien und beweglichen Goordinatenachfen der &, 7, & 
die Form bat (121): 


MB HER - 


Die Normale in einem Punkte End biefer Fläche wirb nämlich 
nach $. 34 der Einl. durch die Gleichungen: 


en = nu-9, 


y —Ii= a: (4—5); 


der Fahrſtrahl zu demfelben Punkte Dagegen durch die Gleichungen: 


za = 7* 


beſtimmt, und man ſieht leicht, daß von dieſen beiden Geraden die 
erſtere, die Normale, zur Achſe des reſultirenden Momentes 2. Mar 
parallel wird, und die zweite, der Fahrſtrahl, mit der augenblicklichen 
Drehungsachſe zuſammenfällt, wenn 


2-4 S_ x 

ss 9». 9 
wird. Daraus folgt, daß wenn man an bad Ellipfotd der 
Maffemomente eine beräbrende Shene legt, welche zur 


Achſe bes. refultireuden Momentes der Bewegungsgröfen 
ſenkrecht ift, Der zum Berübrungspuntte gezogene. Fahr⸗ 
ſtrahl oder Durchmeffer die augenblidliche Drehungsachſe 
vorftellt. 

Die Gleichung der Tangential⸗ Ebene in dem Punkte End bes 
Ellipfoids: 


Eu — +87 n-m+&Llu-D =0 
gibt nach F. 18 ber Einl. für die Länge p der Senkrechten, welche vom 
Mittelpuntte anf bie genannte Ebene gefällt werben Tann, den Werth: 


__ME+BiH+Ei 1 


zu ya: + 8:7? + €7? — ya:e +B!7°+ en 
Ferner findet man mit den gleichen Berhältniflen: 
E_n_% 
r 
die Gleichungen: p — 

— — Var+Br:+ €: _ Va 82 itGꝛx⸗ 
p:+9q?+r? VapBaı@e Vaepꝰ Sꝛqꝛ Eꝛrꝛ 
Wird demnach die vorhergehende berührenbe Ebene wieder ſenkrecht zur 
Achſe oder parallel zur Ebene des Momentes 2. Mar, und bezeichnet 
man die Länge bes zum Berührungspunlie gezogenen Fahrſtrahls, der 
zugleich bie augenblicliche Drehungsachfe vorftellt, mit r, fo findet man 


mit den obigen Werthen von h und k, bem vorhergehenden von p 
und mit der Beachtung, daß 


Vr+te+t=p 
tft, aus ben vorhergehenden Gleichungen bie Beziehungen: 


r 1 1 
9 ya ek 
und fehließt daraus erftens 
p=rYh, 


wonach die Wintelgeichwindigteit in jedem Augenblide 
bem Fahrſtrahl bes Ellipfoibs ber Maſſemomente prom 
32% 


50 


portional If, welcher bie augenblickliche Drehungsachſe 
vorftellt, und zweitens ben Werth: 


yı 


p= — 

welcher zeigt, daß die von dem Mittelpunkte des Ellipſoids, d. i. von 
dem feſten Drehungspunkte des Syſtems auf die zur Ebene bes reful- 
tirenden DMomentes ber Bewegungsgrößen parallele berührende Ebene 
gefaͤllte Senkrechte eine unveränderliche Länge hat, woraus Dann weiter 
folgt, daß biefe berührende Ebene, welche ſchon mie bie Achſe des reſul⸗ 
tirenden Momentes 3. Mn, eine unveränderliche Richtung hat, nun 
eine durchaus unveränderliche Lage befigt, alſo eine feſte Ebene ifl. 
Das gegebene Syſtem bewegt fi folglich in folder Weife 
um ben feften Buntt, daß das Gllipfoid ber Maffemomente 
fortwährend dieſe fefte Ebene berührt. 
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Die Lage aller Berührungspuntte auf dem Ellipſoid, welche 
zugleich bie verſchiedenen Lagen der augenblidlichen Drebungsachfe be: 
ftimmen, wird nach dem Vorhergehenden offenbar durch die beiden 


Gleichungen: 
ME -.By ꝓEtꝛ =1 
f. 
) were — n 


ausgebrüdt, d. h. dieſe beiden Gleichungen find bie Gleichungen der 
Curve, welche vom Endpunkte oder Pol der augenbliklichen Drehungs- 
Achſe auf ber Fläche des Ellipſoids beichrieben wird, Die erſte dieſer 
Gleichungen iſt die des Ellipſoids felbft, und die zweite kann für fi 
allein ebenfalld als die Gleichung eines Ellipſoids angejehen werden, 
welches Mittelpunft und Achfen mit dem erftern gemeinthaftlie bat, 
befien Pan aber 


k k 
a m  Yı ey 
find, und welches das Ellipſoid ber Maſſemomente nach zwei ſynme⸗ 
teifch liegenden Gurven fchneiden wird. 


— En anal 


Die Lage diefer Curven hängt natürlich von den Verhaͤltniſſen ber 
Maflemomente U, WB, & ab; nehmen wir daher an, daß bas erfte, 
in Bezug auf die Achfe der E genommene das kleinſte, das lebte, in 
Bezug die Achſe der Z genommene bas größte jet, fo werben bie Pro- 
jeetionsgleichungen jener Durchſchnittscurven in ben Ebenen ber En, 
EC und nt ber Reihe nach 


ME-MIHBE-BIT-C—. 
MB-ME-ELE-BIT-B-, ; 
BB Wr+ElE-By-,—M 


fie zeigen, baß bie erfle und dritte biefer Projectionen Ellipfen find, 
welche ihren Deittelpunft im Anfangspunfte und ihre Achfen nach ben 
Coordinatenachſen gerichtet Haben, und daß nach unferer Annahme 


2 
->M md <& 


fein muß, was fich übrigens von felbft verficht, da keine Berührung 
ftattfinden Tann, wenn die Senkrechte p nicht zwiſchen der kleinſten und 
größten ber drei Halbachien liegt. Die zweite ber Gleichungen (g) iſt 
Dagegen bie einer Hyperbel, auf Mittelpunkt un Achfe bezogen, und 


2 
es kann hier ebenſowohl B 27 = als B <: T " fein; tim erften Zalle 


liegen die Scheitel ber Onperteizweige auf ber Ar der E, im zweiten 
auf der der F, und es tft daraus leicht zu fchließen, daß im erften 
Zalle bie Achfe der E, im zweiten bie der C von ben beiben gefchloffenen 
BDerührungseurven untgeben wird. 

In ben befondern Fällen, wo k? — Eh oder = Ab iſt, wich bie 
erfte oder dritte der Gleichungen (g) nur den Mittelpunkt einer Ellipſe 
ausdrücken, und die Drehungsachſe unverrückt oder eine beſtändige 
Drehungsachſe bleiben. In dem erſten dieſer Fälle muß man aber 
offenbar entweder 


h 
»=0, g=0, o=:-YV% 


oder 
s.-U=-8 . 


im zweiten entweder bad Ichtere ober 


. Tu 
v»=»-VE. y=0, t=0 


haben; d. h. es muß am Anfange ber Zeit bie augenblidliche Drehungs- 
Achſe eine der beiden Hauptachien, für melche dad Mafiemoment das 
größte ober kleinſte ijſt, geweſen fein und wird es dann bleiben, ober 
es muß das Syſtem ſo beſchaffen ſein, daß die Maſſemomente in Bezug 
auf Die drei Hauptachſen gleich, daß alſo nach F. 165 alle Achſen in 
dem feſten Punkte Hauptachſen find, wozu dann auch die Drehungsachſe 
am Anfange der Zeit gehört, welche deßhalb, wie vorher, beftändige 
Drehung sachſe bleibt. 
Wird dagegen k? = Mh, was ſtattfindet, ſowohl wenn man 


»p =0, t=0, 4=9; 
als au, wenn man 


= 





77 u )) 

EB —-W) 

hat, fo geht bie mittlere ber Gleichungen (g) in 
AUB-WE-S(E-B)i=0 


über unb fiellt bie beiden Aiymptoten ber frühern Hyperbeln vor; bie 
beiden Berührungseurven fließen dann in einander und werben zwei 
Ellipſen, deren Ebenen ſich näch ber Achſe ber 7 fehneiden, und welche 


die mittlere Halbachſe m des Ellipſoids gemeinfchaftlich Haben. War 





in diefem Falle am Anfange der Bewegung 9 — Yo, die mittlen 
Hauptachſe alſo Drehungsachfe, fo wird biefe ebenfalls beſtändige 
Drehungsachſe bleiben; benn es tft Fein Grund vorhanden, warum 
ber Pol der Drehungsachſe Lieber der einen, als der andern Gurw 
folgen ſollte. 

Wird ferner A— B, das Ellipſoid der Maffemomente alfe 
ein Umdrehungsellipſoid um die Achfe der Z, fo werden die beiden 
legten der Bleichungen (g) ganz gleichlautend, nämlich: 


SE-ME-—-M. 


_ 


und gehören zwei zur Ebene ber Er parallelen Ebenen an, deren Ent⸗ 
fernung & von dieſer durch 
2 
— 


— 


— 1 — — 
iv eu 


ausgebrüct wird; bie beiden Berährungseurven werben daher, wie Dies 
auch fo einleuchtet, ebene Gurven, und zwar, wie die erfte ber Gleichun⸗ 
gen (8) unter ber Form: 


NE-M(EHN) = E-- 
zeigt, Kreife, deren Halbmeſſer 





,= — =; 


und für welche ber Fahrſtrahl r des Ellipſoids ebenfalls unveränberlich 
tft, woraus dann ebenſo, wie aus den Wertben von h und k?, weiter 
folgt, daß andy die Winkfelgefchwindigkeit in dieſem Falle conftant 
bleibt. — Würde man in dieſem Zalle k? — Mh nehmen, fo fände 


muact=0, r= 7 ‚ und bie beiden Berührungscurven fcheinen 


Demnach mit dem größten Kreife ober dem Aequator des Ellipſoids 
zufammenzufallen; bie Werthe von h und K? zeigen aber, baß jene 
Borausfegung nur flattfinden Tann, wenn auch A— & wird, wo- 
durch man auf ben vorherbetrachteten Fall: WM = WB = & zurüd- 
kommt und in der That wie dort 


findet. 
6. 194. 


Aus dem Vorhergehenden ſchließen wir alſo, daß die augenblickliche 
Drebungsachfe im Allgemeinen in dem Syſtem eine Kegelfläche befchreibt, 
für welche man aus ben Gleichungen (f) fehr Teicht die Gleichung: 


e(e-Hr-ak-a)rrele)r 


BEER... DE 
atebt, wenn. MBh Feiner iſt als x2, und bie Gleichung: 
“(nee Near. 


wenn man MWh größer als k2 Kat, Diefe Fläche wird in folchen 
Spftemen, für melde A— WB ift, eine Umbrehungsfläche und zieht 
ih, wen U=-B= € tft, ober wenn man k — Uh oder = Eh 
hat, in ihre Achfe zufammen, welche beftänbige Drehungsachſe bleibt. Für 
k? — Wh geht jene Kegelfläche in zwei fih tim Anfangspunfte durch⸗ 
ſchneidende Ebenen über, wenn nicht am Anfange der Zeit ꝓ0 — qo⸗ 
ober die mittlere Hauptachſe ſelbſt Drehungsachſe war; denn in dieſem 
Falle veduzirt fi) unfere Kegelfläche auf bie Durchichnittslinte der bei⸗ 
den vorhergenannten Ebenen. 

Diefe Ebenen bilden zugleich eine Grenze für die verfchtebenen 
Lagen der Drebungsachfez denn fie ſcheiden die vorhergehenden Kegel- 
flächen, und wenn am Anfange der Zeit die Drebungsachfe in Bezug 
auf bie Ebene der En über einer diefer Ebenen liegt, fo bleibt fie 
fortwährend in einer nahezu gleichen Lage gegen bie Achfe der Z ober 
des Maſſemomentes S; liegt fie dagegen anfänglich unter einer jener 
Ebenen, fo bleibt fie immer in einer nahezu gleichen Neigung gegen 
die Achfe der E ober des Maflemomentes A. 

Auf Ähnliche Weile kann nun auch Die Rage der Achfe des reful- 
tirenden Momented der Bewegungsgrößen in dem feiten Syſtem in 
Bezug auf beffen Hauptachfen geometrifch dargeftellt werben. 

Die Gleichungen biefer Achfe, diefe durch den Anfangspunft gehend 
angenommen, find nämlich nach den oben gefundenen Werthen von 
cosl/, cosm,, cosn/ 


I N 
©r Up ’ Ba Up’ 
und aus den Werthen von h und k? zieht man, wie vorher aus ben 
Gleichungen (f), bie Bedingungsgleichung: 
EH-YZ)r = AR-AHF HB — She , 
worin &h > k2, k? > Mh und > Mh vorausgefegt iſt, ober 
AR — Ah) = El Eh — LH) +WB(Wh— Kg} , 


wenn man k? Bh Hat. Glimintrt man alſo in diefen Ausdrüden 
»°, q°, x? mitielß ber vorhergehenden Oleichungen der Achſe, ſo 
ſindet man im erſten Falle 


⁊ 


— — — — 


GER 


und im zweiten 


(a) = 6-2) +8)" 
a TOT 
als die Gleichung ber von ber Achſe bed Momentes 3. Man, innerhalb 
bes Syftems befchriebenen Fläche. Diefe Achfe befchreibt demnach eben⸗ 
falls eine elliptiſche Kegelfläche, deren Achſe im erften Falle mit ber 
Achfe ber & ober bes größten Diaffemomentes S, tm zweiten mit der Achfe 
ber E oder bes kleinſten Maffemomentes A zufammenfällt, und die, wie 
bie vorige, für B — MU eine Umdrehungsfläche um die Achfe der Z wird. 
Diefe Gleichungen zeigen ferner, daß für k — Eh ober = Wh 
auch die Achfe des reſultirenden Momentes beftändig mit der Achfe der 
& oder der E, alfo auch mit der Drehungsachſe zufammenfällt, und 
daß für den Fall, wo k? — Bh wird, die Kegelfläche wieder in zwei 
fich durchſchneidende Ebenen übergeht, deren area aber 


© 
L, = * VS yEE 


wird, die alfo nicht mit den Ebenen ber augenbliclichen Drehungsachfe 
sufammenfallen ‚ Sondern mit der Ebene der En einen größern Winkel 
bilden als dieſe. Hätte man dann am Anfange der Zeit oder in 
irgend einem Augenblicke =0, u =0, Pp=M , ſo wäre 
ah E—=0, 5,=0, und bie beiden Adıfen mwürben in biefem 
Augenblide mit der Achfe der 77 oder des mittleren Maſſemomentes 
B zufanmenfallen, und es iſt nun noch einleuchtender, daß bie 
Achſen in dieſer Rage bleiben müflen, ba zu dem frühern Schlufle, daß 
fein Grund denkbar tft, warum fie fich Lieber tn ber einen als in ber 
andern ber entfprechenden, längs ber Achſe der n fich fchnetdenben 
Ehenen aus diefer Lage entfernen follten, noch ber neue fommt, daß 
es überhaupt keinen Grund für eine Aenderung in ber 
Lage diefer Achſen gibt, wenn beide biefelbe Richtung 
haben, Es folgt daraus ferner, daß wenn die Bewegung um eine 
andere Drehungsachfe als die Achfe der 7 in einer der Ebenen 


rer /EyER 


begonnen hat, bie augenblicliche Drehungoachſe ſich almählig nach ber 
einen oder nach ber anbern Seite hin ber Achfe der 7 oder bes mittleren 
Maffemomentes WB nähern, und wenn fie biefe Lage wirklich erreicht, 
darin verharren muß, was wir bald noch näher erörtern werben. 

Endlich iſt es einleuchtend, daß für ben Fal U=-B- 6 
beide Achſen biefelbe beftändige Enge haben, da jede Achſe eine Haupt⸗ 
Achſe des Syſtems iſt. 
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Sehen wir num wieder zu unfern Gleichungen (b) und (c) zurüd, 
jo erkennen wir zuerft, daß die beiden Gonftanten h und k gegeben 
find, wenn man außer der anfänglichen Lage der Hauptachien noch 
bie anfängliche Rage ber augenblidlichen Drehungsachfe und bie an- 
fänglihe Winkelgeſchwindigkeit ꝓ0 bed Syſtems Tennt ober die In⸗ 
tenfität und Richtung ber Kräfte, welche bie Betwegungsgrößen mv zu 
erzeugen vermögen. Im erften Falle bat man unmittelbar die Com— 
ponenten Po, do und 8, ; im zeiten "Dagegen findet man zuerft die 
Größe und Richtung der Achſe des refultirenden Momentes ber Bewe⸗ 
gungsgrößen ober den Werth von k und damit ihre Komponenten 
Apo, Ba, Er, nad den drei Hauptachſen, woraus fich dann 
90 > Mo; ro und h berechnen laffen. 

Mit biefen. Ergebniffen werben wir nun durch eine ber Gleichun⸗ 
gen (a) eine Beziehung zwifchen den Gomponentn p, q, x und der 
Zeit t finden, wenn wir mitteld der Gleichungen (b) und (c) zwei 
berfelben, 3. B. p und g durch die dritte r ausdrüden und biefe 
Werthe in das Aenderungsgejeb diefer dritten, alſo hier in die dritte 
der Gleichungen (a) einführen. Man findet fo zuerft 


pe— Bi— (-vByr⸗ 
— ABI 
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und Hat demnach für jede von diefen Componenten zwifchen zwei Zeichen 
zu wählen. Diefe Wahl beſtimmt fich wie immer nach dem anfähg- 
lichen Stande der Verhältniffe diefer Größen, ob fie nämlich mit ber 
Zeit wachlen ober abnehmen, was Yeicht aus ben obengenannten Ge 
gebenen gejchlofien werden kann. Mit den vorftehenden Werthen nimmt 
Dann die dritte ber Gleichungen (a), ms Aenderungsgeſeß von t in 
Bezug auf r, bie Form an: — 


a_, VA — 
de  VR1+EE-Br.yer—M—-EE Mr: ’ 


welche zeigt, daß ber Werth von t im Function von r im Allgemeinen 
nur annäherungsmwetfe gefunden werden fan Nimmt man aber an, 
daß dies gefchehen. fet, ſo kann man ans biefem Werthe umgekehrt ben 
Werth von er in Function von t ziehen und mittels dieſes Werthes 
und ber obigen Gleichungen auch bie Werthe von p und q in Function 
von t erhalten. 

Zur vollſtaͤndigen Löfung der Aufgabe tft demnach noch bie Kenntniß 
der Winfel @, 3, u, welche bie Lage der Hauptachfen des Syſtems 
in Bezug auf bie feften Coordinatenachſen feftftellen, in Function der 
Zeit erforderlich, und dazu werden im Allgemeinen die Gleichungen (129) 
dienen, nachdem ‚man in dieſelhen die vorhergefundenen Werthe von 
», 9, r in Function von t eingeführt hat. In unferm Yalle liegt 
es aber fehr nahe, bie Achfe des vefultirenden Momentes I. Mmy felbft 
als eine ber feften Goorbinehenachfen ‚3% B. als Achſe d der z zu nehmen; 
man hat dadurch 


(h. 


. , D — 4 Lu nn 4 ‚ 
cos E06 cas, , CL ==cosm, , 0sıb ==0"==cosn,, 


aber. wenn man für bie linke Seite dieſer Gleichungen die Werthe aus 
6. 23 der Einl., für die vechte Seite die Wertbe (e) in 8.191 nimmt, 
— ya , inyains—= 9 ; 09 = SE . Üü 
Diefe Gleichungen beſtimmen unmittelbar cos I und kangıy in Fune⸗ 

tion von p, q, r und folglich auch in Function von t; es iſt jedoch 
in Betreff der Tangente des Winkels au, befien Grenzen O und 27 
find, auf die Zeichen von Nenner und Zähler zu achtenz denn ba 
man hat 





tang = mL 


fo wird diefer Winkel, wenn q pofitio ift, im erflen oder im zweiten 
Quadranten, d. h. zwiſchen O und 47 oder zwiſchen 47 und 7x liegen, 
je nachdem p einen negativen oder einen pofitiven Werth hat; iſt da⸗ 
gegen q negativ, fo liegt er unter gleichen Borausfegungen für p 
zwotichen 7. und & ru oder zwiſchen I re und 2. 

Es iſt demnach nur noch der Winkel w zu fuchen. Dazu eliminirt 


- 08 
na 3 


man u den beiben erſten ber Gleichungen (129) das Aenberungs- 
geſeh I I wodurch fich ber Ausdruck: 

oder wenn man auf beiden Seiten mit sin 3 multiplicht und bie 
Gleichungen (i) benügt, bie Gleichung: 


= (1-9) = Ap+ Ba: 
1 a Bu k 


ergibt. Darans zieht man dann zuerft 
du pt Up +Ba: k h— &r:? 


k.) — ip? + Hp: + Be? = k? — &? x? 
und erhält dann mit ber Beachtung, daß man hat 

1.) do _do di _,„ hr di 
dee dd MR—Er de’ 


mit dem obigen Werthe von 2 einen Ausdruck für * in Function 


von 8, aus welchem ber Bat von wo im gemeinen wieder durch 
Annäherung gefunden werden Tann. 

In einigen befondern Zallen laſſen fich indeſſen die Integrale ber 
Bleihungen (h) und (1) auch genau ableiten, nämlich dann, wenn 
entweder M— B iſt, oder wenn k? einem ber Probucte Ah, Bh, 
Eh-gleih wird. Diefe Fälle wollen wir deßhalb näher betrachten. 


t 
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Nehmen wir zuerft ben Ball, wo die Maffemomente des Syſtems 
in Bezug auf zwei Hauptachſen in dem feften Punkte gleich, wo daher 
alle Achſen in ben Ebenen diefer beiden Hauptachfen ebenfalls Haupt⸗ 
Achſen find, und im allgemeinen Falle A— WB zu nehmen tft, wobei 
wir zur beutlicheren Vorftellung wie bisher dns dritte Maffemoment & 
als das größere vorausfehen wollen. 

Die Bedingung BA führt die dritte der Gleichungen (a) auf 


de 
„nr! 


> 


zurück unb gibt demnach 


tr=nm. 
Die beiden erfien jener Gleichungen werden damit 
d __ er d so-4 
a. Br q eo D 3 ur pre 


und man acht aus ihnen einfach 
| 
Pate =0, PHe=ata- 
womtt ſich für bie Winkelgeſchwindigkeit ber unveränberliche Werth: 


= VP+4+2=- Varta tm=n 

ergibt, welcher bereit in 6. 193 aus der beftändigen Länge bes Fahr⸗ 
ſtrahls für die Punkte des Berührungskreiſes gefchloffen wurde. Man 
fieht aber aus diefen Grgebniffen noch weiter, daß auch bie Compo— 
nente r ber Winkelgeſchwindigkeit nach der Achfe des Maſſemomentes S 
unveränberlich iſt, wie dies auch aus ber unveränderlichen Neigung der 
augenblilichen Drehungsachſe gegen biefe dritte oder vielmehr einzelne 
Hauptachſe folgen muß. 

Um nım p in Zunction von t: zu erhalten, kann man entweder in 
der erſten ber vorhergehenden Gleichungen ben Werth: g / in — p? 
einführen, oder man kann in der Gleichung (h) die Größen in ent- 


ſprechender Weiſe vertaufchen, um Daraus den Werth für ni u er 
halten. Sett man für das erfte Verfahren , welches das enfadife ift, 





und barans als allgemeines Integral: 
p. 


t= are sin —-— arcsin —. 
U%o ri m 


Beachtet man dann weiter, daß wenn man urcein 2 — a ſeht, 


B 
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cos — % wird, fo zieht man aus. der vorftehenden Gleichung die 
Werthe: 

p=wmsin{funtta)=nenunttPe wur‘, 

q* II coCuti)—q cos UL — Po sin tot. 


Die Winkel I, w, find nun ſehr leicht zu erhalten. Dan 
hat zuerft, wie oben —— wurde, 
c08I = ex J lanygy = = — ca(utt+ a) 
und demnach 


y= zrratrutmt — Yotutst D 


wo dann * —** +0 = arctang a ben anfänglichen Werth von 
1D bezeichnet. Cau wird bie Gleichung (k) anſach 


do _ k. 
a u 


und gibt, wenn wo, ben anfänglichen Werth von w bezeichnet, 
0 = co + T . 


Alle biefe Werthe beftätigen die in den 56.193 und 194 gemachten 
Schlüſſe. Der conftante Werth von cos 9 zeigt, daß die geometrifche 
Umdrehungsachſe des Ellipſoids der Maffemomente eine Umbdrehungs- 
Kegelfläche um die fefte Achie des veiuitirenden Momente der Bewe⸗ 
gungsgrößen befchreibt, und daß demumuch ber Aequator deöfelben 
immer auf gleiche Weiſe gegen bie Ebene dieſes Momentes geneigt if. 
Ferner fchließt man aus dem ber Zeit proportionalen Werthe von o, 
daß fich die Projection jener Achſe auf diefer Ebene gleichfürmig bewegt, 
daß alſo auch die Achfe felbft ihre Kegelfläche mit gletchbleibender Ge⸗ 
ſchwindigkeit durchläuft, und ber ebenfalls ber Zeit proportionale Werth 
von u lehrt und, daß fich ein beftimmter Halbmefier des Aequators 
in Bezug auf die veränderliche Durchfchnittslinte {siner Ebene mit ber 
Ehene der xy ebenfalls gleichförmig bewegt. 

Zuuletzt laͤßt ſich noch zeigen, baß bie geometriſche Umd reh⸗ 
ungsachſe mit der augenblicklichen Drehungsachſe und ber 


Sit 


Achſe des refultirenden Momentes ber Bewegungsgrößen 
immer ineiner und derſelben Ebene liegt, Denn aus Fig. 108 
erſieht man, daß ber Winkel, welchen die Projection der letztern Achſe 
in der Ehene bed Aequators ober der x’ y’ mit der Achſe der x’ bilder, 
gleih m — y iſt, und nach dem Vorhergehenden hat man einmal 





tang(a—y)=%, 
dann iſt auch nn nn 
cou = — — — — cos w — — — 
Vor +’ +%° > Varta +n? 
woraus fofort 
cos __ q 
lange = Fre le » 


folgt, wenn e’' den Winkel bezeichnet, den bie Projection ber augen- 
bliclichen Drehungsachſe in der Ebene des Aequators mit ber Achfe 
ber x’ einſchließt. Diefe augenblicliche Drebungsachfe und die Achle 
bes vefultivenden Momente 2.Mm, legen demnach in einer durch 
Die Achſe der T gehenden Ebene, d. h. in einer Ebene mit der ein= 
zelnen Hauptachie des Syſtems oder mit der geometrifchen Umdrehungs⸗ 
Achſe des Ellipſoids der Maſſemomente. 
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Die Fälle, in denen k? = Mh oder = Eh if, find oben ſchon 
hinreichend beiprochen worden, und unfere Gleichungen in $. 195 können 
und darüber nichts Neues lehren. Denn man ſieht, daß bie erfte dieſer 
Borausfetungen den Werth von 2, die zweite ben von p? negativ, 
alfo den entiprechenden von q oder p imaginär macht. Die Bedingung: 
k?2 = Un läßt ſich aber auf | 


BB-MWearste-Mr=0, 
und die Bedingung: B—&haf -' | 
ALSE- A) +H+B(E—- B)g: = 0 
zurückführen, welche zeigen, daß ber erſten nur Durch 
9=0 , .2r=f, 
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ber zweiten nur buch 
p—=0 > 4*0 


genfgt werben kaun, wie ſchon ausgeſprochen wurde. 
Unterſuchen wir alſo noch den Fall, wo 


kꝛ B 


iſt, auf analytiſchen Wege etwas näher. Dieſe Bedingung führt, wie 
wir ſchon oben gejehen haben, auf 


und die Gleichungen: J 
Te er = rt — Big = Blh-— Ba?) 
Unter = h—Ba 

geben folgende Werthe von p? und r? in Function von q: 
22 = © -8 M—Btg! Mo BS-U %R-8: . 
e-u Uß €_-U BE 
fie zeigen, daß wenn nicht 
Bi=kt , db p9=0, r=0 
iſt, immer 
k? 
"<< 
fein muß, Dit diefen Werthen nimmt dann bie zweite ber Gleichungen 
(a) die Form an: 


wi9_ Ye 2) 8- A) tat), 
und man zieht daraus 
Byae [" 1 
ba 4 Of a ? 
 . VIE-BB-M. 700 
oder wenn zus Abkürzung 
BYE 2B1 k_ 
— +.'.8# 
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gefeht, und Rum bie angebentete Integration ausgeführt wird, 
| m+q m—do 
w—qa mtr” 


alfo auch umgelehrt, wenn dieſe Gleichung in Bezug auf ‘ aufgelöft 
wird, entweber 


tut loym . 


„wta)e” E: qo — m 


= 

m 

ober u +) + % 
' ut 
__ua=ane Zm—@ 


. “ u t 
(w—q)e +m+% 

Diefe Werthe zeigen, in Uebereinſtimmung mit unfern früheren Säif- 
jen, daß wenn am Anfange ber Seit p, = u=0, und k?— Be q,? oder 
1=tm war, q immer gleich tm=g, fein wird; war biefes 
dagegen nicht der Fall, To nähert ſich q mit wachfender Zeit immer 
mehr dem Werte Ems, die augenblidliche Drehungsachfe, ober ge- 
nauer audgebrädt, ihre pofitive Hälfte nähert fich aljo einer ber beiden 
Hälften der mittleren Hauptachfe, und zwar ber pofitiven Hälfte ber=. 
felben, wenn g am Anfange mit der Zeit wächftz fie wendet fich Dagegen 
bey negativen Hälfte zu, wenn g am Anfange abnimmt. Die ge 
nanntenkagen felbft erreicht fie aber erſt vollkommen nad 
einer unendlichen Zeit, oder niemals. | 
Die Winkel 3 und ergeben fich wie früher aus den Gleichungen. 
(i) x fie erhalten aber im gegenwärtigen Falle keine einfachen Zormen;z 
ebenfo folgt ber Winkel w tn Function von t aus der Gleichung (k), 
wenn man zuerft 2? durch g? ausdrüdt und dann für g den oben 
eidaltenen Werth in t einführt; was in der Ausführung durchaus Feine 
Schwierigkeit barbietet und dem Lefer überlaffen bleiben fl. © 
* $. 198. | 

—* der geometriſchen Betrachtung der Lage der Drehungsachſe 
und der Achſe des reſultirenben Momentes der Bewegungsgrößen iſt 
ſehr leicht ber Schluß zu ziehen, daß wenn bie erſte dieſer Achſen am 
Anfange der Zeit nur ſehr wenig gegen die Achſe des größten oder 
Meinften Naſſemomentes geneigt iſt, dieſe Neigung immer eine ſehr 
Heine bleiben wird, daß folglich bie Bewegung um Def Achſe ſtabil 

Decher, Handbuch der Mechauil IL 
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ober beftänbig frin.:wärd;, daß dieſes jedoch: nicht mehr / ſtattfludet, 
wenn die augenblickliche Hre —55 anfänglich in der Nähe ber 
mittleren Hauptachſe liegt, wenn nicht gerade Wh — kt iſt und bie 
Ace rt im einer‘ der dent üeht, deren Gieichung 


EE-B = AUB-Ur 


iſt. Man kann diefe Schlüffe auch auf gualhtiſchem Wege örfetigm 
und zwar fehr einfach In folgender Weiſe. 
Die Gleichungen (b) und (c) geben durch he Berbinbung 


AU — Wp+B®— By = Eh— k2 — , 
AB WE (E- Br Bh- kxꝛ = 
SB — ME+EE— per-k-=r7, 


und man .erfieht aus dieſen Ausdrudcn, daß wenn bie Differenzen d und 
5”. fehr Klein find, auch p? und g2 in.dem erſten oder q? und r? 
in dem dritfen fehr ein bleiben müſſen, da ihre. Goeffiztenten noth- 
wendig pofitiv find; biefe eränderlichen. werden demnach zwiſchen den 
Grenzen | 

2 em, == 2 — * 
dk (= — “ Om nn 


wg pe om se 


eingefehfoffen fein, "und ſich dann auch die Yeintelgejchwindigkeit P I 
beiden. Faͤllen ſehr wenig ändern. - Dosielbe. iß ‚aber auch mit b 
Winkeln 3. und ober mit den Winkeln — und v. ber "Fol; ee 
wird alfo bie augenblickliche Drehungsachſe ihre geringe Neigung gegen. 
die Haie ber 5 oder der E nahezu unyeränbert beibehalten. 
. Im ber. zweiten der obigen Gleichungen. dagegen: find bie Werte 
von p und x durch den. Werth von- d/ nicht beſchraͤnkt, nd es Fonnen 
beibe gleichzeitig beliebig groß werben, aber nicht mehr beliebig klein, 
ba, je nachdem d’ pofitio oder negativ tft, bald re, bald P imaginär 
weiden kann. Die augenblickliche Drehungsachſe kann ſich alſo keiner 
ber Haupiachfen beliebig nähern und wird fich namentlich von ber 
mittleren, wenn fie derſelben möglichſt nahe gelommen nme, wieder 
raſch entfernen. Den befonbern Fall, wo d’ = 0. Wr haben wir im. 
vorigen $. kennen gelernt. 

Umgelehrt iſt auch leicht. zu beweiſen, vaß bie auperiſen ‚cin 
ſiden Ge in dem feften YBynkis,, * PAR, "0. Anti —8 
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muß, die einzigen Achſen ſind, welche fortwährend Derhungoachſen blet⸗ 
ben, wenn Fe es am Anfauge der Zeit waren, und welche immer eine 
unveränberliche Rage behalten. Denn die beſtaͤndige Lage der Drehungß⸗ 
Achſe iunerhalb des Syſtems bedingt nach $. 188 æine unvrvanderlicht 
Winkelgeſchwindigkeit Hp und unveränderliche Componenten P, q, ®%: 
much den drei urit dem Syſtem feſt verbundenen Coordinatenachſen, und 
bie Gleichungen (a) :werden unter. dieſer Vorausſegung 3 


d " . ‘ . IN en ' . 
1 ( Byar — 


d 
0 A) vr 


de _ 
di. 


Sind demnach die drei Maſſenmomente A, U, ES ungleih, fa fan. 
dieſen @leichungen nur dadurch Genüge gefchehen, daß man zwei der dvei 
Verunderlichen P, q, r Null ſetzt, d. h. eine ber Coordinatenachſen 
oder Hauptachſen ſelbſt als Drehungsachſe nimmt. Sind zwei ber ges 
nannten Maſſemomente einander gleich, 3. 8. WB = U, fo fällt eine 
der. abigen, Gleichungen, bier bie dritte, hinweg, unb bie beiden andern 
werben auch -# == 0 allein oder durch — O, q = 0 zuſammen 
befriehigt.; Die erſte Bedingung ſpricht aus, daß bie Drehungsachſe 
in bes Goene der En legen muß, und man weiß, baß im jepigen 
Dale ae, Achſen in. dieſer Ebene Hauptachien find; die zweite. Bedin⸗ 
weg /ertipricht ber. einzelnen Hauptachſe ber 5. Mat man endlich 
HB, fo werden, bie obigen. Gleichungen unabhängig ‚von 
0:5. Null, und dieſe Beränderlichen können beliebige Werthe er⸗ 
hallen; in dieſem Falle find aber auch alle Geraden, welche durch ben, 
Drehungspunkt geben, Hauptachſen, und es iſt demnach ber obige Satz, 
daß ‚eine beßaͤndige Drehungsachſe eine Hauptachſe ſein muß, für alle 
Bölle hewieſen. 
N $. 19. 

Die drehende Beroegung, welche wir in ben vorhergehenden $$- 
unterſucht haben, wäre bie eines ſchweren feften Körpers, der in ſeinem 
Schwerpunkte nnterftügt würde und fich um benfelben nach jeder Ride 
tung frei; hewegen könnte, und man fieht ein, daß eine ſolche Einrich⸗ 
tung. in der Wirllichteit nicht leicht zu. treffen iſt. Wir wollen deßha b 
noch ‚tingn; andern Fall unterſuchen, Für welchen bir —8* ergebenben 


0=(B-Upa ) 
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Geſehe durch bie Erfahrnug Befätigt werbar kömien, und ber und zu⸗ 
glei als Beiſpiel für die drohende Bewegung eines feſten Syſtenes um 
einen. feſten Punkt dient, wenn die drehenden Kräfte nicht Null find. 
Dieſer zweite Fall iſt die Bewegung eines ſchweren feſten Kör⸗ 
pers, welcher nicht in feinem Schwerpunkte unterſtützt if, 
aber unter der beſchränkenden Borausfegung, bag biefer 
Körper homogen und von tiner Umdrehungsfläde be 
grenzt jet, und baß ber fefte Punkt, um. welchen er fid 
breben foll, in feiner geometrifhen Umdrehungsachſe 
liege. 


Nehmen wir alfo an, daß dieſe geometriſche Umdrehungsachſe AZ’, 
Fig. 109, die Achfe der Z ober des Maflemomentes & fet, und man 
demnach für die beiden andern Achſen MH — B hat; ferner fet bie 
Achte der z des feften Eoordinatenfyftems, ald deſſen Anfangspunkt ber 
fefte Punkt A genommen’ werde, parallel zur Richtung ber Schwere, 
und zwar die pofltiven z aufwärts gerichtet. Wir wollen ferner an- 
uehmen, daß biejenige Hälfte der Achſe ber Z die ypfitige ſei, auf wel⸗ 
cher der Schwerpuntt O Hegt, fo daß die Entfernung des letztern von 
bem gemeinfchaftiichen Anfangspunkte A, Die wir mit 1 bezeichnen, im⸗ 


mer poſitiv iſtz der anfängliche Werth 9, bed: Winkels I ober ZAZ 
wird dann bie anfängliche Sage dieſer pofitiven Hälfte der Achſe der d 
gegen die pofitive oder aufwaͤrts gerichtete Hälfte ber Achſe der z feh- 
ſtellen. Die Lage der feften Achſen ber x ımb y-in ber feſten Horte 
zontal-Ebene iſt gang willkürlich; man wird fie daher am einfachſten 
fo beſtimmen, daß bie Achſe ber T am Anfange der Zeit in der Chem 
ber xz liegt, der Winkel wo, alſo Null iſt. Dann weiß man, daß alle 
Achſen in ber zur Achfe ber 5 fenkrechten Ebene BDB’D’ ‚oder if bei 
Ebene des Aequators des Ellipſoibs der Maffemomente 
Hauptachſen find; man Tann defhalb bie Achſe der E ebenfalls will⸗ 
kürlich wählen und wird Fir dieſelbe am einfachften diejenige Gerade 
nehmen, welche am Anfange der Zeit mit der Durchichnittölinie AB 
jenes Aequators und der Ebene der .x y. zufammengefallen war, fo baf 
man für den Winkel u, welchen jene Achſe AE der E am Ende ber 
Zeit ı mit biefer- veränderlichen Durchfchnittölinte: bildet, ebenfalls den 
anfänglichen Werth u, = 0 erhält. Enblich werben wir vorausſetzen, 
daß dem’ gegebenen Körper am Anfange nur- eine Winkelgeſchwurdigkell 
x, um feine genmetrifche Achſe ertheit worden fei, fo daß man 9, —=0, 
do = 0 hatz das-Zeichen von ro wird den Sin dieſer Umdrehung 
geſchwindigkeit angeben, und zwar wird bie Bewegung, von der poſillven 
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Achſe der T aus angefehen, im Sinne eines mezeigere vor ſich gehen, 
wenn 7, poſitiv iſt. 

Nachdem wir anf ſolche "Welle alle anfanglichen Gegebenen der 
Aufgabe feſtgeſetzt haben, erübrigt noch, die Momente des tm Schwer- 
punkte O angreffenden Gewichtes P in Bezug auf die drei Achſen ber 
E, n und C auszubrädden, um die Gletchtingen Her Bewegung aufſtellen 
zu Tonnen. Es tft aber- aus ben vorhergehenden Annahmen Teicht zu 
ſchließen, daß bie intel ‚ welche dieſe Kraft mit den genannten Achſen 
bilbet, die Ergaͤnzuͤngswinkel zu ivon denjenigen find, welche die 
Achſe der z mit Ihnen einſchließt, daß alſo ihre Gofinus der Reihe nad) 


—c=00WJ8n} , (= —sinyend , (= — 008} 
find. Man Hat feme . a EEE —— 
50, ä =0, i=l; 0 Too hen 
und damit wird ie 
M=0, M=—Ple. , My =#le 
.= Pl cosıy sin $ Fa —Pl hin ya 


Die — (133) nehmen haben bie Form an: 
—A -Mar =Ple 


— — Pie ; (A 
es de — 0 


dt. u) rn nn. 

worin wieder S größer als MM vorausgefeht if. rn 
Die letzte dieſer Gleichungen gibt ſogleich 

=D, R | 

und zeigt, daß die Winkelgeſchwindigkeit um die Achſe der F oder um 

die geometrifche Achſe des, Körpers unveraͤnderlich iſt. Multipfieitt, man 

dann diefe Gleichungen (A) der Reihe nach mit c, ce, e” und nimmt 


die Summe ber Probuste, fo ergibt ſich mit Einhaltung des Sees 
A(e pq — e pq) = 0 der Ausdruck: 


x 


el Errca-sn]+ac} an 2-4 per X— 0 


W 





‚aber akt: Beachhung. der Gleichungen (13 in $. 186 
‚einig ui. 


Integrirt man biefe Gleiung und berffichtigt bie frähere Mumahme, 
wonach Po —=0, qo »O if, fo findet man mit Einführung der 
obigen Werthe von c, c’, c’ die Gleichung: 

B) Er, (cos ꝰ —- cos ,)-+ Mlgsin peins —Pcosyysind)—0. 


Endlich addire man die beiden erfien ber Gleichungen LA), nachdem 
man fe mit p und q multiplicht hatz ihre Summe gibt 








a(» 2 raS 9) = — Pl(ge— pe) = — Pl de 

und das allgemeine Integral’ biefer Gleichung if 

C.) Alp 4 qꝛ) = 2Pl(cs%—cos}). 

Man ſchließt daraus fogleih, daß cos 3 Immer Heiner als cos s, 
oder 3 größer als I, werden muß, was übrigens auch fo einleuchtel, 


ba das Beſtreben ber Kraft A inner dahin geht, bie Achte der & in 
bie Richtung der negativen Achſe der z zu bringen.. 


Nimmt man num bie Gleichhmgen (129) zu Hufe; fo zieht man 
merſt aus der dritten derſelben die Veziehung 


day do 
D.) ? E+T 


während Die beiden erſten durch ihre Verbindung ie leicht zu finden 
iſt, die Gleichungen: 


qsiny sind - p 008 ıy ing — = da nr 9 
X d 
+ = () sin? 94 () 
geben, durch welche bie Gleichungen (B) und (C) bie Form: 


03 = %: 


*27 


J 


d 
A sin? I= Er/⸗ (208 9, — cos 9) 


* [; ) sint +)] = 2Ppl — | 


annehmen unh nun mit der Gleichung (D) die Wiikl 9, w, Y 
in Bunetion von t —— Denn élinunirt man das Aenderungs⸗ 


geieh = in. der zweiten der vorthenden Gleichungen mittels der 
een ’ " folgt 


woraus man den Werth von t in Al von 9, im Allgemeinen 
aber me annäherungsweiſe erhalten und daraus durch Umkehrung 
auch den Werth von 9 in Function von t ziehen kann. Mit dieſem 
giol fobmen: bie erſte ber Gleichungen (E) den Werth von w, und 
wenn dieſer in die Gleichung (D) eingeführt' wirb, fo. wird nm auch 
ben Winkel u in Function von 9 ober t erhalten, womit die Auf- 
gabe ihre Auftöfung weſanter. bat. r N 


en 


8.20. 


u „pefonbere, Faͤlie nehme, ich zuerſt bicienigen 4. wo 3. æt 6 
ober 90 — m iſt, d. h. wo bie geometriſche Achſe mit der. Richung 
der Schwere: zuſammenfällt. 

Kenn’ &, re iſt, der Körper alſo am Anfange der Zeit, bie 
Rage bes ſtabilen Gleichgewichts einnimmt, fo muß nach der zu ber 
Gleichung (0) gemachten Bemerkung auch I == re bleiben; and) iſt 
in. her That. die Gleihung CF) für jeden andern Werth vom 3 ima⸗ 
ginär, während‘ fle für IF = ri auf ber veöhten Seite | 


ILL Zee 2=0 * Ih. _ 58 — * 


si. 
* 


gibt. Die Winkel w und hoben aber. kisen Give mein, ba ‚hie 
Myene der ‚En. fortwährend · mit der Ebene der xy-aufgmpenfällt, feine 
Brojection der Arie der C und Feine Durchſchnittslinie mehr vorhanden 
it, von ber aus ber Winfel yu.gemeffen. werden könnte.. 

Weniger einfach ericheinen indeflen bie Ergebnifle der "obigen 
Gleichungen, wenn 8, — 0 tft, alſo wenn, der Kbwer anfänglich bie 
Lage dis unbeftänbigen Gleichgarichtes einnimmt, während man boch 
Jeicht einfieht, daß hier die Erſcheinung dieſelbe fein muß wie vorher 
und wie früher, wo ber Schwerpunkt ſelbſt unterſtuͤtzt ünd die geome⸗ 
triſche pr bie anfängliche Drehungsachſe mar. ‚pe Gleichung (F) 
wird naͤnlich unter. blefer Vorausſegung 


d3\? 1— ce} | \ 
(7) = ste) Er], 


und wenn man bier 9 für 29, ° für 1 fept und be 


achtet, daß ber Winkel I nur größer werben Tann, fo erhält man 
für das allgemeine Integral ber vorſtehenden ‚Gleidyung bie Tom: 


weiche leicht rational gemacht werben kann. Man zieht damams zuerſi 
das unbeitimmte Integral: 


Di Au Ur — an? 
20V a = 1m VPE , 
B+VRr— em?! 
und wenn man noch allgemein ben Werth von 9, welcher einer Zeit t, 
entfpeilt, mit 9,7 Degeldmet und die Zahlen fiatt ber Sogaritfmen 
nimmt, ſo folgt 
'p-VRr—an} 9 Vereins, —V 
— — — IE — — — — 
BHVRr—enH + YR—mtH; 
werden nun aber für t, und I bie Werthe O geſetzt, ſo findet man, 
unabhängig von t, alſo für alle Zeiten 
B—-VR—ent =0, alſo auch F=0 m I—0 


wie es bie Natur der Sache erfordert. 

Nehmen wir ferner I, = Im, fo daß bie deometriſhe Achfe am 
Anfange ber Bewegung 'eine horizontale Lage bat, fo wird cos “9% —h, 
und die Gleichung (F) nimmt die Form an: 


ein (7) = — cos [ag ein ne]. 


ober wenn man 4r +9 für 9 ſezt, 
| cry (22) = un 9 [Eco 14 _ eu]. 


. 
U 1 


Man ſchließt daraus, daß wenn Err,? ſehr woh iſt gegen 2UPI, 
sin, alfo auch 9 fehr Klein bleiben muß, damit biefer Ausdruck 
nicht imaginär wird, daß ſich alſo in dieſem Falle 3 ſehr wenig von 
ſeinem anfänglichen Werthe 4 entfernen, oder daß bie geometriſche 
Achſe iminer nahezu horizontal bleiben wird. 


$. 201. 


Ohne jedoch dieſen Fall weiter zu verfolgen, wollen ii fogleich 
ben allgemeineren Zall unterfuchen, wo bie anfängliche ‚Neigung ber 
geometrifchen Achfe gegen bie Richtung der Schwere eine beliebige iſt, 
aber unter der Vorausſetzung, daß bie Abweichung derſelben 
von biefer anfänglihen Lage während. ber. Bewegung in 
febt enge Grenzen eingeſchloſſen bleibe. 

- Dazu bringe s die Gleichung F) zuerſt unter bie Form: 


sin? I n) = —E [sin 2 Aꝛ (cos 3008 9)Meos Ig—c0s 5 
indem ich einmal di Gab Gemicht P das Product Mg, dann wie tn 
$. 179 2 

u Er: Ag. Bw 
m 1 und —— — oder . 

kche ‚ p Bi 1; ihle Ränge des einfachen Pendels " as oe 
gungen, son berfelben Dauer’ macht, wie der gegebene Korper, wenn 
er ohne anfähgliche Bewegung alls der Lage des ſiabilen Gleichgewichtes 
entfernt worden und ſich ſelbſt Überlaffen am eine durch den feſten Punkt 
gehende horizontale Achſe, alfo um einen Durchmeſſer vom Aequator 
bes Ellipſoids der Maffemomente ſchwingt, und wobei zu bemerken ift, 
daß fich das Zeichen von 4 nad) dem von 7, richtet, fo daß ß mit x 
pofitiv ober negativ wird. Machen wir alsdann 


PR: N — — — 


indem wir mit u eine Veräanderliche bezeichnen, dexen Werth Immer 
ſehr Klein bleibt, und vernachläffigen wir in Folge deſſen die höhern 
Potenzen als die zweite biefer Veränberlichen, fo erhalten wir * 


sind — aindd, Ft usin29, + m? , 


la 508 99, — 6093 = n cin 9 — Zu? 0009. , 





D 
————— 0) 


und Wie obige Gleichnng nimmt · banit die Pakt ar: - 
=) — Quandt +00 9,).. 


Man zieht daraus mit ber Beachtung, daß u am Anfange der. Zeit zu⸗ 
nehmen muß, das allgemeine Integral: 








1 
 yE - ji "Verein, — W(Aßt-tosed,) ” 


ober wenn bie Integration 0 ausgeführt wirb, 


wur ıy £ (dt 000%) =r anf arte) 


als Werth pon-t ‚in- Farniion von. u. fer ano ai um⸗ 
getehrt den Werth von u int: 


| sin "T. 
KIA = good, I: - real. 


Aus dieſem [HUgbt man dann, daß auch im Allgemeinen, wie in dem 
beſondern Falle: 99 =e-}re, A? ober bad Verhältuig von @?r,? zu 
A PI ſehr groß fein muß, daB alfo bem Körper entweder eine ſehr 
goße anfängliige Umdrehaugegeſchwindigleit um die, geometriſche Achfe 
srtheilt werben, ‚ober das Moment Pi. ‚sehr Hein fein’ muß, wenn ı 
jumer fehr. llein bleiben fol. ‚Man Tann demnach; an Aß® für 
BAR on fegen, wodurch man einfacher, DE , 


Rz J . u. F a A 


und für 90 = in - 
| u = En sin VE 
findet, . 


Die en ber One (E) erhält auf dieſelbe Weiſe zuerſt die 
Form: 


nr == “20 Em 9,08) ; 


und mit dem verhergehenten Umwandlungen, wobei man auf der rechten 





Seile: des Qucchrat von .u-vernachläffipt: und anf: ber liuken :sin?-B, 
hir zin29 tet, ergibt ſich imabhängig : von. gs. borandgeieht,. des 
‚blefer Mintel it Rei iR, has Aenberungegre: . 


en J/ Ta ß VE, 


and darcius der Werth von : | 


Eu allen. 
‚= — fe. 0, 


welcher zeigt, daß biefer intel ſehr nahe der Zeit proportional, poſitiv 
oder negativ zunimmt, je nachdem 79 und A poſitiv oder negativ find, 
und zwar um fo genauer, je größer 4 iſtz ferner, baß bie Bewegung 
der Ducchichnittsltnie der Ebene bes Aequators und ber feften Horizontal- 
Ebene um die Achſe der z immer in demfelben Sinne flattfindet, wie 
die Bewegung um die Achſe dev F, und dabei um fo langfamer wird, 
je größer 4 tft, d. 5. je größer die anfängliche Geſchwindigkeit *, war, 
und je Fleiner das Moment PI if. | 

Endlich gibt die Gleichung (D) mit Bernachläffigung bes kleinen 
Unterfchiedes zwiſchen cos 9 und cos 9, 

C rot — cos 90, 
und für den beſondern Fall: 90 — +, einfach 
v=%Ll 

wie dies bei der geringen Beränberung bed Winkel! w von felbft ein- 
leuchten wird. 
- Die ebengefundenen Geſetze erflären vollftändig bie intereſſante 
Erſcheinung, welche gewöhnlich an der Fleinen Machine von Bohnen- 
berger gezeigt wird, welche aber einfacher durch eine Scheibe von 
Pappe oder Holz, AB, Fig. 110, hervorgebracht werben Tann, die fich 
auf einem bünmen Stift C dreht. Diefer Stifte iſt in ber Achſe eines 
prismattfchen Stäbchens CD von Holz befeftigt, und auf zwei gegen- 
überliegenden Seitenflächen bes lebtern find mehrere Fleine Stifte a, b 
angebracht, um an bem einen Baare a berfelben den ganzen Apparat 
mittels eines Fadens aE frei aufhängen zu können, während an einem 
der Stifte b ein Fleined Gewicht F hängt, welches dem Gewichte ber 
Scheibe nahezu das Gleichgewicht Hält, Iſt das letztere genau ber 
Ball, der Schwerpunft des Ganzen alfo in a, und hält man ben Stab 
mit ber einen Hand in eine beliebige Richtung, während bie andere 


— — 


Hand die Scheibe in eine moͤglichſt ſchnelle drrhende Vewegung verfeht, 
fo wird dieſelbe unverrückt in dieſer anfänglichen Lage verharren, wenn 
man auch ben Stab frei am dem Faben ſchweben läßt. Iſt Dagegen 
das Gewicht F etwas Pleiner, fo daß der Schwerpunft nach c kommt, 
fo wird ſich bie Achſe CD nach erfolgter Umdrehung ber Scheibe fehr 
langfam unter gleichbleibender Reigung gegen bie horizontale Ebene um 
bie Achſe aE drehen, und zwar von oben angelehen, wie ber Zeiger 
einer Uhr, wenn bie Scheibe felbft, von C aus angefehen, fich in Diefem 
Sinne dreht. Die entgegengefehte Bewegung wird aber flattfinden, 
wenn F zu groß iſt, der Schwerpunkt alfo zwiſchen a und D zu Liegen 
kommt. Am netteften if} die Sricheinung, wenn ber Stab CD anfäng- 
lich horizontal gehalten wird, wie ihn die Zeichnung vorſtellt. 





ne Viertes Rapitel, 


3. 


Allgemejue ve ber Bewtgung eines feßen Soſtens. 





I. Beweguug eines freien — 
$. 202. | 


Die e allgemeinen Geſetze der Bewegung eines freien feften Eyfemt 
von materiellen Punkten, deren Maſſen m, m’, m”, etc. gegeben find, 
und an welchen beliebige und belichig gerichtete Kräfte P, P’, P”, eie. 
angreifen, ergeben ſich num ſehr einfach durch folgende Betrachiung. 

Seien x, y, 2 die Coordinaten des erſten dieſer Atome am Ende 
der Zeit ı in Bezug Auf ein unverrückbares rechtwinkliges Coordinaten⸗ 
Syſtem und in Function von t ausgedrückt gedacht, ſo daß 


wu. a 7’, © 


bie drei rechtwinkligen Gomponenten feiner Geſchwindigkeit v vrſel 
len, und 
dx | day _ mil 82 _ „die 
die dt, dt, der *76i 
bie analytiſchen Maaße der eetsintigen Gpmponenten 3, 9, ‚2 
einer Kraft 9 find, welche dem betreffenden materiellen 
Bunktte, wenn:er ganz .freiiund einzeln ſich bewegen 
tönnte, biefelbe Bewegung fowohl bezüglich feiner Ge 
fh windigtett als Ber von ihm Befchrtebenen Bahn erthet-' 
len wärbe, wie ex fie wirklich bei feiner feften Berbindung 
mit dem Syftem unter dem Binfluffe dergegebenen Kräfte 
P, P‘, P’, etc. erhält oder, erhalten bat. 
| Rach derſelben Beztichnung werden x’, Y, 2 bie Coordinaten 
bes: Punktes, deſſen Maſſe m’ iſt und an welchem bie Ku r pP an⸗ 
greift, alſo auch 


I 


‚dx mEy ‚dir 
aw "gu ” ge 


bie Somponenten einer Kraft 9’ fein, welche für ſich allein demſelben 
Punkte feine wirklich ſtattfindende Bewegung ertheilen würde, wenn 
er ganz frei waͤre, u. ſ. f. 

Wenken wie und nun fammuliche materlelle Punkte des Syſtems 
ber Wirkung dieſer unbekannten Kräfte P, V', etc. anſtatt ber Wir⸗ 
fung der Kräfte P, P’, etc. unterworfen, fo tft einleuchtend, daß bie 
Bewegung biefed Syſtems biefelbe bleiben muß in bem ginen, wie in 
bem andern Falle, weil die Wirkung ber Kräfte 9, P', eic., von 
benen jede für fich allein ihrem einzeln fich beivegenden Angriffspunkte 
ſchon die Bewegung ertheilen würbe, welche er wirklich bei feiner Ber- 
bindung mit dem ganzen Syſtem befigt, durch biefe Verbindung nicht 
geändert werden kann; es muß folglich die Geſammtwirkung dieſer 

afte 9, %, ete., welche bie wirklich ftaftfindende Bewegung des 
Syſtems zur Zolge hat, der Befammtwirkung ber Kräfte P, P’, etc., 
welche in bem Syſtem genau biefelbe Bewegung bervoruft, gleich fein. 
Bezeichnen demnach wie gewöhnlih X, Y, Z die rechtwinklichen 
Gomponenten ber Kraft P, X, V, 2 die der Kraft P, u. ſ. f., fo 
bat man für bie Glechheit biefer Gefammttoirfungen in irgend einem 
Augenblide, alſo auch am Ende ber Zeit ı, nad Abſchn. I. Kap. 5 
ſechs Bebingungen, nämlich drei: . 


K)E.RmEXY, YJRrN,) rd 2%, 


für bie Gleichheit ber fördernden Wirkungen und bie drei folgenden 


3.(9x—%y) = 3.(Yı—Xy), 
B.) 4. . (#19) =. {Kezr), . 
2.(37— 94) sy »#V)), 


für bie. Gleichheit der drehenben Wirkungeni in Bezug. auf den 
feiten Anfangäpunft und bie feſten Achſen, welche in jedem Augenblicke 
mit. dem Syſter feſt verbunden gedacht werden könen. 

| Erſetzt man dann-- Fa „Sotponaiten‘ A, VY, », Br. durch ihre 
anpiptifchen Werthe, air de m ; nu ’ „ei. , ſo Namen ich 
bie Gleichungen: | BIER 


My _ sy _} 
x, no Zz.X,; | eu = z2.V,— in 
dz _ Z .5. (134. 
-.. 2.00 = J. 1: — 


für die fortſchreitende Bewegung | bes gegebenen feſten Sopei und 
bie Gleichungen: 39.. 


— ZEN Zu Bu NV 


' 5 ı 4 
.'2.m 5 Er) = 3.(y2-ıY) 


für die drehen de Bewegung desſelben tn Bezug auf den feſten Anfangs- 
pimkt und die feſten Achſen. 


Nach dAlem bert hat man ſich daran gewoͤhnt, dieſe Gleichungen 
aus einer andern Befrachtung abzuleiten ‚, welche mie weniger natürlich. 
und einfach zu fein ſcheint, als bie vorhergehende, bie fich blos auf bie 
natürliche. Auficht über die Geſammtwirkung ber. Kräfte Rüti; dieſe 
Betrachtung iſt aber Immerhin beachtengwerth,, da ſie elekhjam m Licht 
ant-Ye;fungen, Qnfnpe Ds Safems wit. . 

Bringt "nan- Aka. bie söigen Beige c * — 
—* Benni. 


ur . re u it 2; 1 
x lei) =0, 6 er =», rt 1% 


2. |. (ru X (öl *0 N on 
Eee 
z. he--R)- | -(t-aie)] = = 0 


(0 erhrund , bo. man die Differengen: 


.dtx diy ' dig 
m Noms uam 
Bi, ,dy dr 
er on, Fa 
u. ſ. f. 


als die rechtwinkligen Componenten von Kraͤften betrachten kann, welche 
an denſelben Punkten angreifen, wie bie gegebenen Kräfte P, P’, etc., 
und fich an dem feften Syften tm Bleichgewichte halten. Diefe Kräfte, 
welche offenbar bie Refultivenden find von ben gegebenen Kräften P, 
P', etc, und von ben in entgegengefeßtem Sinne genommenen Kräften 
9, 9%, eto. nannte d'Alembert, weil fie zur Bervegung bes Sy 
ſtems nichts beitragen, verlorene Kräfte und ftügte bie Lehre von 
ber Bewegung eines Syſtems von materiellen Punkten auf den durch 
bie vorhergehende Erklärung einleuchtenden Sa: Die verlorenen 
Kräftehalten fih an dem Syſtem tm Gleichgewichte. Dem 
wäre biefes nicht der Fall, fo müßten biefe Kräfte Bewegung veran- 
laffen und Tönnten nicht mehr verlorene Kräfte fein. Man darf fi 
übrigene babet nicht vorftellen, daß die Wirkung diefer Kräfte ganz 
und gar Rull ſei; ihre Wirkung geht immer dahin, die Berbinbung 
ber einzelnen materiellen Punkte des Syſtems aufzuheben ober über- 
haupt zu Ambern, unb fie erfcheinen nur wirkungslos, fo lange bie 
—5* bes Syſtemo dieſer Aenderung wiberficht. 

Dieſe verlorenen Kräfte treten übrigens nicht erſt bei einem 
GSyſtem up materiellen · Punkien auf; wie ſind denſelben ſchon in glei⸗ 
her Form bei der gezwungenen Bewegung eines materiellen Munties 
begegnet, wo fie, wie man beſonders aus F. 94 bes erſten Buches er- 
fieht, Die Componenten deß Druckes, den das feite, die Richtung ˖ der 
Bewegung beftimntende Hinderniß ‘zu erlekden hat, vorſtellen. ferner 
weiß man, daß Kräfte, welche an 5 materiellen Punkte an- 
greifen, auch wenn er ganz frei if, fm Allgemeinen ebenſpwenig die⸗ 
felben Wirkungen äußern, bie fie eimeln anf dieſen Angrifföpuntt her- 
vorbringen - würden, als wenn fie auf mehrere in feſter Verbindung 
ſtehende Punkte wirken, Es gibt folglich bei einem eingelnen mäteriellen 
Punkte ebeufogut verlorene Kräfte, wie bei einem Syſtem ſolcher Punkte. 
In Bezug- auf einen einzelnen materiellen Punkt, an dem mehrere 
Kräfte angreifen, was äbrigens auch beichum. Syſtem vom materiellen 
Punkten vorfommen Tann, darf aber das Princip von »Alembert 
nicht mehr in ber obigen Form augewenbet werben, tube man barımıd 


529 


ein falfches Ergebniß ziehen mwürbe. Wenn nämlich P, P’, etc. bie 
beitebigen Kräfte find, welche an einem und bemfelben materiellen 
Punkte angreifen, deſſen Goorbinaten in Bezug auf ein feſtes recht- 
winkliges Coordinatenſyſtem am Ende ber Zeit t durch x, y, z aus⸗ 
gebrüct find, oder was basfelbe iſt, wenn ein Syitem von materiellen 
Punkbkten fi in einen einzigen vereinigt, deſſen Maſſe M tft, fo find 
die Gomponenten ber verlorenen Kräfte offenbar 


2 21 
—— PooePx— MT etc., 
d?y in d? 
PeooPy— u ; PeoosPy—M,, j etc. , 
p d?z 
PooPr MI, 9 oe — Mo; j ei. , 
und man follte hier ebenfo die Gleichungen: 
d? 
2 (Fer) =0 , 2 (Porn) =(, 


d?z 
z(? U) = 0 


haben, aus denen man, wenn es n Kräfte wären, die Gleichungen: 


d? 
Ss. Posfr — aM » © PoosPfy = mo! * 
d2z 


dı? 


ziehen müßte, welche offenbar unrichtig find, und welche darauf hin⸗ 
weifen, daß gemäß ber Zorm, welche bie Gleichungen (134) und 
(135) nach dem Princip von d'Alem bert erhalten, für jeben mate- 
riellen Punkt des Syſtems nur eine Kraft, welche indeſſen auch Null 
fein Tann, in diefelben eingeführt werben darf. Diefer Beichräntung 
find jene Gleichungen nach unferer Ableitung nicht unterworfen; denn 
die Summenzeichen auf beiden Seiten bes Gleichheitszeichens find dar⸗ 
nach durchaus unabhängig von einander, bas eine bezieht fich auf bie 
Kräfte 9, %, etc., deren fo viele find, als materielle Punkte, und 
Das andere auf bie wirklich thaͤtiger Kräfte, wobei es gleichgültig iſt, 
Oeqcher, Hanbbuch ver Mechanik IL 34 


2. Pcosfır = nM — 


MR 


ob fie alle an einem, ober ob fle an verichiedenen Punkten des Syftems 
angreifen, ein Beweis, daß die Anficht, auf welcher unfere Ableitung 
der genannten Bleichungen beruht, allgemeiner und natürlicher ift, als 
das Princip von HAlembert. Aber auch abgelehen von biefer, bei 
allgemeinen Betrachtungen wenig bedeutenden Schwierigkeit, ſagt biefes 
Princip nur mit andern Worten, daß bie Geſammtwirkung der wirklich 
angreifenden Kräfte diefelbe tft, mie bie der Kräfte 9, welche ben ma- 
tertellen Buntten einzeln bie Bewegung, bie fie wirklich befiten, mit- 
theilen können, was fo ausgefprochen von felbft einleudhtet, unb wobei man 
nicht nothwendig hat, ſich an jedem Punkte eine Mittelkraft aus einer 
Kraft P und einer der Kraft 9 gleichen und entgegengefegten Kraft vor- 
znftellen und dann bie Geſetze ber Bewegung auf Die Bebin- 
gungen für das Gleichgewicht zu üben, ein Verfahren, welches 
im Grunde nur ein mechantfches und nicht geeignet ift, eine Hare Ein- 
fiht in die Verhältniffe zu geben, obgleich nicht geläugnet werben Tann, 
daß dasfelbe feiner Zeit fehr finnreih an ſich und fehr erjprießlich für 
bie Wiſſenſchaft war. 
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Aus ben Gleichungen (134) ziehen wir bie Geſetze ber fortfchrei- 
tenden Bewegung bes Syſtems. Um fie unter eine einfachere 
Form zu bringen, lege ich durch einen noch unbeftimmten Punkt des fi 
bewegenden Syſtems ein rechtwinfliges Achſenſyſtem, das fortwährend zu 
dem feften Goorbinatenfyftem parallel bleibt, und deſſen Anfangspunft 
am Ende ber Zeit t durch bie Goorbinaten X, YW, zZ in Bezug auf 
die feften Coordinatenachſen beſtimmt fet, während mir bie Lage eines 
beltebigen,, bem in Bewegung begriffenen Syftem angehörenden Punktes 
in Bezug auf die beweglichen Achfen in demſelben Augenblicke mit 
x,, VY,, 2, bezeichnen wollen. Wir haben dann zwilchen dieſen letztern 
Goordinaten und ben urfprünglichen x, y, 2 besjelben Punktes in 
Bezug auf bie feiten Achſen bie Beziehungen : 


x—=x,+X 9  y=y+tY ’ ı=2+% 9 
alfo auch die Aenderungsgeſetze: 


dx dx, dx dy dy, dy diz diz, dz 


vn 'rw’ wen m’ went 


und die Gleichungen (134) nehmen damit die Form an: 
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m— 
zmgg + zn m =‘ 
m® d2y, mw _ 
_ Te = 21 
z, ?2Z _ 5: 
2. —* +23.m m = 21 


Wenn man nun beachtet, daß fich die Summenzeichen auf der 
linken Seite diefer Gleichungen auf bie verſchiedenen materiellen Punkte 
2° 2 
bes Syitems erſtrecken, daß aljo bie Aenderungsgeſetze =, J 7. 
welche ſich auf einen beſtimmten Punkt des Syſtems Beziehen, gemein- 
ſchaftliche Factoren für alle Glieder der entſprechenden Summe ſind, 
und daß demnach wieder 


dx dx dy em 
3.m —- auf M —— 2) 3.m — dir auf M — dee. y “fh f. 


zurücktommt ,‚ wo M = Im bie Mafle des ganzen Syſtems bezeichnet, 
und wenn man ferner ben Anfangspunkt des beweglichen Coordinaten- 
Syſtems fo wählt, daß man die Bedingungen: 
2.nx,=0 , 2.my,=-0(0 , Z.m,=ß, 
alfo auch die Bedingungen 
d?x d?y, 
%.m nn =0 2. =0 ; 2.0 = 0 


erhält, welche nach $. 162 bedingen, daß dieſer Anfangspunkt oder 
der Punkt XVE der Mittelpunkt der Maſſe des gegebenen Sy— 
ſtems iſt, ſo werden die vorhergehenden Gleichungen einfach 


Mon = ZX . 
2 
„OT =3V . (136. 
de ⸗ 2. 
Ms = si 


und fprechen num aus, daß fich ber Mittelpunft Der Maffe des 

Syftems gerade fo bewegt, als ob bie ganze Maſſe bes 

legtern in ihm vereinigt, und er der. Angriffspunkt der 
31* 
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fördernden Reſultirenden aller an dem Syſtem thätigen 
Kräfte wäre. 
d3x, 


Die Slider 3. mg Z.mas > 2-00 


auch unabhängig von ber Lage bed Anfangspunttes ber beiweglichen 
Achſen Null, wenn man 


Z.mz, =Ma, Z.nmy,=Mb, Z.mz, = Mc 


bat, d. h. wenn ber Mittelpunkt ber Maſſe gegen bie parallel fich fort- 
bewegenden Achien eine unveränderliche Rage behält, wobei der Anfangs⸗ 
punkt ber letztern ganz außerhalb bes gegebenen Syſtems liegen barf, 
und man Tann befhalb noch allgemeiner fagen: die fortfchreitende 
Bewegung eines freien feiten Syſtems ift diefelbe, wie bie 
eines materiellen Punktes, beffen Maffe der Maffe des 
ganzen Syftems gleich iſt, und an weldem bie fördernde 
Refultirenbe aller an dem gegebenen Syſtem thätigen 
Kräfte angreift. 

Wenn demnach das in Bewegung begriffene Syſtem Teine drehende 
Bewegung befißt, fo können X, W, 2 bie Goorbinaten irgend eines 
beliebigen dem Syſtem angehörenben Punktes fein, wie bereits im erften 
Kapitel ausgefprochen wurde. 

Durch basfelbe Verfahren werben wir auch bie Bleichungen (135) 
auf eine Form bringen, unter welcher wir leichter verfiehen, was fie 
ausiprechen. Die erfte biefer Gleichungen wird nämlich durch Einfüh- 
rung von 

x = X, + x I y = V, + w 
dx dx dx dy daey, dy 
de de Te ?’ dee Tat dı? 
und mit derfelben Beachtung, wie vorher, in Betreff der Factoren 
dx 2 
A’ Sr ,„ welche fich natürlich auch auf die Factoren X und J 
erſtreckt, zuerſt 
dey, dx,\  dy d2y, 
2.0) te de S.mx ‚tX2. m — FT 
Ey _dex\ dix d2x, 
+M (x a ge) ge Fa Wange 


=xIY— WVIX+2(xV— 7X). 
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Wird dann wieder der Mittelpunkt der Maſſe des gegebenen Syſtems 
als Anfangspunkt des beweglichen Syſtems genommen, wodurch wieder 
die Glieder mit 


Z.mx, , -2.my,, Z2.n—, Im— 


verſchwinden, wird ferner dasſelbe Verfahren auch bei ber zweiten und 
dritten der Gleichungen (135) angewendet, und werben endlich bie vor- 
hererhaltenen Gleichungen (136) berüdfichtigt, aus deren beiden erſten 
man z. B. 


—— dx 


dt? u = XSY— Y’SX 


zieht, fo ergeben fich die einfachen Gleichungen: 


d? 2 
2. m (x. Uı_y =) = 3(x,Y—yX) 


gi di? 
d?x, dez, 
2. (2, — X, de mw) — Z(2X—xZ2) 9 (137. 


' di 


aus welchen die Goordinaten X, W, = des Mittelpunttes ber Maſſe 
oder des Anfangspunktes der Coordinaten x,, y,, z, verſchwunden 
find, welche ganz die Form der Gleichungen (132) in $. 190 ange: 
nommen haben und demnach die drehende Bewegung bed Syſtems um 
jenen Mittelpunkt, wie um einen fehlen, bdarftellen und Ichren, daß 
während und außer ber fortfchreitenden Bewegung bes 
Mittelpunttes der Maffe, an welcher alle übrigen Punkte 
bes Syſtems auf gleiche Wetfe Theil nehmen, dieſes letztere 
vermöge bes refultirenden Momentes der an ihm thätigen 
Kräfte noch eine drehende Bewegung um jenen Mittel- 
punkt erhält, als wenn biefer der Anfangspuntt eines 
unverrüdbaren Coordinatenſyſtems wäre, wobei natürlich 
voransgejeht wird, daß ungeachtet biefer gedachten Unbeweglichkeit des 
— 


a⸗ a⸗ 
—A =) — Z(yZ-ıY) 


ber Maffe die Sutenfitäten und Richtungen ber Kräfte 
oder ihrer Momente in jedem Augenblicke biefelben ind ‚ wie bei dem 
wirflichen Zuftande ber Bewegung. 
Um indeſſen bie Geſetze der drehenden Bewegung eines feften Sy⸗ 
flemd in einem gegebenen Falle zu unterfuchen, wird man flatt ber 
Gleichungen (137) die den Gleichungen (133) entſprechenden 


_M_ 
de _ _ \ 
an =(8 E)gqr+Z2.M,, 
138.) . Bi =(E-Wipe+z.M,, 


se =(M-B)pa+tz.M,, 


worin nun A, B, & die Maffemomente des Syſtems in Bezug auf 
die drei Dauptachlen im Mittelpunfte oder in Bezug auf die drei natür⸗ 
lichen Drehungsachfen bed Syſtems bedeuten, anwenden und dieſe mit 
ben Gleichungen (129) in $. 187 verbinden, um bie Lage der genann- 
ten Achſen in Zunetion der Zeit auszudrüden, 
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Durch die Vleichungen (136) und (137) wird unſere, ſchon in 
der Einleitung ($. 15) ausgeſprochene Vorſtellungsweiſe von der Bewe⸗ 
gung eines Körpers gerechtfertigt, und bie Unterfuchung ber Bewegung 
eines freien feſten Syſtems auf die im erften und dritten Kapitel be 
bandelten Hauptfälle zurückgeführt; fie zeigen, daß wirklich der Schwer⸗ 
punkt oder ber Mittelpunkt der Maffe des Syſtems ber wahre Haupt- 
punkt desfelben und im Allgemeinen der einzige iſt, der eine einfache 
fortſchreitende Bewegung befigt. In ber That if im zweiten Kapitel 
gezeigt worben, baß bie Drehungsachſe des Syſtems durch die drehende 
Bewegung felbft im Allgemeinen einen fürdernden Druck erleidet, wel⸗ 
cher ihr eine fortichreitende Bewegumg zu eribellen firebt und, wenn bie 
Achſe frei iſt, wirklich ertheilt, und daß, wenn biefed nicht finttfinden 
ſoll, dieſe Achſe durch den. Mittelpunkt der Mafle gehen muß. Bewegt 
fich. aber ein ſolches Syſtem ganz frei, und man trennt in ber Vor⸗ 
fteflung die gemeinſame forti—hreitende Bewegung feiner Punkte von der 
drehenden Bewegung. berielben, fo ift einleuchtend, daß -Diefe letztere nicht 
eine neur beſondere fortichreitende Bewegung erzeugen kann, daß alfo 
die drehende Bewegung immer um eine foldye augenblickliche ober dauernde 
Drehungsachſe ſtattfinden muß, welche durch bie drehende Bewegung 
felbft Leinen förbernden Druck zu erleiden hat, bie alſo durch den Mittel⸗ 
punkt der Maſſe des Syſtems geht. 

Auf dieſe aus der Unterſuchung über die brehenbe Bewegung eines 
feſten Syſtems heryorgehenden Satze geſtützt, wäre es eigentlich ber 
notürlichfte. Gang geweſen, die Gleichungen (136) und (137) mit 
Umgehung der Gleichungen (134) und (135) unmittelbar dadurch 


98 _ 
abzuleiten, daß man fogleich bie fürdernden und drehenden Wirkungen 
der an dem Syſtem thätigen Kräfte in Bezug auf ben Mittelpunkt der 
Mafle als Anfang eines mit dem feſten Syftem unveränderlich ver- 
bundenen Coordinatenſyſtems bargeftellt und damit die Gleichungen für 
bie fortfchreitende und brehende Bewegung bes Syſtems nach Kap. 1 
und 3 ausgedrückt hätte. Sch habe Die vorhergehende Darftellung vor- 
gezogen, einmal weil ich es für eriprießlich erachtete, die durch die 
Steigungen (136) und (137) ausgefprochenen Säge durch eine neue, 
von ben vorhergehenden ſpeciellen Unterfuchungen unabhängige An- 
ſchauungsweiſe ftreng zu begründen, und dann, weil wir auch noch 
ber Gleichungen (134) und (135) bedürfen werden, welche allgemeiner 
find, als die Gleichungen (136) und (137), und welche fich nicht 
ſchicklich aus dieſen rückwaͤrts herleiten laffen. 

Aus ben obigen Gleichungen haben wir noch ben weiten Schluß 
zu ziehen, baß wenn ein feſtes Syftem nur eine fortfchreitende 
und feine brehende Bewegung erhalten ſoll, die Wirkung 
ber an ihm thätigen Kräfte burch eine einzige Kraft muß 
erfebt werden können, deren Richtung durch den Mittel- 
punkt der Maffe des bewegten Syſtems geht, fo daß bag 
rejulttrende Moment der Kräfte in Bezug auf diefen Punkt Null wird, 
Daß alfo 3. B. ein in der Luft fallender Körper nur dann ohne drehende 
Bewegung fallen wird, wenn feine Außere Begrenzung von ber Art if, 
Daß die Richtung ber Nejultirenden des Luftwiberftanded durch ben 
Mittelpunkt der Maffe geht, wie dies offenbar bei einer Immogenen 
Kugel oder überhaupt bei einem Umdrehungsförper ber Fall ift, deſſen 
geometrifche Achſe durch den Mittelpunkt dev Maffe geht und am An- 
fange ber Bewegung eine lothrechte Richtung hat. 

Allgemein betrachtet find aber die Gleichungen (136) und bie 

- Öleihungen (137) nicht unabhängig von einander, da die Intenfität 
der Kräfte fich im Allgemeinen mit ber Lage ber einzelnen Angriffs— 
punkte gegen feite Punkte ändert, und demnach bie Sntenfitäten der 
fördernden . Kräfte ebenfo von ber drehenden Bewegung, wie bie Inten⸗ 
fitäten der drehenden Kräfte von der fortichreitenden Bewegung abhän- 
gen. Sn folchen Faͤllen müffen alſo beide Bewegungen im Zufammen- 
bange betrachtet werden, und dazu bient der im nachfolgenden $. abgeleitete 
Lehrſatz. Meiftens find jedoch die durch die drehende Bewegung bes 
wirkten Beränberungen in ber Intenfität ber Kräfte ſehr klein, und 
man kann für eine erfte Annäherung von benfelben Umgang nehmen. 


— — — — — 
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Für die allgemeine Bewegung eines freien feſten Syftems gibt es, 
wie für die eines materiellen Punktes mehrere allgemeine Gefebe, von 
denen ſich das wichtigfte in folgender Weiſe ableiten Täßt. 

Zwiſchen der Kraft 9, welche an dem materiellen Punkte M, 
deſſen Maſſe wir mit m, deſſen Coordinaten am Ende der Zeit t wir 
mit x, y, z bezeichnet haben, angreifend gedacht wird, und ihren Com⸗ 
ponenten %, 9, D haben wir nad) 6. 66 bes erften Buches bie Be 
ziehung: 

p — X y z 
trat? i 


wenn Ip ben virtuellen Weg ber Kraft P für irgend eine virtuelle Ge⸗ 
fehwindigfeit 15 des Punktes M vorfiellt, ſowie zwiſchen den Compo⸗ 
nenten X, V, Z und ihrer Reſultirenden P, welche an demfelben Punkte 
wirkfam tft, die Gleichung: 


P * + v7 "+2 
ftattfindet, Werner tft aus ber —8 der Beh mntoitungen der 
Kräfte P und der Kräfte P leicht zu folgen, daß auch die Summe 


ber Arbeit für jene Kräfte dieſelbe ſein muß, wie für dieſe, d. h. 
daß man die Gleichung: 


c)z ji (24%) +37) —_ fü KEG 2). 
alfo auch bad Aenderungsgefeb: 

d d 
0, tt) litt) 


haben muß. Man überzeugt fich Davon entweder mitteld des Princips 
der virtuellen Geſchwindigkeiten, indem man nad ber in 
$. 202 gemachten Bemerkung bie Bebingung dafür aufftellt, daß fich 
bie Kräfte P und bie im entgegengefesten Sinne genommenen Kräfte 9 
In jedem Augenblicke das Gleichgewicht halten, daß alfo die Gleichung 
(107) in 8.145 jedenfalls für eine im Sinne ber wirklichen Bewegung 
ftattfindenbe virtuelle Verrückung — werden muß, ſo daß man hat 


2.p2_ 29% 


— 


was mit der vorhergehenden Gleichung übereinfommt, ober auf directem 
Wege mitteld eined Verfahrens, welches dem in $. 145 angewenbdeten 
aͤhnlich ift, und burch welches man in dem Ausdruck: 


——— 42 nr) 


die fördernde Arbeit und bie drehende Arbeit fowohl für bie 
—*— an dem Syſtem thaͤtigen Kräfte P als für bie gedachten Kräfte 9 
et. 


Denkt man fich nämlich durch den Mittelpunkt der Maſſe des in 
Bewegung begriffenen Suftems wieder zuerſt ein parallel ſich fortbewe⸗ 
gendes und dann noch ein mit dem Körper feſt verbundenes rechtwink⸗ 
liges Coordinatenſyſtem gelegt, fo bat man einmal wie vorher die 
Beziehungen : 


x—=XH+x, I y=Y-+y ’ = 2-42, 


worin X, Y, 2 bie Goordinaten bes Mittelpunktes der Mafle in 
Bezug auf bie feften Coordinatenachſen, x,, Y,, 2, bie Goorbinaten 
‚eines . beliebigen Punktes im Syſtem in Bezug auf bie parallel fich 
fortbewegenden Achſen vorftellen. Bezeichnen dann E, n, Z bie Coor⸗ 
dinaten besfelben Punktes in Bezug auf bie mit dem gegebenen Körper 
feftverbundenen Goorbinatenachfen und 


rn rn 
a =cosıE ,„ b — cosy£ ‚ee =eoaıE 
, nn Fe N 
a =caın , b =coyn , d=esın 


oil , b’ = cusyL J e = oil 
bie Coſinus ber Winkel zwiſchen den Iehtern Achien und ben feſten 
Achſen der x, y, a ober ben parallelbleibenden Achſen der x,, y,, 2, 
fo hat man, wie in $. 145, die Gleichungen: 
E= ax,+ by‚+es, 
n=as,+bytez ; 
g=eu,+b’y+cz, 
man zieht aus ihnen und aus den vorhergehenden die Aenderungsgeſetze 


in Bezug auf bie Anderung bes Bogens s ber von bemfelben Punkte 
befchriebenen Curve, nämlich 





8 
dx__dx dx, dy_ a. de _ des da, 
ds ds ar} de “ + ’ ds ds 47%’ 
, 7 dz, da db de 
0=a — 46e TT 
0 dx, er dz, da’ db’ 
=. r’% +e — „ot. 2 
„dy, „dz, dc” 
=a ns Fri ds —* +4, +2,75 ds ” 


und dann durch bie gleiche ein wie in dem genannten $. ober 
wie in dem vorhergehenden Kapitel bie Werthe von 3 7. ; * 


nämlich 
* rate 


ds ds ds 
dy, _ db, ,db „ db” „(62 ‚d . 
=1(+e „+r° )- (ib. +bz + — 


dz, de ,d’ , „de , pr 
mente or“ Il ° =) 
Macht man endlich wieber, wie in 6. 145, 
da ‚aa „de 
br rd 4 1%’: 
c ‚de | „de do 
LTE Task, 
db’ . „ db” dw 


re ds is * a5 0058 i 


worin ne bie augenblickliche Winkelgeſchwindigkeit vorftellt, und A, 


u, » die Winkel find zwiſchen ber augenblielichen Drehungsachfe umd 
ben Achfen der x,, y,, z,, umb ſetzt für x, y,, z, ihre Werthe: 


=i-X, y=y-Y;, 2, =ı—#, 


jo findet man Er zur 


— — — — 


d 
dr _IX_d 5, (X cos v — D cos u) + Te 12 (Yeosv— cos 1) 


.do dw 
—_ er (McosA—Xcosv)-+ Fris cosA—X008V) ), 
dw 
"risah Tasmdr — (x cosu—Wcos))+ 7, (Xc0su—ycos4) 


und ber, Ausdrud: 2 2(x7 Frau va + z“: 1) nimmt damit und hin 


ber Beachtung, daß bie Größen X, V, Z, A, u, v und = 
für alle Punkte des Syſtems biefelben Werthe haben, bie Form an: 


x 
=-: _ — J =X+ -: 7 is Beni] zY 


+l@ ——— T (Koosu—Weoeh)] SZ 
— [o00» 2 (Ay—Yx) +oosu 2(Lx—Xr) + cos 20a —2y)]. 


Auf gleiche Weiſe ergibt ſch aber auch für das — der 
Arbeit ber Kräfte 9, d. h. für ben Ausdruck: er +42 ‚+2, 2) 
ber Beh: 


J —— 2 nn] PR: + B — * 8 in] 29 


u E-% —R x» 
+ u [cosv Z(3y— Yx) + cosu Z(Bx I) + 0081 29 — Dy)] , 
und bie Gleichungen (A) und (B) in $. 202 zeigen, baß biefer 
Werth mit dem vorhergehenden gleichbedeutend wird, daß alſo In ber 
That auch die Sleichungen (C) und ( D) richtig find. 


$. 206. 


Nach der Bedeutung , welche wir der Kraft 9 unterlegt haben , iſt 
nun offenbar für ben Punkt, deſſen Maſſe m und beffen Geſchwindigkeit 


aA 


v iſt, ber Ausbrud für das Aenderungsgeſetß ber lebendigen Kraft in 
Bezug auf die Aenberung bes Bogens s (I. Bud, $. 66) 
d.mv? dp dx dy dz\ _ 
weit lairtdt>z): 
ebenfo {ft für einen zweiten Punkt, deſſen Maſſe und Gefchwinbigfeit 
m’ und v’ find, und für welchen s ben Bogen ber beichriebenen Curve 
bezeichnet, 
d.mv? _ ‚day _ dx’ dy ‚dr 
neh r — 
und fo für alle übrigen Punkte. Man erhält baker als Summe biefer 
Gleichungen den Ausbrud: 


d.mv? _ dx dy ds 
2 — 











ds 
und zufolge der Gleichung (D) auch das Aenberungsgefeh : 
d.mv? _ dx dy dz 
sun — 22603423) 


deſſen allgemeines Integral: 
8 
dx dy dz 
— 2 — — — — 
1399.) 3.m? — 5.mvw 22. (u (ir ilreg) 


ausfpricht, daß der Zuwachs an lebendiger Kraft für ſämmt⸗ 
liche materielle Buntte des Syſtems in einer beſtimmten 
Zeit der Doppelten Arbeit aller an bem Syfiem thätigen 
Kräfte in derfelben Zeit gleich tfl. 

Sind dann bie Kräfte wieder von der Art, d. h. in folchen Func⸗ 
tionen ber Coordinaten x, y, z ihrer Angriffspuntte ausgedrückt, daß 
ber Ausdrud: 


dx dy ds 
Z (x D+tYZ2+z 1) 
für eine jede das vollftändige Aenderungsgeſetz einer Function F (x, y, z) 
biefer Beränderlichen darftellt oder durch 


d.F(x,y,z) 
ds 


erſetzt werben kann, fo wird die vorhergehende Gleichung in 
180.) 2. mvꝰ — 3.mw?=223.Fl(z, y, 5) —22.F(, Yo, 2%) 
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übergeben; fie zeigt dann unter biefer Form, baß unter der genann- 
ten Borausfegung bie lebendige Kraft bes Syſtems nur 
von feiner Lage abhängt, und daß fte bemnad immer die— 
felbe fein wird, ſobald basfelbe in die nämliche Lage zu- 
rückkehrt oder eineähnliheLage in Bezug auf die Bunte, 
von welchen die Kräfte ausgeben, einnimmt, nämlich eine 
foldhe, für weldhe ber Werthe der Function F(x, y, 2) 
derfelbe wird, wie in jener Lage. 

Wenn die Kräfte Null ind oder fih an dem Syſtem fortwährend 
das Gleichgewicht halten, fo hat man ee immer 


sk +2 +22 n)=0 


und demnach auch immer 

2.mvV? = 5.mvw?; 
Die lebendige Kraft des Syſtems bleibt alfo in dieſem 
Balle immer unverändert biefelbe, wie am Anfange ber 
Bewegung. 

Sind alle Punkte des Syſtems bios der Wirkung der Schwere 
unterworfen, und man nimmt bie Achje der pofitiven z parallel zur 
Richtung ber Schwere und dieſer dem Sinne nad) entgegengefebt an, 
fo hat man 


x=0, Y=0, Z=—mg, 
”=0, Y=-0, '=— mg, 
u. ſ. f., 


und der Ausdruck für die lebendige Kraft wird 
z.mnY! —3.nv? = 28 2. m(20 — 2), 
oder da man auch hat 
z2.mm=MzZz ,„ 2.n, — MEo, 


wenn M = Zm bie Mafle des ganzen Syſtems, 2 bie Ordinate 

feines Schwerpunttes am Ende ,%, am Anfange der Zeit t bezeichnet, 
\ mv?’ — Z. mv? = 2M (u, —2); 

die lebendige Kraft des Syſtems hängt dann nur von ber Lage feines 


Schwerpunktes über einer feften wagrechten Ebene ab und nimmt daher 
jedesmal benfelben Werth an, fo oft diefer in irgend eine wagrechte 


BER. 


Ebene wieder zurückgekehrt if. Man zieht aber auch in dieſem Falle 
aus den Gleichungen (136) auf die gewöhnliche Weiſe 


Mv’—- MV? =2M (m, —8);, 


wo V und V, bie Gefchwindigkeiten des Schwerpunkte am Ende und 
am Anfange ber Zeit t vorfiellen, und man ſchließt aus ber Ver⸗ 
gleichung dieſes Werthes mit dem vorhergehenden, baß ſich im dieſen 
Falle die lebendige Kraft bes die ganze bewegte Maſſe 
yereinigenden Schwerpunttes in gleihem Maaße, wie bie 
lebendige Kraft des Syſtems felbft, ändert. 

Endlich fchließt man noch aus der Gleichung (139) durch das 
ihr vorausgehende Aenderungsgeſetz, daß wenn bad Syſtem durch eine 
Lage geht, wo ſich ſämmtliche Kräfte das Gleichgewicht hal- 
ten, ober wo bie Richtungen aller Kräfte fentrecht find 
zur Richtung ber Bewegungen ihrer Angriffspuntte, 
wo alfo 


dx dy dz 
2 (X +1 + 25) 


Null wird, man für dieſe Lage auch 


d.mv? — 


ds =0 


erhält, und daß demnach bie lebendige Kraft bes Syftems in 
biefer Lage im Allgemeinen einen größten oder Eleinften 
Werth hat in Bezug auf bie zunächſt vorhergehenden ober 
nachfolgenden Lagen, fowie umgelehrt ein größter und Tleinfter 
Werth der lebendigen Kraft nur in ſolchen Lagen eintreten kann, wo 
fich entweder die Kräfte das Gleichgewicht Halten, oder wo ihre Nich- 
tungen normal zur Richtung der Bewegung ihrer Angrifföpunfte find. 


2 
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Dur das in $. 203 angewenbete Verfahren, durch welches wir 
bie Geſetze der Bewegung eines Syftems in Bezug auf ein durch feinen 
Schwerpunkt gelegtes Achſenſyſtem abgeleitet haben, kann auch bem 
vorhergehenden allgemeinen Ausbrude für bie Iebenbige Kraft bes Sy 
ſtems eine andere beachtungswerthe Form gegeben werben, indem man 
in benfelben bie Iebenbige Kraft bed bie ganze Maſſe bes Syſtems in 
ſich vereinigenben Mittelpunttes ber Maſſe einführt, Man exhält näm- 
lich aus ben Gleichungen: 
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x xX, 4 x 9 y=y+Y ” 2 * 2, +2, 
worin wieder X, V, 2 bie Coordinaten des Mittelpunktes der Maſſe 
in Bezug auf ein feſtes Achſenſyſtem, x,, Y,, z, bie Coordinaten 
eines beliebigen andern dem Syſtem angehörenden Punktes in Bezug 
auf ein durch jenen Mittelpunkt gelegtes, ben feiten Achfen fortwährend 
parallel bleibendes Achſenſyſtem vorftellen, die Aenberungsgefehe in 
Bezug auf die Zeit: 

dx _ dx, dx dy _dy, — — U _— 
578747 "a tro’ = nt ) 
und damit folgt 


(a 
TREO CEURG) 


dx, dX _dy, dw  _dz, dz 
+ 267. araı +) 


Bezeichnet man dann bie Geſchwindigkeit bes Mittelpunktes ber Maſſe 
am Anfange und am Ende ber Zeit t mit V, und V, bie eines andern 
Punktes im Syſtem in Bezug auf jenen Mittelpunft oder in Bezug auf 
das Durch benjelben gelegte Achjenfyiten zu derfelben Zeit mit % und u 
und beachtet, daß man hat 


2. = 0 ‚» Emith=o, — (a. 


fo findet man 
3.n”? = XR.mu? +MV, 
3.ny? = 3.mw? + MV, 
und die Bleichung (139) wird 
Z.mW®— 3.mw?—=22.F(x, y, 2)—23.F(x), Yo, 20) 
— M(V?— vv’) 
fie zeigt unter biefer Zorm, daß der Zuwachs an lebendiger 
Kraft des fetten Syftems in Bezug auf ein mit dem Mit» 
telpunfte der Maffe parallel ſich Fortbewegendes Coor—⸗ 


binatenfyftem [denn bies iſt eigentlich bie aflgemeine Bedeutung ber 
vorhergehenden Bebingungsgleihungen (a)] um: ben Zuwachs an 


‚ (141, 
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lebendiger Kraft biefes die ganze bewegte Maffe in ſich 
vereinigenden Punktes geringer iſt, als die boppelte Ar 
beit der Kräfte oder als ber Zuwachs in Bezug auf ein 
fettes Coordinatenſyſtem. 

Zuletzt kann man noch für M(W? — V,?) ben aus den Gleichun- 
gen (134) ſich ergebenden Werth: 


8 
ucn-un —— +14 = 22) 
I a 
einführen und damit dem vorfichenben Ausbrud bie Form geben: 


8 
Z.m®— !.my = 22. [i (satz +25) 


8 
— je 2:1+% zY +5 722). 
ds 
B. 

und wenn man in dem zweiten Integral die unabhängige Veranderliche 
vertaufcht und s ftatt 8 einführt, in dem . Dagegen wieder 

dx dx, dx dy _ 1 14 dz __dz, , dz 

ds ds ds’ ds ds ° ds ds ds 
fest und die frühere Bemerkung in Be ber Summenglieber beachtet, 
fo folgt daraus ber Ausdruck: 


ß 
2.m@®—35.mw: = je.2(6% ae 2 
Bo 


in welchem man noch den Bogen s, der mit ber relativen Bewegung in 
Bezug auf das bewegliche Achfenfyftem befchriebenen Curve flatt des 
Bogend s jegen Tann, um bie Gleichung: 


. 8, 
142.) zw —— 2(x5 +42) 
8% 


zu erhalten, melche zeigt, baß die lebendige Kraft bes Syftems 
in Bezug auf ein mitbem Mittelpunkte ber Maffe feR ver 
bundenes und zu einem feiten parallel ſich bewegendes 
Achſenſyſtem gerabe fo wädft ober fich ändert, als wenn 


—— 


dieſe Achſen ſelbſt feſt wären, wobei natürlich wieder voraus⸗ 
geſetzt wird, daß die Kraͤfte in jedem Augenblicke dieſelben Intenſitaͤten 
befigen, wie bei der wirklichen Bewegung, und wobei demgemaͤß zu 
beachten ift, daß bie Gomponenten X, Y, Z im Allgemeinen Functionen 
von x,, Y,, z, und von X, Y, zZ find, 

Das tm Borhergehenden abgeleitete Geſetz, welches wie bei dem 
materiellen Punkte den Namen: Prineip ber Erhaltung ber 
lebendigen Kraft führt, gilt indeſſen nicht nur für ein feſtes Sy⸗ 
ſtem, fondern auch für ein veränderliches, ebenſo wie die Säbe von 
der Einhaltung der Flächen und von der Fleinften Wirkung, 
welche wir bereitö bei dem materiellen Punkte Tennen gelernt haben, 
die aber für die Bewegung eines feiten Syſtems von geringerer Wich- 
tigkeit find und deßhalb erſt im folgenden Buche mit dem erſtern all- 
gemein beiviefen werben follen. 


IE. Gezwungene Bewegung eines feiten Syſtems. 
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Wenn bas fefte Syftem, befien Bewegung unterfucht werben foll, 
nicht frei, fondern an beftimmte Bedingungen gebunden tft, fo fünnen 
dieſe entweder darin beftehen, daß ein Punkt des Syſtems oder mehrere, 
die in einer Geraden liegen, unbeweglich find, oder Daß ein oder mehrere 
Punkte desfelben eine vorgefchriebene Bewegung erhalten follen. Die 
beiden erften Faͤlle find bereitö in den beiden vorhergehenden Kapiteln 
ausführlich behandelt worden; in den andern Fällen kann die Beichrän- 
tung ber Bewegung geometrifch immer Dadurch ausgebrüdt werden, daß 
man das Syſtem fich während ber Bewegung mit einem oder mehreren 
Punkten gegen fefte Flächen ober Curven ſtützen läßt, beren Geſtalt 
aus den gegebenen Bebingungen hervorgeht, und man wirb demnach in 
ſolchen Fällen die Gleichungen für die gefuchte Bewegung erhalten, 
wenn man fowohl in die Gleichungen (136) für die fortichreitende 
Bewegung bes Mittelpunftes der bewegten Mafle, als in bie Gleichun⸗ 
gen (137) für die. drehende Bewegung des Syſtems um dieſen Mittel- 
punft zu ben gegebenen Kräften wieber die unbekannten normalen 
Drudkräfte, welche jene feften Hinderniſſe zu erleiden haben, in ent= 
gegengelehten Sinne genommen als wiberftehende Kräfte einführt und 
das Syſtem als ganz frei betrachtet; dabei muß Ich vorausgefeht 

Decher, Hanbdbuch der Mechanit IL 


bleiben, daß durch jene Drudträfte auf ben feften Flächen 
ober Curven Leine neuen Widerſtände, wie bie Reibung, 
hervorgerufen werben. 

Die Gleichungen (136) nehmen auf ſolche Weiſe die Leicht zu beu- 
tende Form an: 


dx 
Ma = ZA Z.Noosl , 
2 
183.) MIT = ZY-2.Nonp, 
dm 
ae = 22 2.Necov R 


worin N die unbelannte Intenfität einer der genannten Druckkraͤfte und 
A, u, » bie Winkel bezeichnen, welche Die Rormale in einem Berüb- 
rungspunfte des feften Syſtems und ber entſprechenden Yläche ober 
Curve am Ende der Zeit ı mit ben feiten Coordinatenachſen einfchlieht, 
fo daß N cosA , Ncosu, N cos» bie zu biefen Achien parallelen 
Gomponenten bed Drudes vorftellen, den dieſe Flaͤche oder Curve zu 
erleiden hat. 


Ebenſo werben bie Gleichungen (137) nun bie Formen: 


di? Var diꝰ 
d?x 
—— BT 


z zul dy, ua ;)= (x Y—y X) —2.N(x/cosu—y,’cosi) 


m)! m(e =)= 3, X—x, 2) Z.N(2/000—x com) 


d2z y d? p ’ ’ 
2 al — 27 m )= 2 (yZ—3, Y—z .NCy, corv —E, cosu) 


erhalten, worin alle Veränberlichen auf das durch ben Mittelpunkt der 
bewegten Maffe gelegte, parallel zu ben feſten Achſen fih fortbewegende 
Coordinatenſyſtem bezogen find, und x/, y,, z/ die Coordinaten eines 
Punktes bedeuten, welcher am Ende der Zeit mit ber feften Flaͤche, 
auf bie ber Drud N ausgeübt wird, in Berührung fteht. 


Diefe legtern Gleichungen wirb man aber nach dem vorhergehenden 
Kapitel (55. 189 und 190) in bie folgenden umwandeln: 
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t 


in welchen Z.Ny, Z.N,,, X. N, die Componenten des aus ben 


Kräften N fich ergebenden refultirenden Momentes, in Bezug auf bie 
durch den Mittelpumft der Maſſe gezogenen Hauptachfen ber &, 7, L 
genommen, ausdrüden, und die übrigen Buchflaben die an dem ges 
nannten Orte erläuterte Bedeutung haben, und wird biefelben mit den 
Gleichungen (129) in $. 187, namlich 


d ' 
el! — (M-B)pg+2.M,— 2.N, 


__ do , | dy 
van mFoytz, end 
do 
4 sind einy+ SI ein y (146. 
= east 


verbinden, um die Lage ber natürlichen Drehungsachſen der E, 7, 5 
gegen das parallel“ fich bewegende Achienfyftem ber x,, y,, z, tin Zune 
tion ber Zeit t zu beftimmen. 

Endlich werben die Gleichungen ber vorgefchriebenen Hinderniſſe 
mit der nähern Beitimmung derjenigen Punkte bes Syſtems, welche 
während ber Bewegung mit diefen Hinderniffen in Berührung kommen 
dürfen ober können, bie nöthigen Mittel darbieten, um durch Elimi⸗ 
nation ber unbefannten Kräfte N die Geſetze der Bewegung burch bie 
Gegebenen barzuftellen. . 
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AS Anwendung des Borhergehenden wollen wir die Bewegung 
eines fchweren feften Körpers auf einer unbtegjamen und 
unbeweglichen Ebene unterfuchen. 

Set F(E, n, &) = 0 die Gleichung der Außern Begrenzungs- 
fläche des gegebenen Körpers in Bezug auf ein mit ihm feftverbundenes 
Coordinatenſyſtem, deſſen Achſen zugleich bie natürlichen Drehungs⸗ 
Achten bed Körpers ober feine Hauptachſen im Schwerpunkte find, und 

35 * 


BR... 


beffen Anfang demnach biefer Iehtere Punkt felbft if. Diefe Gleichung 
wird die Lage aller Punkte beftimmen, welche nad) und nach oder 
gleichzeitig mit der Ebene in Berührung kommen Tonnen, Berner fei 
bie Achfe ber z eines unbeweglichen Goordinatenfoftens parallel zur 
Richtung der Schwere und in gleichem Stimme wie biefe gerichtet; bie 
beiden andern Achjen der x und ber y follen aber noch eine belichige 
Lage um jene haben, fo daß bie Gleichung ber gegebenen Ebene bie 
allgemeine unb ſymmetriſche Form: 


xcosA-+tycosu-+z2cos» = p 


erhält, worin A, u, » bie Winkel zwiſchen ber Normalen zu biefer 
Ebene und ben drei feften Achſen bezeichnen und p bie Länge ber Senk⸗ 
rechten tft, welche vom Anfangspunfte ber Iehtern auf die Ebene gefällt 
werben kann. Die Winkel zwiſchen ber Richtung des normalen Drudes 
auf die Ebene und ben drei Achien der x, y, z find dann ebenfalls 
A, u, v, und bie Gleichungen (143) ber fortichreitenden Bewegung 
bes Schwerpunktes werben für unfern Yall 


dx 
M = — Nooal, 
d? j 
a.) MIT = — Non, 
dz 
Mr — Mg—Ncosv . 


Gliminirt man aus ben beiden erften dieſer Gleichungen ben ım- 
befannten Druc N, fo ergibt ſich 


und werm dann Wo, Vo, Vo die drei zu den feſten Achfen parallel 
Somponenten ber anfänglichen Geſchwindigkeit des Schwerpunktes, 
Ko, Wo, 2, die Goordinaten feiner anfänglichen Rage bezeichnen, fo 
gibt die erfte Integration 


dy y dx x 
(ar) ka h)unmo, 
und bie zweite | | 


7 x 
vn _ X _ ( V 


cos u cos) cu cosA J 
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Man flieht aus biefen Gleichungen, daß nach ber horizontalen Rich- 
tung, welche zu der Projection der auf der Ebene errichteten Normalen 
ſenkrecht iſt, oder nad) einer Richtung, welche zur Durchfchnittslinie 
Der gegebenen Ebene mit der wagrechten Ebene der xy parallel iſt, die 
Bewegung als eine gleichförmige erfcheint. 

Eliminirt man dagegen die unbekannte Kraft N aus ber erften 
und dritten ober aus ber zweiten und dritten der Gleichungen (a), fo 
findet man 


dz j dx _ 

de cos gm 08V = gcosı 
dız 

Tr eu TE co» = gcosu 


und durch bie Integration zuerft 


de = dX x 
(-%) cool — (7-v) co gt cos J 


de x 
(7 -%) cos — (7 -%) cosy = glcosu 
daraus folgt ſodann 
(B—2,) cos A—(X—X,) cos gt? cosi+ (Vocos IV, cosy)t 


9 


(R—E,) cosu—(X—Yy,) cos er cosu-+ (V, cos u-V, cosy)t 


und man fhließt aus dieſen Ergebniffen, daß die Bewegung des Schwer= 
punftes, nach einer Richtung betrachtet, welche zu einem der Riſſe ber 
gegebenen Ebene in den Tafeln der xz und yz parallel ift, als eine 
gleichförmig veränderte ericheint. 


Für die Aenderung ber Geſchwindigkeit bed Schwerpunftes erhält 
man aus ben Öleichungen (a) auf bie gewöhnliche Weife den befannten 
Ausdruck wieber: 

vv? =23g(2—-8); 


welcher zeigt, daß auch in dem jebigen Balle, die Form bes Körpers 
mag fein, welche fie will, die Zunahme ber lebendigen Kraft des die 
ganze bewegte Maſſe in fich vereinigenden Schwerpunttes nur von 
feiner Lage in Bezug auf bie wagrechte Ebene ber xy abhängt. 
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Während diefer fortichreitenden Bewegung des Schwerpunftes wird 
ſich der Körper im Allgemeinen auch gegen die fefte Ebene drehen und 
immer in neuen Punkten mit berfelben in Berührung kommen. Sind 
in biefem alle 5, 7, & die veränberlichen Goorbinaten des Berũh⸗ 
rungspunktes oder des Angriffspunttes ber Kraft N am Ende der Zeitt 
in Bezug auf die drei Hauptachfen bed Körpers in feinem Schwer: 
punkte, und 4, uw, die Winkel, welche bie Richtung des audh zu 
ber Begrenzungsfläche desſelben normalen Widerfianded N der Ehen 
in Bezug auf biefelben Achjen beftimmen, fo erhält man für Die drehende 
Wirkung biefer Kraft in Bezug auf biefelben Hauptachſen die Gom- 
ponenten: 


N(ncoev —CcosW) , N(LcosX —Ecosy) , 
N(EcoswW —ncosX) ; 


bie brebende Wirkung bed Gewichtes Mg, befien Richtung immer durch 
ben Anfang ber Achien der 5, n, L geht, tft dagegen Null, und die 
Gleichungen (145) werden demnach 


* = (B— GE) qr — N(ncsv —LcoswW), 
b.) BIT -(E-Mpr—NlLoer—Ecev), 


er = (U-B)poga—N(EcosW" —ncosX). 


BVerbindet man bann biefe Gleichungen mit den unveränderten Gleichun⸗ 
gen (146), fo wird man barans bie Winfelgefchtwindigkeiten p, q, r 
bes Körpers um feine drei Hauptachjen und die Lage diefer letztern 
gegen die mit bem Schwerpunkte parallel fich fortbewegenden &oorbi- 
natenachſen ableiten, wenn bie Momente von N ober die Beränderlichen 
N, E,n, 6,4, w, v9 im Function von w, 3, I ausgedrückt wor⸗ 
den find. 
Dazu findet man dann zuerft zwifchen den unveränberlichen Win⸗ 
teln A, u, », welche die Normale zu der geneigten Ebene mit den 
drei feiten Achfen bildet, und ben Winkeln A, u’, »’, welche biefelbe 
Gerade, die zugleich im Berührungspunfte Normale zur Begrenzungs- 
fläche des Körpers iſt, mit den drei Hauptachfen besfelben einſchließt, 
bie Beziehungen: 
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cool = a cosA+b cosu-0 wos» 
coowW = a cosA+b cosu-tc co» ), (ec. 
coov —= a cosA+b" cosu-+-.0” eosv 


burch welche bie Winkel A’, u’, »’ in Zunction der Coſinus a, b, c, etc. 
und dann vermöge ber Beziehungen zwifchen biefen Gofinus und ben 
Bunctionen der Winkel 0, I, I in $. 23 der Einleitung auch in 
Function diefer letztern Winkel felbft dargeſtellt werden Tonnen. Ferner 
hat man zwiſchen ben Coordinaten E, 7, & des Berührungspunttes, 
welche der Gleihung F(E, 7, ) = 0 de Degrenzungefläche bes 
Körpers Genüge leiften müflen, und ben Winkeln 4’, w, v’ bie bes 
fannten Beziehungen (Einl. F. 34): 


‚ndF ‚_dF 
cos — =’: A u—V\zn , ey =Viz» (d. 


worin zur Abkürzung F für F(E,n, 5) fteht, und V den Ausbrud: 
dF\2 /dF\? /dF\21-} 
Kalkan) 
vertritt. Setzt man mun in diefe Gleichungen (d) die obigen Werthe 
(ec) für cosA’, cosw, cosv, ſo wird man daraus mit Hülfe der 
Gleichung F(CE, 7, &) = 0 auch die Coordinaten 5, y, & des Be⸗ 
rührungspunttes in Zunction der Gofinus a, b, c, etc. und durch 
biefe wieder in Function von co, 3, u erhalten. 

Es iſt demnach mur noch N zu beftimmen übrig. Stellt man nım 
bie Beziehungen auf, welche zwiichen den Coordinaten E, 7, & bes 
Berührungspunttes, infofern berfelbe dem beweglichen Körper angehört, 
und in Bezug auf das bewegliche Coordinatenſyſtem genommen, und 
zwwifchen ben Coordinaten x, y, z besielben, als der feften geneigten 
Ebene angehörig und in Bezug auf bie unverrüdbaren Eonrdinatenachfen, 
fo findet man mit der Beachtung, daß ber Anfang ber beweglichen 
Goorbinaten in Bezug auf die feften durch die Goorbinaten X, W, zZ 
beftimmt if, die Gleichungen: 


ı=XHtastentat | 
y=Y+bE+4+bn+b’t ). | (e. 
ı=E+c5+entet 

Wenn man dann beachtet, daß biefe Coordinaten bes Berlihrungs- 

punttes, weil er auch der geneigten Ebene angehört, ber Gleichung 


biefer Iehtern Genüge leiften müſſen, fo erhält man durch Einführung 
der vorftehenden Werthe für x, y, z in bie Gleichung: 


xcosA-+ycosu+tzco» = p 
und mit Beachtung ber Gleichungen (c) bie neue Beziehung: 
f.) X cosA+Wcosu+3cosv+&cosä -ncosW-+Lcosv'—=p, 


beren Bedeutung leicht zu erkennen iſt, wenn man berüdfichtigt, daß 
nach ©. 18 ber Einleitung die Summe: 


Ecosä --neosw + cosv 


den Abftand des Anfangspunktes ber Goorbinaten E, 7, Z ober be# 
Schwerpunttes von ber feſten berührenden Ebene und bie Summe: 


KcosA+YWcosu+%cosv 


ben Abftanb besielben Punktes von einer durch ben feften Anfangs 
punkt der x, y, z gelegten parallelen Ebene ausbrüdt, und p bie fent- 
rechte Entfernung biefes letztern Punktes von ber gegebenen Ebene 
bezeichnetz man wird baburch erfennen, baß bie Gleichung (f) Die Be 
dingung für die fortwährende Berührung bes Körpers und ber feften 
Ebene enthält. 

Multiplichrt man num bie Gleichungen (a) im vorhergehenden ©. 
ber Reihe nach mit cosA, cosu, cosv, fo gibt ihre Summe: 

d?x d’z 


de x 
Neger (or cos A + ge + Ge nr) ; 


und wenn man bie eingeflammerte Größe durch das Aenderungsgefeh: 
d?.(XcosA + Wcosu + Mcosv) 
di? 


erſetzt und für dieſes feinen Werth aus ber Gleichung CF) einführt, fo 
findet man für den Widerſtand N ben Werth: 
NMgcosv + mt: (Eco + 1er +Lcosv‘) 
welcher nun als Function der Beränberlichen 5, 7, 5, A, we, v 
erfcheint und nach bem Vorhergehenden, wie biefe, in Function von 
@, 3, I audgebrüdt werden Tann, fo daß dann auch bie Momente 
von N in den Gleichungen (b) als Functionen biefer Veraͤnderlichen 
bargeftellt werben können. Die Auflöfung ber Aufgabe hängt demnach 
zunächft von der Integration der Gleichungen (b) und (146) ab, aus 
welchen die Winkel w, I, zu. in Function der Zeit t gezogen werben 
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müſſen; damit wird man dann auch ben Werth von N zufolge des 
Borhergehenden in Zunctton von t erhalten, und wenn berfelbe in bie 
Gleichungen (a) eingeführt worben, aus biefen endlich bie Werthe ber 
Soordinaten X, V, 2 des Schwerpunftes in Bunction von t ziehen, 
womit bie Aufgabe ihre vollftändige Löſung gefunden hat. 

Wenn ber gegebene Körper die geneigte Ebene fortwährend nur 
mit einem Ecke oder einer Spitze berührt, fo werben bie Coorbinaten 
E, n, & conflant und unabhängig von w, 3, u; bie Beziehungen (d) 
finden nicht mehr flatt, da dieſe Gleichungen für einen ſolchen Punkt 
keine beſtimmten Werthe mehr geben, und wären auch uͤberflüſſig. Alle 
übrigen Gleichungen bleiben dagegen in Gültigkeit, und ber Werth von 
N nimmt die einfachere Form an: 











2 ⸗ 2 2 
— — — tn d —— 3) 


Auf gleiche Weiſe wird man endlich auch den Fall behandeln, wo 
der Körper die geneigte Ebene mit zwei ober mehreren Punkten, die in 
einer Geraden liegen, alfo mit einer Kante oder Schneide fortwährend 
berührt, wobei er fi) natürlich nur um biefe Gerabe, welche indeſſen 
felbft eine fortfchreitende Bewegung annehmen wird, drehen Tann. 
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Der einfachfte Fall diefer Art iſt bie Bewegung einer homo— 
genen Kugel ober überhaupt einer Kugel, deren Schwerpunkt mit bem 
Mittelpuntte zufammenfällt, auf einer geneigten Ebene Für 
eine folche Kugel tft immer, wenn r ihren Halbmefler bezeichnet 

| EcsoX+tncosW+LlcoevY=r, 
und demnach Kat man durch die Gleichung (f} 

XKcoA+YWcou+%cov =p—r, 
alfo auch das ee : 
d?x 
77 EX + IX =  oosu- Fon = =). 


Durch dieſes letztere kommt ber Werth von N ſogleich auf Ag cos» 
zurück, wie in dem alle eines materiellen Punktes von ber Mafje M, 
während bie vorhergehende Gleichung ausipricht, daß fich ber Schwer- 
punkt in einer Ebene bewegt, welche zu ber gegebenen parallel ift. 


u 


Berner tft leicht zu fehen, daß in ben Gleichungen (b) die Coef⸗ 
ſtzienten von N Rull werben, weil die Rormale immer durch ben Anfang 
bes beweglichen Syſtems geht. Es find aber auch die Maffemomente 
U, B, © in Bezug auf drei beliebige Achfen im Mittelpunkte der Kugel 
glei, und es Tommen dadurch jene Gleichungen auf die einfachen: 


dp | da _ de 
dt =0 dt 0 Fr 


» = ı a=. ru. 


zurück; fie zeigen, baß bie brehenbe Bewegung ber Kugel eine gleich⸗ 
fürmige tft und immer um benfelben Durchmeſſer flattfindet. 

Endlich zeigen bie Gleichungen (a), fowie bie baraus abgeleiteten 
Gleichungen in 6. 209, daß bie Bewegung bed Schwerpunftes ober 
Mittelpunttes denſelben Geſetzen folgt, wie bie Bewegung eines mate- 
riellen Punktes auf derfelben geneigten Ebene, wenn Teine Reibung 
ftattfindet. Dieſer Mittelpunkt bleibt alfo, wenn er ſelbſt feine an- 
fängliche, fettwärts gerichtete Geſchwindigkeit bat, welches auch die 
brebende Bewegung ber Kugel fein mag, immer in berfelben 
Iothrechten Ebene, welche auch bie Rormale zu der geneigten Ebene in 
ber anfänglichen Lage jened Punktes enthält, welche alfo zu biefer 
letztern Ebene jentrecht ifl. Denn nimmt man die genannte Ebene als 
bie Ebene ber xz an, fo wird 


oder 


csu=(0 , col= — sinv; 
bie zweite ber Gleichungen (a) gibt 


dw dw y y 
=": nv. Y-hrtt 


und zeigt, daß wenn v und W, Null ift, auch ums w Null Hleibt, 


baß die Bewegung dagegen parallel zur Achfe der y eine gleichfürmige 
wird, wenn ber Mittelpunkt eine parallel zu dieſer Achfe gerichtete an= 
fängliche Geſchwindigkeit befist. Endlich zeigen auch die beiden andern 
Gleichungen (a), daß die drehende Bewegung der Kugel im jebigen 
Kalle, wo Teine Reibung vorausgefebt iſt, durchaus Teinen Ginfluß anf 
die fortichreitende Bewegung ihres Mittelpunftes Hat. 

Weiter unten wird gezeigt werben, wie fich dieſe Verhaͤltniſſe durch 
die Reibung aͤndern. 
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Wenn die gegebene Ebene eine wagrechte Lage hat, fo 
wird man fie ald Ehene der xy nehmen und hat bann für die allgemeine 
Betrachtung der Bewegung eines beliebigen fehweren Körpers auf derfelben 


cl—=0 , cou=0 , cav—=—1, p=I; 
die beiden erften ber Gleichungen (al) werben 

ex deyw 

Te Ber 17 

und zeigen, daß die Bewegung des Schwerpunftes, parallel zu ber 

feften Ebene betrachtet, eine gleichförmige gerablinige if und nur von 


ber anfänglichen Geſchwindigkeit abhängt. Die dritte biefer Gleichungen 
Dagegen gibt einfach a2 


woraus folgt, daß ber Druck auf die Ebene von dem zweiten Aende⸗ 
rungsgefeße ber verticalen Ordinate abhängt ober dem Unterſchiede 
zwiſchen bem Gewichte und einer Kraft D gleich ift, welche einem ma- 
teriellen Punt von ber Maſſe M in ber Einheit der Zeit bie Ge— 


= 0 


ſchwindigkeit ir = erteilen kann. ⸗ 
Die Bingen (c) werden nun ebenfalls kr einfach, nämlich 
co —=eC, cl=dc , cosVv’—=c, 
und damit nimmt Die Gleichung (f) die Form an: 
Zz+e5+en+tei=0, (8- 


aus welcher man den Werth von —— ni 3 stehen kann, um ihn in den 


obigen Ausbrud von N detiken. Ferner werden bie Gleichungen 
(d) für eine ftetig gefrümmte Begrenzungsfläche des Bewegten 
dF dF „_ydF 

e=Vir > e-/m ‘ — V— (h. 
und geben bie. Werthe von 5, 7, Z in Function von c, c’, c”. Diefe 
Gleichungen werben bagegen überfläffig, wenn der Körper fih auf 
einer Spige ober Schneide bewegt, für welche die Coordinaten E, 7, & 
eonftant find. N 


BEER. BE 


Die Aufgabe tft alfo wieder auf die Integration ber Gleichungen 
(b) und (146) zurüdgeführt, von denen bie erfien nun bie Form: 


u?-(8- Sar—n(e— me ned) 
) BI (E-Wor-uls— we 


= (U-B)pg— ls Tr) (Een) 


annehmen, wenn man noch 2, &E, 7, & unerfeht läßt, unb von denen 
man auch in diefer Form zwei erſte Integrale erhalten kann. 

Multiplicirt man biefelben nämlich zuerſt der Reihe nach mit 
0, 0, ce” und nimmt ihre Summen, jo verſchwinden die mit M mul- 
tiplietrten Glieder, und bie übrigen können mit Beachtung der Gleichun⸗ 
gen (f) in $. 188 unter bie dom: 


a’: a. 
+B8-— u = 
gebracht werben; man zieht daraus als erfled Integral 











0 








t 
A.) gApe Bae4Gr ) 0 


welches mit Beruͤckſichtigung der Bedeutung ber Gleichung Lo) in $. 191 
und mit der Beachtung, daß c, ce’, c” bie Gofinus ber Winkel find 
zwiſchen ber feften Achfe ber z und ben betveglichen Achfen ber E, 7, &; 
den Sab ausipricht, daß die Summe ber Momente ber Bewegungs⸗ 
größen um bie lothrechte Achſe der =, oder daß die Componente 
bes Momente 3.M., aller Bewegungsgrößen nad einer 
zur feſten Ebene ſenkrechten Achfe während ber Bewegung 
einen unveränberlihen Werth behält. 

Multipliert man dann die Gleichungen (i) "ber Reihe nach mit 
9,9, r und nimmt ihre Summe, fo ergibt fidh 


Ap 484 — 


— lecr —AXI 


ober mit Beachtung der Gleichungen (f) in 6. 188 
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dp dq _yfj% x de de’ de” 
m, +64 -1 (7 -e)e +7: +55) " 


Run zieht man aus der Gleichung (g) das Aenberungsgefek : 
dz ‚do, de de /dE, ,‚dn, „dt 
rt latente 2) 
und man flieht fogleih, daß für einen Körper, welcher fih auf einer 
Spite bewegt, bie zweite Seite diefer Gleichung Null wird. Ste wird 


aber auch für Die Bewegung auf einer fletig gefrümmten Fläche Null; 
denn vermöge ber Gleichungen (h) hat man 


LER * v(de.i dF dn | dF, 3. 


dE dt "dn de "dd de 
dF 
=/2=0, 


ba die Begrenzungsfläche bes fehlen Körpers während ber Bewegung 
Teine Veränderung erleiden kann. Man a alfo in allen Fällen 
ds 
Egtn Fr Te -p 
und damit wird 


dp 
Wi+Bai+sen - Mle— Fr 
Das erfie Integral biefer Gleichung: 
dz\® — 
IB +) 20m) -|(T) - vr] 


Ichrt mit Berücfichtigung der Bedeutung der Gleichung (b) in $.191, 
daß die in ber Zeit t erworbene lebendige Kraft bes bewegten Körpers 
in Bezug auf den beweglichen Anfangspunft der 5, 7, Z um bie im 
berfelben Zeit erworbene lebendige Kraft dieſes Anfangspunftes jelbft, 
bie ganze bewegte Maſſe in ihm vereinigt angenommen, kleiner tft als 
die Arbeit des bewegenden Gewichted Mg; ein Sab, ber zufolge des 
am Ende bed $. 209 ausgefprochenen Gefehes, wie bei einem freien 
Syſtem, für jede Lage ber fehlen Ebene, auf welche ſich der Körper 
fügt, gültig if. 


$. 213, 


Die beiden Integrale (A) und (B), welche wir im vorbergehen- 
ben $. aus ben Gleichungen (i) gezogen haben, reichen zur Auflöfung 
ber Aufgabe bin, wenn es fich darum Handelt, bie Bewegung eines 
Körpers zu beftimmen, welcher von einer Umbdrehungsfläche begrenzt 
und homogen, oder in welchem die Maſſe boch fo vertheilt tft, daß der 
Schwerpunkt in ber geometrifchen Achſe Ttegt, und die Maflemomente 
In Bezug auf zwei zu biefer Achfe und unter fich ſenkrechte Geraden 
gleich find, namentlih in dem einfachften alle, wo die geometrifche 
Achſe in eine Spitze endigt, und der Körper ſich mit dieſer auf Die fefte 
Ebene ftügt, wie e8 bei einem gewöhnlichen Kretfel flattfindet. 

Betrachten wir für dieſen die Sache etwas näher, und ſetzen wir 
voraus, daß man bemfelben gleichzeitig eine ziemlich große Umdrehung 
geſchwindigkeit x, um feine Achfe, in Bezug auf welche das Maflems- 
ment © fei, und eine fördernde Geſchwindigkeit W, parallel zu ber 
wagrechten Ebene ertheilt, und daß bie Achfe felbft anfänglich einen 
Kleinen Winkel 9, mit ber Richtung ber Schwere gemacht habe; unter 
biefen Borausfebungen findet man die Werthe: 


B8B=-U, E=0 , n=0, t=l, 


worin 1 die Entfernung bed Schwerpunktes von ber Spite bezeichnet, 
und die Gleichung (g) wird 


u — lo — 1co0os}, 
wie auch fo leicht einzufehen tft, und gibt das Aenderungsgeſetz: 
dz 49 


Berner gibt die letzte der Gleichungen (i) 
dr 


am’, = 


und zeigt, daß die anfängliche Umdrehungsgeichwindigkeit um bie geome⸗ 
trifche Achſe ungeändert bleibt. 

Endlich zieht man aus den beiden erften ber Gleichungen (146) 
bie Ausdruüͤcke: 


cB+e‘q = sin 9 (q sin - p cos v) = “u sin? 9 ’ 
d 
+ = (Gr) 94T) > 


— 


und bie Gleichungen (A) und (B) des vorhergehenden F. nehmen da⸗ 
mit bie Form an: 


a sin?9 Gro (enter 9%) 
u IE) ein 94 (77) | —2Mgl(cos 9, —cos$) . (C. 


— a sin: 9 (9 =) +MV.! +Mlp?-+ 9%) 


Diefe Gleichungen geben wie in dem in $. 199 behandelten Falle, 
welchem ber jebige ſehr ähnlich tft, die Werthe von 9 und w in Func⸗ 
tion von t, und mit biefen zieht man wieder aus ber britten ber 
Gleichungen (146): 


ben Werth von u und kennt auf ſolche Weiſe die Richtung ber 
geometrifchen Achſe des Kreijeld und einer dazu fenkrechten Geraden am 
Ende der Zeit i. Die Lage feines Schmwerpunftes wird dann theils 
durch die Gleichung: 2 —= — lcos I, theils durch die Gleichungen: 


x BA 
= Kt Vi : yvzYy+Vb; 


worin Vo; vᷣ die Componenten der anfänglichen Geſchwindigkeit v, 
vorſtellen, beſtimmt, und die Geſetze der Bewegung des Kreiſels ſind 
demnach vollftändig bekannt. 

Um aber noch etwas näher auf bie beſtimmte Auflöſung einzu⸗ 
gehen, febe ich der fchon gemachten Annahme gemäß 


v=0, 9=0, g9=0 


und nehme wie in dem obengenannten Falle an, daß der Winkel 9 
ſich von feinem anfänglichen Werthe 9, nur wenig entferne. Eliminirt 


man nun zuerft wieder ** aus den beiden Gleichungen (C), wo⸗ 


burch man bie Gleichung: 


@?r ,?(cos9,-c08$)? 


d9\ 2 
2 7 2 — — [7 
(M--Ml2sin sl ) =2Mgl(cos9, cos9)- —— 


erhält, und macht dann wieder wie in F. 201 


(D. 


__ 


d3 __ du 


dt di’ 


ein? 3 end, tusin?2I, + u, 


I=ntu ’ 


cos 90 — cos usin —R cos 99 
— 1 Er? _ AP’ 
M '’ u l, ° 


fo nimmt bie vorſtehende Gleichung zuerft die Form an: 





(Hein? 9+lusin2% Hu) (7) = sin 9 —g (AB?-}-cos I.) 
und wird dann innerhalb berfelben Annäherungsgrenzen 


,+lsint Hf/du\®_o.. — R 4lsin?3, cos I,\ , 
Fear) —Jusin 9% 48 FH Ta sin? de )⸗ 
Vergleicht man nun dieſen Ausdruck mit der entſprechenden Gleichung 
in F. 201, ſo wird man leicht ſehen, daß namentlich in dem oben 
vorausgeſetzten Falle einer geringen anfänglichen Neigung der Achſe 


des Kreiſels bie Goeffigienten von (2) unb u? wenig von ben bor- 


tigen verſchieden find, daß man vielmehr für einen großen Werth vom 
rt, oder 4 unfere letztere Gleichung ber Form nach ganz und gar auf 
bie dortige zurüdführen Tann, wenn man 1,+1sin? 9, = ſetzt und 
in? 
die Glieder cos I, + eh neben 48° vernachläffigt. Es 
‘ + l sin? 90 

beſteht dann zwiſchen beiden Fällen nur ein kleiner Unterſchied, welcher 
in ben Werthen von 1, und I’ Viegt. Dort ift nämlich A das Mafle 
moment in Bezug auf bie zur geometrifchen Achſe fenkrechte Hauptachſe 
im feften Drehungspunfte, während es tm jebigen Zalle das Mafle 
Moment in Bezug auf die entiprechende Achfe im Schwerpunkte be- 
zeichnet; nennen wir daher jened Maffemoment WE, , fo haben wir 


u, = A+Ml 
und fehen daraus, daß im Allgemeinen das bortige 
u, M-+ NM! sin? d 


l, = —- größer iſt als 


l ‚Mi 


561: 


— — — — 


sber unſer jetziges Y, daß alſo der in den nachfolgenden Ergebniſſen 


vorkommende Goeffizient von t, nämlich v: ‚ im jehigen Falle etwas 


größer wird als bort. 

Aus diefen Bemerkungen und den obigen Gleichungen wird man 
mit Hülfe ber in $. 201 erhaltenen weitern Ergebniſſe nun den Schluß 
ziehen, daß fich die Achfe des Kreifeld in einer nahe gleichen Neigung 
gegen eine durch den Schwerpunkt gezogene Lothlinie nahezu gleichfürmig 
um diefen Punkt dreht, bie Spitze des Kreiſels alfo um den Fußpunkt 
ber Lothlinie auf der feiten Ebene nahe kreisförmige Curven beichreibt; 
während fich dieſe Lothlinie felbft mit dem Schwerpunfte in gerader 
Richtung mit der anfänglichen Geſchwindigkeit W, gleichfürmig fort- 
bewegt. 

Bei der wirklich ſtattfindenden Bewegung eines ſolchen Kreiſels 
werden indeſſen dieſe Bewegungsgeſetze durch die Reibung weſentlich 
veraͤndert. 
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Sn dem ebenbetrachteten Falle. wurbe das Niederſinken des Kör- 
pers durch feine vafche Umdrehung um eine zur feiten Ebene nahezu 
fentrechte Achſe verhindert; wir wollen beßhalb gerade noch bie Bewe⸗ 
gung eined Körpers unterfuchen, welcher ſich mit einer Schneide ober 
Kante auf eine horizontale Ebene ftügt und ſich um jene drehend auf 
bie Ebene niederfällt. Dazu nehme ich einen homogenen prismatiichen 
Stab, deſſen Länge 1, beffen Querſchnitt ein Rechteck mit ben Seiten 
h und k fei, und welcher fich mit der Kante h auf bie fefte horizontale 
Ebene fügen foll. 

Sn biefem alle kann man fich den Druck, welchen der Stab auf 
die Ebene ausübt, als zwei Kräfte N, und N, vorftellen, welche in den 
beiden Endpunkten ber Kante h angreifen, fo daß man für die Eoor- 
dinaten ihrer Angriffspunfte in Bezug auf die drei zu den Kanten 
parallelen Hauptachfen im Schmwerpunfte bie Werthe hat: 


‚ 1 

& =+yh 0 71 & 
1 

s=rzh om Lg 


Die Gleichung (g), welche dann ſowohl für den einen wie fc ben) 
Oeqcher, Handbuch der Mechanik I. 36 





nn 


andern biefer beiden Punkte befriebigt iverden muß, nimmt für den 
erftern bie Form an: 


z+— Seht Ze k+le 1l=0; 
für den anbern wird fie 
1 1 , 1, _ 
2— „cehtzekrye l= 0, 
und man zieht Daraus bie neuen Sleichungen: 
h=0 , wB+4zlekti)=0, 


von denen bie erſte zeigt, daß o ober cos En fortwährend Null, alfo 


ir gleich 47: tft und bleiben muß. Daraus folgt aber, da man auf 
e=— cosysins hat, daß uhcooy —=0, y=—4n tft, und 
In 


daß ’ — 00872 = snlı = sn} wird. Mit biefen Werthen 
folgt, ſofert aus der zweiten der obigen Gleichungen 
5 (kan 9 + 1one8) — — 5 


dz 


1. - d9 _ 
5 (kcos 9 —lsin 9 —- =- on 


und wenn man nun die erſte dieſer Gleichungen mit © —* multiplicirt 
und beide zum Quadrat erhebt, fo gibt ihre Summe 


j 499* : (dgg\2? 
- 42) —4l 
rl 1, (7) = . 
und daraus zieht man welter 
d9 2 dz 
— — ——3r—7 
ye+it-4z dt 


Mit den vorhergehenden Werthen von c, & and & Tonmen fo 
dann die beiden Testen ber Gleichungen (145) den beiden lebten der 
Gleichnugen entſurechend anf hoſgende u. . u 


— — — — — — 


Bil =(E-Mprt+ sun N) 
dr . . \ 4. . ’} £ ’ . 
‘= (U -B)pga— ZhlN — Na) sind 
» . | . .. 


mab wenn man davaus N, — N, eliminirt, ſo ergibt ſich zuerſt die Des 
siehung: — Zr 


Bin +6 I y[(E--MWrsin IHM B)g.00s 9]- 
Die Gleichungen (146) geben aber für 47 Die einfachen Werthe⸗ 
d9 do u 
di 


dv , 2 
p*55 q 7, end , 2=--08%, 


woraus wieber die Aenderungsgefeke: a 


dg _dw do d9 

GG meritrn ae} 

dr d?w dw d$ . 

IT m m ner ‚= 


‚ und womit nun bie vorheygehende Beziehung nach einigen. RYe⸗ 
ductionen die Zorm annimmt 
d?’o j 
di? .2(&- 8) sn 3 cos $ d9 
do — B(E—AB)corↄꝰ di ' 
dt 


Das unbeftimmte Integral biefer Gleichung tft, wie leicht zu ſehen, 


- 
= 


2.logn = — 4.bgn [EB H+TE— B) 00823] ; 


wenn daher 6) und 9 bie anfänglichen Werthe ion “und 9. 


bezeichnen, fo hat mar, wenn man von den Logarichmen zu den ent⸗ 
ſprechenden Zahlen übergeht, 


do _ (de) Bantd+® 2% 
di ( ir); Bontd + ch!} 
36% 


BR... 


und fließt daraus, dab für den Pal, wo 67). — 0, dl 
auch 90 = O, gu = 0, d.h. im bem Falle, mo der Stab feine 


anfängliche Winkelgeſchwindigkeit um eine verticale Achſe befikt, 2 


alſo au p und q immer Null bleiben, wie vorherzuichen war. 
Für dieſen Fall geben dann auch bie Sleihungn (k) ben Werth: 
N, — N, = 0 oder N —=N,, wie ebenfalld leicht vorauszufehen if; 
diefe Gleichungen zeigen aber, daß N, — N, nicht mehr Null wird, 
ber Drud in beiden Endpunkten ber Kante h alfo nicht mehr gleich if, 
wenn bem Stabe eine anfängliche Winkelgeſchwindigkeit um eine verticale 
Achſe ertheilt worben iſt. j 
Beichränten wir und num für bad Folgende auf ben einfacheren 
Fall, wo p und q Null find, fo gibt uns bie dritte der Bleichungen 
(a) in $. 209 wie früher 
dz 


N+N =N=M Mo: 
und die Gleichung (B) in $. 212 wird 
Up: = Up? +2M ns MV. 
p? = Up’ +2Ng (2 u) N HMV 


, 2 
und nimmt, wenn man für 9? = () ben obigen Werth in Func⸗ 
tion von = einführt und v — 0 fest, woraus nach dem Werthe von 


ge Atos 
» =0 or lein 90 — kcos 909 = 0 
folgt, die Form an: 


um dz\? | 
(+ Hm) (7) = 2Mg (mM). 
Macht man bann noch zu Abkürzung 1? +Kk? — 12, führt für dad 
Maflemoment A feinen Werth „„M(?+K) = AM? ein md 
beachtet, daß Z mit t wächlt, fo zieht man aus ber vorfichenden 
Gleichung bas Integral: 


fe 2yir 32 


t=Id8. ———— — — 
+, V6s (2 — 2%) (1? — 42°) 


8 
als Ausdruck für die Zeit, welche ber Stab zum Niederfallen braucht. 
Dieter Ausdruck nimmst eine einfachere Form an, wenn man darin noch 


== — 100g ; = — ),cop » k=lJI,cosy 


" ſetzt; man findet nämlich u 
v4 1. Vito — cos?ꝰ x 
t ⸗ 3 ; 
8 EU Venen sony X 
man fann aber auch baraus den Bart von t nur auf bem Wege der 
_ Annäherung berechnen. 
Im Uebrigen wird man leicht aus den beiben erften ber Gleichun⸗ 
gen (a) in $. 209, weiche für unfern Fall in die einfachen: 
Ex _ dey 
DT er 777 
übergehen, fchließen, daß der Schwerpunft des Stabes, wenn ihm feine 
anfängliche Geſchwindigkeit in wagrechter Richtung ertheilt worden tft, 
längs einer lothrechten Geraden niederfinkt, und baß demnach bie Kante, 
mit welcher er ſich auf die Ebene ftügt, in demfelben Maaße rüdwärts 
ausweicht. Ferner wird man ſich durch Vergleichung des vorhergehenden 
2 
Werthes von (7) worin M+ 


dt 
ale zM ift, mit dem Ausdrude: 


(7) — IM (#2) 


für die lothrechte Geſchwindigkeit eines ſchweren Punktes von der Mafle 
M fließen, daß die lebendige Kraft, welche der Schwerpunkt bes 
Stabes in unferem ſetzigen Yale erwirbt, geringer ift, als wenn ber- 
felbe frei von ber Höhe zz — Z, herabfällt, ohne gedreht zu werben, 
daß aljo der Stab auch eine größere Zeit zum Niederfinfen braucht, 
als ein ſchwerer Punkt, welcher den Wig feines Schwerpunktes zurücklegt. 


% 


RI kR— 4m jedenfalls größer 


u 6. 215. 


Das tn den vorhergehenden $$. angemwenbete Verfahren, um bie 
gezwungene Bewegung eines feiten Syſtems zu unterfuchen, wurde aus⸗ 
drücklich unter dem Vorbehalte angeweidet, daß Durch Die Bewegung 


EZ 


anf ber feſten Fläche Beine Neibung erzeugt wird; beum jene 
Verfahren iſt nicht mehe allgemein aumendbat, wenn biefe® Ichtere der 
Fall tft, d. 5. die Geſeze für die gezwungene Bewegung eines feftn 
Syſtems, bad ſich immer auf eine feite Flaͤche fügt, können nicht A⸗ 
gemein dadurch erhalten werben, daß man auch die Reibung wie 
eine andere Kraft in bie Gleichungen (136) anb (137) ober (143) 


“und (144) einführt; denn in biefem Falle find die Durch bie 


genannten Gleichungen ausgeſprochenen Geſetze: 

1) daß ſich ber Mittelpunkt der Maſſe bes feſten Syſtems fo 
bewegt, wie ein materieller Punkt von gleicher Maſſe, an welchem 
Jammtliche fördernbe Kräfte des Syſtems thätig find, und 

2) daß ſich das Syſtem unter dem Einfluſſe fämmtlicher drebenden 
Kehfte fo um jenen Mittelpunkt dreht, als ob dieſer feſt wäre, 
nicht mehr allgemein wahr. Der Grund davon iſt leicht einzuſehen; 
er beſteht darin, daß die Reibung nicht wie eine bewegende 
Kraft nach einer beſtimmten Richtung wirkt, ſondern ſich 
der Bewegung der mit der feſten Fläche in Berührung 
ſtehenbden Punkte in jeder Richtung widerſetzt, und daß 
ſie keine Bewegung in ihrem frühern Sinne erzeugen kann, 
wenn bie Geſchwindigkeit jener Punkte durch ihren Sin 
flaß Null geworben tft. 

Ber einem freim Körper ober einem Körper, welcher fich ohne 
Reibung auf einer Fläche bewegt, bleibt bie fortſchreitende Bewegung, 
welche dem Miitelpunkte der Maſſe durch die fürdernden Kräfte IX, 
ZY, 22 mitgetheilt wird, unabhängig von den drehenden Kräften 
und ber drehenden Bewegung, weil auch im letztern Falle bie mit ber 
Fläche in Berührung kLammenden Punkte bei dieſer drehenden Bewegung 
ungehindert an der Fläche vorübergleiten und in Bezug auf Die Bewe⸗ 
guug des Mittelpuuktes ungehindert rückwaͤrts ausgleiten körmen. Triit 
dagegen au biefen. Berührumgspundten Reibung auf, fo hindert dick 
nicht mr die Fortiehreitende Bewegung bes Mittelpunftes ber Maſſe, wi 
eine verzogernde Kraft, ſondern fie hindert auch das Darüberhingleiten der 
berührenden Punkte. bei, der drehenden Bewegung; dieſe frühen fich gleid- 
ſam auf jenen Widerftand, und bet hinreichender Größe desſelben, wenn 
derſelbe nämlich größer it, als der auf die Berührungspunfte tangential 
ausgeübte Drud, wird das Syftem durch bie drehenden Kräfte um den oder 
die Berührungspunfte, wie um einen feften Punkt oder um eine fefte 
Ahfe: gedreht werden, der Mittelpunkt ſelbſt alſo dadurch eine fort- 
fügteitenbe Bewegung erhalten, welche ihm die. fürbernden Kräfte bei 
Syſtems nicht zu ertheilen vermögen... Endlich wird es in vielen Källen 
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auch zweifelhaft werben, in welchem Sinne die Reibung als fördernde 
Kraft zu nehmen, mit welchem Zeichen fie alſo in die Gleichungen 
(143) und (144) einzuführen ift, da es felbft vorkommen. kann, daß 
dieſer Widerftanb ‚während ber Bewegung das Zeichen wechſelt; ‚Die 
Unterfuchung der Bewegung mitteld diefer Gleichungen kann ale nie⸗ 
mais zu. einem befriedigenden Ergebniſſe führen. 


Einige Beiſpiele mögen die vorhergehende Auseinanberfegung näher 
erläutern und beflätigen. 


Wir Haben in dem vorhergehenden ©. bie Bewegung eines parallele⸗ 
pipediſchen Stabes unterſucht, welcher ſich mit einer Kante auf cine 
horigontale Ebene fhübt und durch fein Gewicht nieberfinft, und gefun⸗— 
den, daß wenn Teine Reibung ftattfindet, fein Mittelpunft fich in einer 
verticalen Geraden bewegt, und daß ber Druck auf die Ebene um bie 


2 
Kraft M Te welche bie Aenderung der verticalen Geſchwindigkelt 


bes Mittelpunktes zu erzeugen vermag, Feiner iſt, als das Gewicht Mg 
des Stabes. Kommt nun bie Reibung hinzu und iſt ber Reibungs— 
Gorffigient wicht ſehr Tlein, fo wird im Aufange ber Bewegung, mo 
der Druck auf bie Ebene noch hinreichend groß ift, der Mittelpunkt des 
Stabes einen Kreisbogen um bie untere Kante, mit welcher er fich auf 
die Ebene fügt, beicgreiben, und dieſe Kante wird erſt ſpaͤter, wenn 
Durch Die Befchleuntgung der Bewegung ber Drud und bie Meibung 
Peiner geworden find, rüdwärts ausgleiten Tonnen; man wird ferner 
leicht einſehen, daß es für eine beftimmte anfängliche Lage des Stabes 
eine gewiſſe Größe für den Reibuugscoeffizienten geben muß, für welche 
jenes Ausgleiten gar nicht flattfindet, der Mittelpunkt des Stabes alfo 
nur einen Kreisbogen befchreibt, und daß fich darin nichts ändert, wenn 
bann ber Reibungscoeffizient noch viel größer genommen wird. ine 
einfache Betrachtung genügt aber, um einzuiehen, daß bie Gleichungen 
(143) und. (144) oder bie daraus abgeleiteten (a) und (b) ber 
66. 209 und 210 im Allgemeinen nicht zu diefen Ergebniffen führen 
können; denn bie beiden erften der Gleichungen (a) in $. 209 geben durch 
Einführung der Reibung eine zu ber feiten Ebene parallele fortichret- 
teude Bewegung des Mittelpunktes, welche von der Größe bes Reibungs- 
Coeffizienten abhängt, und vermöge welcher berfelbe von Anfang an 


ſelbſt eine über den Kreisbogen hinausgehende Curve beſchreiben müßte, 


was ohne eine anfiingliche Geſchwindigkeit offenbar nicht möglich iſt. 
Die obengenannten Gleichungen werden nur dann anwendbar, wenn 
Die nmiere Kaute ſchon im Anfauge ber Bewegung ausgleiten Tann, 


ober nur für denjenigen Theil ber Bewegung, für welchen ein ſolches 
Ausgleiten ftattfinbet. 

Koch weniger genügend wird die Anwendung ber genannten Gleich: 
gen, wenn ſich der Stab auf eine geneigte Ebene fügt unb gegen ben 
untern Theil berfelben zu fallen anfängt, ba es in biefem alle zweifel- 
haft wird, ob bie Reibumg nach oben oder nach unten gerichtet anzu 
nehmen if. 

Ein anderes, noch einleuchtenderes Beifpiel tft bie Bewegung einer 
homogenen Kugel ober eines homogenen Gylinbers auf 
einer geneigten Ebene unter dem Einfluffe der Reibung; 
denn man überzeugt fich leicht, daß bie Bleichungen (143) für diefen Fall 
ganz biefelben find, wie für einen Körper, ber fich mit drei ober mehreren 
Punkten, welche nicht in einer Geraden liegen, auf bie Ebene ſtützt und 
baher nur gleiten kann, daß alfo auch die Geſchwindigkeit des Mittelpunttes 
biefelbe fein müßte, wie bie eines gleitenden Körpers, da die aus den Gleichun⸗ 
gen (144) folgende brehende Bewegung um den Mittelpunft gänzlich 
unabhängig ift von ber Bewegung dieſes legtern und um- 
getehrt, und demnach keine von beiben Bewegungen einen Einfluß 
auf die Gefchwindigfeit der andern haben kann. Wir finden nach biefer 
Betrachtungsweife, wenn wir etwas näher barauf eingehen und dazu 
die geneigte Ebene als Ebene der xy, bie Ebene der xz parallel zur 
Richtung ber Schwere annehmen und den Winkel zwifchen diefer Rid- 
tung und ber Normalen zur Ebene ober ber Achſe der z mit = be 
zeichnen, durch bie erfte und dritte der Gleichungen (143) 

d?x 


— — Mgsna—fN 
a.) dt? 


0 = Mgcosa— N 


\ 


als Gleichungen ber fortichreitenden Beimegung bes Mittelpunftes und 
daraus durch Elimination von N und die erſte Integration 


v- vᷣ⸗ +gt(lsina—lcos«) 


wie für einen materiellen Punkt (Bd. T., 8. 51) oder einen gleitenden 
Körper, wenn ber Luftwiderſtand vernachläfftgt wird (Bb. U., $. 152). 
Es müßte alfo auf einer Ebene, für welche zanga — ober — fi if, 
‚der Mittelpunkt der Kugel oder die Achſe bes Cylinders ohne anfängliche 
Geſchwindigkeit bie Geſchwindigkeit Null behalten oder tu Ruhe bleiben, 
was offenbar nicht der Fall fein kann, weil diefe Körper in bem Kalle, 
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wo Fang gleich und felbſt größer iſt als fit, um den jeben Augenblick 
wechſelnden Berührungspuntt ober die Berührungslinie wie um eine 
augenbiitliche feite Drehungsachfe gedreht werben, und der Mittelpunkt 
dadurch eine Geſchwindigkeit erhält, melde ihm die fürbernden Kräfte 
nicht ertheilen können. Es dürfte nach biefem kaum nothwendig fein, 
zu bemerken, daß für ben erwähnten Fall zanga — ober < f au 
ber aus der zweiten der Gleichungen (145) fich ergebende Ausdrud 
für bie drehende Bewegung um eine durch den Mittelpuntt gehende, 
zur feſten Ebene parallele Achſe: 


Ol — frN = frMg cosa (b. 


unrichtig fein muß, abgefehen davon, daß dieſe drehende Bewegung um 
den fttliftehenden Mittelpunkt ftatthaben müßte. 


$. 216. 


Die vorhergehenden Erörterungen deuten darauf hin, daß die Un— 
terfuchung der Bewegung eines Körpers, der fih mit einem oder mehreren 
in einer Geraden liegenden Punkten auf eine fefte Fläche ftübt, in dem 
Zalle, mo die Reibung berücfichtigt wird, wmeientlich von ber Unter- 
fuchung abhängt, ob die Berührungspunfte auf ber Fläche fortgleiten 
oder nicht, d. h. ob ber tangenttal gerichtete fürbernde Druck auf die 
mit der fehlen Fläche in Berührung ftehenden Punkte des Körpers 
größer oder Kleiner ift, ale die Reibung zwiſchen dieſen Punkten und 
der feften Fläche; e8 wird daher nothwendig, Die allgemeinen Gleichun- 
gen (134) und (135) tm $. 202 für Die freie Bewegung eines feften 
Syſtems, welche immerhin auch für unfern jetzigen Fall gültig bleiben, 
wenn man darin die Widerflände N und bie Reibungen fN einführt, 
in andere umzuwandeln, in welchen bie fortfchreitende Bewegung 
bes Berührungspunftes oder der Berührungslinie und bie 
drehende Bewegung des Syflems um die Iegtern beutlicher 
hervortritt. 

Betrachten wir dazu insbeſondere wieder den Fall, wo der Körper 
ſich nur mit einem Punkte auf die Fläche ſtützt, weil ſich der andere 
leicht auf dieſen zurückführen läßt, und bezeichnen wir die Coordinaten 
bes augenblicklichen Berührungspuntti8 am Ende der Zeit t in Bezug 
auf ein unverrüdbared Goordinatenfyfem ber x, y, z mit x, Y., zZ, 
legen burch dieſen Punkt ein neues Coordinatenſyſtem der x, 9, 3; 
weiches zu dem vorhergehenden parallel bleibt, und bezeichnen die 


— 


Boorbinaten bes Mittelpunktes ber Maſſe des bewegten Körpers in 
Bezug auf dasſelbe mit 2, 9, 3, fo erhalten wir zuerſt wieder für 
bie Goorbinaten eines beliebigen Punktes im Syſtem die Beziehungen: 

x x, 4 * I y=y+9 ’ ı=1735; 
für die des Mittelpunttes der Maſſe ebenfo 

x=rv+2, Y=y+9, S=-:1+3, 
wozu noch bie weitern kommen 
Z.mer=M& „, Z.09=M%, 3.n3=M3, 

und die Sleichungen (134) nehmen damit und burch Einführung dee 
normalen Widerftandes N und der Reibung £fN die Form an: 


„ex, de æ 
zu ZA Non —INooel , 
„er d? 
“u +M = = 3Y—Ncosu—fNcosm, 
3 


S. me ——+M 3 = ZU—Neosv—INcosn , 


worin A, 1, » wie früher bie Winkel zwiſchen den Coordinatenachfen 
und ber durch den Berührungepunft gezogenen Normalen zur feften 
Fläche und I, m, n die Winkel zwiſchen bdenfelben Achſen und der 
Tangente an ber von-bem Berührungspunfte beſchriebenen Gurve be= 
zeichnen, jo daß man hat 
008% cosl + cos cosm + aosveesn =(0. . 

Da aber die Goorbinaten x,, y,, x, einem beitinnaten Punkte des Sy⸗ 
ſtems angehören, n Bat man auch - 

dx, dy, _ y®Y. dy,  _d% 


z.m In u ‚ Zum N Ze aM 


und bie vorhergehenden Gleichungen laſſen fich deßhalb auch unter dir 
Form bringen: 


d?x, 43% 
I = 2X— —— 


d?n, * 4 
I = zx2— Mo: — N(cosvtfcosn) . 
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Durch dirſelben Subſtitutionen wird dann die erfte ber Gleichungen 
(135), nachdem darin die Kräfte N und: EN eingeführt worden ſind, 
duerſt in folgende umgewanbelt: 


dꝰ x d? Y, " d?x, 
2. n(s,: 1 )+ (27% die 9) 
2 IE @y  dex 
+ ee) rl — 1,98) 


— I(gY— 9X) +x,IY—y IX— N (x, cosu— Y,cosi) 
tfN(x,coem—y,cosl) 


und nimmt mit Berüdfichtigung ber beiden erften ber Gleichungen (147), 
wenn fie mit y, und x, multiplictrt worden ſind, die einfache Form: 


eg der _ dey, „dx, 

=. nl a) za 9X) M(z dız -955) 
on, in welcher nun bie unbekannten Kräfte N und FN verſchwunden 
find. Aehnliche Ummwandlungen werben wir auch mit den beiden lebten 
ber Gleichungen (135) vornehmen und dadurch folgende drei Gleichun- 
gen für die drehende Bewegung bed Syſtems um ben augenbliclichen 
Berührungspuntt erhalten, worin die drehenden Kräfte: Se Y—9X), 
3(3X-—-r2) , Z(92—3Y) in Bezug auf die Achlen ber 3; 
% uns x durch M,, M, und M, erfebt find: 





d y, d?x, V. 
) M, — (2-9) 
dr d23 d’x, d2z, 
ler =) m nl — ) das 
dey „az _3#y 
2 (ne — 1) MM ( ie ie) 


Sn diefen ferhs Gleichungen (147) und (148), verbunden mit 
ben Gleichungen für die fefte Fläche und bie Begrenzungsfläche des auf 
ihr fih bewegenden Körpers, iſt min die Auflöfung unferer Aufgabe 
fr alle Fälle enthalten; ſie werdet zeigen, ob unter gegebenen, oder 
unter welchen Verhältuiffen die vehte Seite der Gleichungen (147) 
RUM wird oder die Glieber EN cosl, fNcosm, fNcosn ohne Rüd- 
ſicht anf: ihr : Zeichen größer werden, als bie brei andern derſelben 
Sleeichungsſeite, und unter welchen Verhaͤltniſſen jene Glieder keiner 
bleiben als dieſe: ‚Sn ben Fällen, wo das letztere ſtattfindet, ober fo 
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lange basfelbe ſtattſindet, wird die mittels unſerer Ichten Gleichungen 
ſich ergebende Bewegung des Mittelpunktes der Maſſe dieſelbe ſein, wie 
die aus den Gleichungen (143) und (144) folgende, wenn in dieſen 
noch die Reibung im entſprechenden Sinne genommen eingeführt wird; 
ſo lange aber in den Gleichungen (147) die Componenten 
ber Reibung bie überwiegenden Kräfte find, wird bie durch 
bie Gleichungen (143) und (144) fih ergebende Auflöfung fich we 
fentlich unterſcheiden von ber aus unfern Gleichungen (147) und 
(148) folgenden, und nur die letztere bie richtige fein, unb es 
muß dabet für ben anfänglichen Zuſtand bes Syſtems wohl unterfchie- 
ben und beftimmt feftgeftellt werben, ob der Berährungspuntt 
felbft eine anfängliche gleitende Geſchwindigkeit befist 
oder nicht. In bdiefer Beziehung wird fih denn auch für manche 
Falle die Frage zur Enticheidung aufdrängen, ob und unter welchen 
Derhältniffen eine augenblidliche ober fehr kurze Zeit wirkende Urfache 
für den anfänglichen Zuftand des Syſtems dem anfänglichen Berührungs- 
punkte eine fortichreitende, gleitende Geſchwindigkeit exrtheilen wird, 
ob 3. B. einer auf horizontaler Ebene rubenden Kugel durch einen 
Stoß gleichzeitig eine gleitende und eine wälzende Geſchwindigkeit 
ertheilt wird oder ob blos die letztere. Wir werben auf diefe Frage im 
folgenden Buche zurückkommen. 

Endlich tft noch zu bemerken, daß für ben Fall, mo ſich ber Kör- 
per mit einer Spite auf eine Fläche ftükt, wo alfo der Berührungs- 
punkt unveränderlich tft, flatt der Gleichungen (148) zur Beſtimmung 
der drehenden Bewegung wieder andere, den Gleichungen (145) ent⸗ 
fprechenbe angewendet werben Fünnen, indem man durch den Berührungs- 
punkt ein neued Coordinatenſyſtem, deſſen Achſen die Hauptachfen bes 
bewegten Körpers für diefen Punkt find, Iegt und bie Lage des Mittel- 
punktes der Maſſe in Bezug auf dieſe letztern Achien fucht, um auch 
die Momente: 


d?y, d?x, 
(24-97) 5) u, ſ. f. 


welche die Componenten der drehenden Wirkung einer Kraft F, vor⸗ 
ſtellen, die im Mittelpunkte der Maſſe angreift und deren fördernde 

d2x, d?y, d2z, 
Componenten nad) ben feften Achſen durch Mr ‚aM Frau Fr 
ausgedrückt find, welche alfo bie Bewegung eines materiellen Punktes 
von der Maſſe M in derſelben Welfe zu ändern vermag, wie es bel 
ber Bewegung bes Beriihrungspunttes der Fall tft, im andere au ver 
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wandeln, beren Achten mit den neuen Coordinatenachien zufammenfallen. 
Die Gleihbungen (146) werden dann wieder dazu dienen, um bie Lage 
bes neuen Coordinatenſyſtems in Bezug auf das parallel fortichreitende 
in Function der Zeit zu beſtimmen. 

Wenn fi der Bewegte mit einer Schneibe ober Kante auf eine 
fefte Ebene ftügt, fo kann man für den Fall, mo biefe Kante nur eine 
parallel fortfchreitende Bewegung erhält, wie in $. 214 deren Enb- 
punkte als eigentliche Berührungspuntte und denjenigen Punkt derfelben 
al8 gemeinfchaftlichen Anfangspunft für das parallel fortfchreitende und 
das fih drehende Boorbinateniyftem wählen, für welchen bie Achſen des 
febtern, die Hauptachfen des Körpers für bdiefen Punkt, bie einfachfte 
Lage erhalten. Muß dagegen auch eine drehende Bewegung ber Kante 
berüdfichtigt werden, fo tt e8 für die Momente der Reibung nicht 
mehr gleichgültig, wie fich der reſultirende Drud längs der Kante ver- 
theilt, und die Gleidungen (148) find nicht mehr frei von den Kräften 
fN; es würbe ung inbeflen hier zu weit führen, wenn wir auf biefen 
Zall näher eingehen wollten. 

Für die Anwendung ber vorhergehenden Grörterungen befchränfe 
ich mich deßhalb auch auf die Unterfuchung ber beiden in 8.215 bereits 
befprochenen einfachen Fälle, welche auch ſchon in den $$. 211 und 
214 ohne Rüdficht auf Reibung betrachtet worden find, 


g. 217. 


Nehmen wir zuerfi ben homogenen parallelepipebifchen Stab, wel⸗ 
cher ſich mit einer Kante auf eine horizontale Ebene ſtützt und durch 
fen Gewicht ohne anfängliche Geſchwindigkeit auf biefelbe niederfällt. 
Diefe fefte horizontale Ebene fet die der xy und ber 29, bie Kante, 
mit welcher fih der Stab auf fie ſtützt, die Achfe ber x und in ihrer 
anfänglichen Lage bie ber x, ihr Mittelpunkt der Anfangspunkt für 
die x, 9, 3, die Achfen ber pofliiven z und 3 feien im Sinne ber 
Schwere ober abwärts gerichtet. EB genügen dann bie beiden letzten 
ber Gleichungen (147) und die dritte ber Gleichungen (148) zur 
Auflöfung unferer Aufgabe; man hat für die erſtern die Werthe: 


ZY=0 ,„ !'23Z2=Mg, 


u=zn, „=0,ı,n =, ı=—n 


und findet bamit für die fortichreitende Bewegung bie Beziehungen: 


a 


day drg 
re 


dez, _ d23 
Da aber der Anfangspunkt der F, y, z, deſſen Coordinaten mit 
X, Y,, 2, bezeichnet wurden, immer auch der feſten Ebene angehören 
muß, deren Gleichung z = 0 iſt, fo hat man immer z, — 0 und 
2 
Ti — 0, und die lette ber vorſtehenden Gleichungen gibt fofort wie 
früher als refultirenden Druck auf die Ebene 


d?3 d?z 
N= Me—M-5- — Ne— MM: y 


ba offenbar immer aut 3 = Z fl. Wird diefer Werth dann in bie 
erfte jener Gleichungen eingeführt, fo ergibt fih für die fortfchreitende 
Bewegung ber Berührungsfante bie einzige Gleichung : 


day, __ 03 2 
.) tt) 


in melcher für f das obere Zeichen genommen werben muß, fo lange 
2 
— poſitiv iſt, das untere dagegen, wenn dieſes Aenberungsgeſetz 


negativ wird, und welche zeigt, daß y, conſtant, die Kante alſo 
unverrüct bleibt, fo lange unabhängig vom Zeichen von f 


re 


Um aber diefe Bedingung näher unterfuchen zu können, müſſen 
wir auch die Gleichung für. die drehenbe Bewegung des Syſtems auf 
ftellenz; dazu feien wieder k und l die Längen der zu der Ebene der 93 
parallelen Kanten des Stabes, alſo Wr +M(l?+k?) = 4MI} 
das Mafiemoment desjelben in Bezug auf die Berührungslinte oder bie 
Achfe dee 2, und 9 begeichne den Winkel, welchen bie, burch ben 
Schwerpuntt des Stabes und die Mitte ber untern Kante gezogene 
Gerade mit der Achſe ber negativen 3 machtz es iſt kann 


3=——1co} , Y—=—Lem$, 


2 
TB [: 00 1) +rin ns] * cus —— -) | 


M, = Mg9 — > Mgl, sin 9 ; 
und die hritte ber Gleichungen (148) wird damit 


1,49% 1 1 dy, 
PATE = 2 88ind — > m —10084 ; (c. 
fie kommt aber ‚ 10 lange die Bedingung (b) befteht, auf bie einfache: 
d?$ 3 
‚ae > 78 sind 


zurück, welche mit der in $ 179 für die Bewegung eines fchweren 
Körpers um eine feſte Achſe abgeleiteten übereinftimmt ‚ und deren erfted 
Integral wie dort ben Ausdruck gibt: 


, 
l, () —='3g(cosd,— cos). (d. 


Kür das Ende diefer um die untere Kante wie um eine fefte Achfe 
ſtattfindenden Bewegung hat man .vermöge ber Beringung (b) die 





Gleichung 
us 3 _EU _, 
Tee 
oder mit den’ obigen Werthen von 2 r und * 


2 
218—1,57 (fein 9 + 0089) — () Ccos —sin9)—0. 


Eliminirt man dann die dactoren ,—- 7 


Gleichungen, (c) und (d), fo folgt lie Bedingung: 
4f—3 sin Iffsin I+ cos) 6 (cos —J (feos ο, 6E 


mitiels welcher der Winkei 9 beſtinmt werden kann, für den die 
genannte Bewegung ihr Ende erreicht. Zumächft wird man fh aber 


und 1 6 mittels der 


I _ 


durch diefelbe davon überzeugen, ob im Anfange ber Bewegung die Ber- 
hältniffe von 9, und f der Art find, daß kein Ausgleiten ber Berük- 
rungsfante ftattfindet. Seht man nämlid 9 — 9,, fo wird bie 
Bedingung (e) einfach 


f(4—3sint9,) — 3 sin I, cos 4 
ober 


b) = Ten = Tr dee 


d. h. es muß f größer fein als biefer Werth, wenn für den Anfang 
ber Bewegung die Sleihung (d) Anwendung finden fol. Man ficht 
leicht daraus, daß f jehr Klein fein darf, wenn 9, nahe an Null ober 
nahe an 4a liegt, daß es alfo einen größten Werth für f gibt, wenn 
man 9, von O bi6 Ar wachfen läßt, und zwar findet man leicht als 
entfprechende Werthe von cos 90 und sin I, 


008 3, -yi N sin), -V, 


womit fih 9 = 63926’, und dann als größter Werth von f 
3 


f= — 


4 
berechnet. Für 9, —= 30° hat man nur f== 0,3997 ober nahe 0,4. 
Der größte Werth, welchen 9, und 9 erhalten Tann , tft 
arc * = arc tung —- ‚ alfo niemals In führen wir aber ein⸗ 
f$=4n, coI = o in bie —* (e) ein, ſo erhalten 
wir bie Bebingung: 


—f=6c08% ; 


welche durch das Zeichen von f anbeutet, daß wenn bie drehende Be 
wegung um die untere Kante bis zu einem von 4 A mehr fehr 


entfernten Werthe von I reicht, das Aenderungegefeh © 2 negativ wird, 


Indem nun ber durch die Bewegung um jene Achſe bermosgerufene dy⸗ 

namiſche Druck auf dieſelbe überwiegt. Führt man nämlich im den 
d2 2 

obigen Werth von —— 2 in Function von 9 bie Werthe für — 
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und (=) aus den Gleihungen (c) und (d) ein, fo findet man, 


daß man für das genannte Aenderungsgeſetz, alfo auch für den hori- 
zontalen Drud auf die Kante den Werth Null erhält, wenn 


c0sI = 2 cos 99 


3 


geworben tft, daß demnach dieſer Drud für ein noch größeres 9 das 
Zeichen ändert und poſitiv wird und baher der untern Kante noch 
zuletzt eine im Sinne ber pofltiven y gerichtete Bewegung ertheilt, wo⸗ 
bei die Reibung natürlich im Sinne der negativen y genommen wer- 
den muß. 


Die Bedingungsgleichung (e) tt in Bezug auf cos I vom vierten 
Grade und läßt deßhalb Feine einfache allgemeine Auflöfung zu; löſt 
man fie baher in Bezug auf f auf, wodurch man 


3 cos 3— Loch 


to — 9 150,3 (3009 — 2006 3) 


erhält, fo überzeugt man fich leicht, daß es für £ wieder einen größten 
Werth gibt, daß alſo für den Fall, wo f größer ift als biefer grobe 


Werth, die vorherbeiprochene drehende Bewegung fortdauert, bis 7 es 


Null geworden ift und mit f das Zeichen werhfelt, und bie E, ‚mem 
Werthe von I, durch welchen bie Gleichung: 


(1 + 9008°9— 6.008 3 cos )le= 3 sin d(2c08I, — -3 cos 9) 


befriedigt wird. Dieſe Verhältniffe überſieht man am beſten und be⸗ 
ſtimmt auch In jedem einzelnen Falle den Grenzwerth von 9 für Die 
erfte Annäherung am leichteften, wenn man die Werthe von f für ver- 
ſchiedene Werthe von 9 berechnet und biefelben auch conſtructiv als 
Ordinaten einer Curve barftellt, deren Abſciſſen die entiprechenden 
MWerthe von I find. In Fig. 111 if eine folche Curve für den Fall, 
wo 90 == 30° tft, für bie Werthe wn 9 zwiſchen 300 und 60% ge⸗ 
zeichnet; ; bie Einheit für bie 3, in Deragefimal = Graben ausgebrüdt, 


iſt 1 "5, für die fbagegen 5. Ihn hat für dieſen Fall folgende 
Tabelle entiprechender Werthe von Fund £: 
Oe ch er, Haubbuch ver Mechanik IL. 37 


Für + = 30° vr  f=+ 0,40 
— = 0,449 
== == 0,474 
— 45 = 0,452 
— — 0,37 
— 540 44 = 0,000 
— 60 — —,0,95 
=6 = 3,067 
= 7% = 10,82 
— — 5,1%. 


Man fieht aus diefer Tabelle und der Figur 111, daß wenn ber Rei⸗ 
bungßcoeffizient f zwiſchen 0,4 und dem Maximum 0,475 liegt, die 
einfache drehende Bewegung um bie untere Kante zwiſchen I — 30° 
und + — 41° endigtz tft Dagegen f größer ald 0,475, fo endigt Diele 
Bewegung ext ziifchen etwa 9 — 5802 und 9 = 76°, wo bie 
negativen f einen größten Werth erhalten, und man muß daher in 
diefem Falle f negativ nehmen, um ben entiprechenden Grenzwerth von 
3 zu erhalten. Im erften Falle, fo lange f < 0,475, folgt auf jene 
einfache drehende Bewegung ein Rüdwärtsausgleiten der untern Kante, 
tm zweiten Balle dagegen, wo f > 0,415, folgt jener erſten Bewe⸗ 
gung eine vorwärts eilende von fehr kurzer Dauer, und nur wenn f 
größer wäre als das negative Marimum 10,862, Tönnte der Mittel- 
punkt des Stabes fich bis zu Ende in einem Kreisbogen bewegen, ober 
es müßte der Werth von 9, wenn der Stab auf ber horizontalen 
Ebene aufftegt, viel Heiner als 76%, und dann k wenigftend ber biejem 
3 in der Zigur entfprechenden Ordinate gleich fein, 


§ 218. 


Nach den vorhergehenden Erörterungen Fünnen wir num Die Unter: 
fuchung der Bewegung unferes Stabes weiter verfolgen. 

Wenn f größer ift als ber ins ber Bebingungsgleihung (Ch) fd 
ergebende Werth, tn welchem Felle die untere Kante im Anfang. ber 
Bewegung unverrückt bleibt und der Schwerpunft ſich in einem Kreis 
bogen bewegt, und wenn der Windel 9, beſtimmt worden, mit, welchem 
diefe Bewegung aufhört, fo erhilt man die Winkelgefhwindigkeit 9, 


r 
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für das Ende diefer Bewegung durch die Gleichung (d) unter ber 
Form: 
P, VE 90 —c083,) , 


leitet daraus die Componenten v ‚und v, der fürdernden Geſchwindigkeit 
des Schwerpunfted ab und berechnet bie Dauer t, biefer Bewegung 
durch die Auflöfung des aus derfelben Gleichung folgenden Integrals: 


= p9 
l » 1 
„= V: dY.. — — 
3g rw V os 9, — c08 3 ' 
welches bis auf das Zeichen mit dem in $. 179 abgeleiteten uͤberein⸗ 


ftimmt. Enblih bat man für bie e Bage bed Schwerpunktes am Ende 
biefer Bewegung Br 





x, v 2, —=8, nous, 


Für den zweiten Theil der Bewegung und in den Fällen, wo £ 
kleiner ift als der obengenannte Werth, müſſen für die ganze Bewegung 
die Gleichungen (a) und (c) angewendet werben, Dazu drüdt mon 


Den Factor ww“ in ber letztern mittels ber erſtern und den Werthen 


von u und —— nn in dunction von 9 aus und sit jener babur 
die Form: 


(4— 3003 — Zfsindco 3) Tr 


Hackom-terafe, )'- 68 (sind —fe0s9) , 


ober indem man Rat, — I pie —2* ? einführt und 
124 5 - bir 8 bezeichnet, | 

A— 3008? $— 3fein 3.0089) 19.’ . J 
(4— 3 cor? 3 — 3f sin 3 cos i9 R (k. 


+6 (sin 3 c0s3 — fcos?3)p!=P (ein — fcos}) 
37* 
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Diefe wenig einfache Gleichung kann dadurch für bie Integration vor- 
bereitet werben, daß man tn ähnlicher Weiſe wie in $. 156 für p! 
zwei willkürliche Functionen u und w einführt umb über biefe fo ver- 
fügt, daß die Gleichung auf eine mit zwei Gliedern zurückkommt. @ibt 
man nämlich unferer Gleichung bie allgemeine Form: 


4. ꝙꝛ 
Au +Bgt = 6 


und feht nun 
nd ſetz A ꝓꝛ =uw, 
wodurch man ale ee tn on auf I 
A d.p® == „Ian 29 A 


d9 15 + * 13975 
erhält, fo wird damit unjere Gleichung zuerft 


dw, _du dA 
at wis+(B— 5) 5° 


und Fommt dann, wenn man 


dw dA\ w 

feßt, auf bie beiden Glieder: 
du _ 
m.) w Fr Ya C 
zurück. Für unfern Fall, wo man hat 
= Bein d cos 9 + 3fein! 9 — Ifcost}, 

wied he Bebingungsgleihung (i) 
dw —X 3f(1-+iang?$) 


NAT Io Mein Inosd EPRTen 


oder wenn man dangd — t, 1-+tang?3 = 2 ſetzt, 


dw 3f 


de c 


mn T on 


\ 


_ 


Daraus zieht man leicht den Werth von w in Function von t und 95 
biefer allgemeine Werth iſt indeſſen nicht einfach genug, um mittels 
dreſeien ben Werth von u aus der Gleichung (m) in Function von 

3 zu beſtimmen; die Auflöfung unferer Aufgabe läßt fich deßhalb nur 
für befondere Fälle auf dem Wege der Annäherung weiter führen, 
wobei zu bemerken tft, daß in dem Falle, wo die Bewegung mit einer 
einfachen Drehung des Stabes um bie untere Kante angefangen hat, 
die vorher beſtimmten Werthe von 9, und p, als anfängliche zu nehmen 
find. In dem befondern Falle, wo 3f—=4, alfo f=+ und 9, = 309 
iſt, fo daß 8, zwiſchen 619 und 629 liegt, und daher der kleinſte Werth 
von fang y oder t nahe = 2 iſt, hat man 


1—3ft+4 = (2t—1)%, 
2 


2 #1 
4-7’? "me 


indem man beide Seiten des unbeftimmten Integrals mit einander Null 
werben läßt, alſo w = 1 nimmt, wenn t — @, $= 4n wid 
Man wird dann Feinen fehr großen Fehler begehen, wenn man für bie 
erfte Annäherung in der Reihe: 


2 1 
— tr — —* 


4. loon w 4. — 


= cot9 (144 + 7 co3 + ons 4 ee.) | 


für cor # außerhalb der Klammer $r— 8 feht und dann innerhalb 
ber Klammer ben größten Werth 4 nimmt, wodurch fich der Exponent 


2. 4 /1 2 
Hi 3(27-°) =3(#729) 
ergibt. Damit Hat man dann weiter 


du _ p(eins — o⸗- 


und zieht daraus durch Integration hen einfachen Ausdruck: 


(7-29) 
du=P4. —R 3 


9) 42-29) | 


nz 


ober werm man ben Werth von u, welcher dem anfänglichen Werthe 
3, von 9 entſpricht, mit u, bezeichnet, 


23 29, 
u — + pls” RR 2; ) 


Damit findet man ſodann 


\ 1(29—n) 3 (9-9,) 
— * = +], + P\cos 9 — cos Je ). 


alfo auch zur Beftimmung von u, die Gleichung: 


(29,— 
pi = Iue' “ 


4 


worin zur Abkürzung A, den Werth von A für 3 — 9, vorſtellt und 
woran 
‚ 4(r —23) 


u, — A, ꝙ,ꝰ e 


fest, fo daß man nun für ꝙ2 ben Werth erhält: 

d$ 1 39-9) 
9 = =) = 1 laoı=a cos },) € + ß cos ] 
Die endliche Löfung der Aufgabe hängt demnach noch von ber ange- 


näherten Beitimmung des Werthes ‚von t in biefem zweiten Theile ber 
Beweguug ab oder von der Berechnung bes Integrales: 


= 19. — —— 1 
(AM p —- Bcay)e +Pcos$% 


Wenn dieſeg gefunden ift, fo zieht man aus der Gleichung (a), indem 

man darin y,-+ 9% wieber durch W erfeht, fo daß fie der mittleren ber 

Gleichungen (143) entipricht, ımd beachtet, daß in unſerm jetzigen 

Falle f negativ zu nehmen tft, zuerſt 
V=-VHrW-V)—te, 

und durch eine. zweite Integration falgt 


SRH) N) I ten, 
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wobei noch zu beachten tft, daß man immer hat 


[3 


1 
z—= — 71,cos 3 . 


Durch diefe Gleichungen iſt bie Sage des Schwerpunktes für ein gege- 
benes 9 beftimmt, wenn man zuvor für dasfelbe I den Werth von t 
berechnet Bat. 


Wenn f ziemlich klein tft und die Bewegung des Stabes fogleich 
mit einem Ausgleiten ber Berührungsfante beginnt, fo kaun man für 
eine angenäherte Loͤſung der Aufgabe in den mit A und B bezeichneten 
Factoren in der Gleichung (k) die Glieder Ifsin Fcos I und fcos29 
sernachläffigen, wodurch man aus der Gleichung (1) 


B--0, lognw=0(0 , w=1 


‘ findet, und bie Gleichung (m) gibt dann einfach 
u=Pß(coe$—coe%-+fsnI3—fsin9,) , 


da tm jegigen Falle go? und demnach auch u Null if. Man zieht 
Daraus 
2 d$\ u „c3—cosd;+f(lsin$—sind,) 
P - (7) —T— 4—3cos? } 


und erhält fo für die Zeit t das Integral: 


4 19 A—3 cos? } | , 
= VF 3 V c03- co, f(sin 9 — ain 90) 
welches mit dem am Ende bes $. 214 dargefteuten übereinſtimmt, wenn 
man ——— O ſetzt und für 4 feinen Werth 127 einführt. 


Wenn man dann dadurch t in’ Function vor 3 berechnet hat, fo 


gibt nun, da f pofitio, 7 und v. Null iſt, die Gleichung (a) den 
Ausdrud: 


Y=Ytz it — 2) ; 


durch melchen für ein gegebenes I ober F wieder bie Lage der Hori- 
zontal= Projection des Schwerpuntte beftimmt wird. 
| 
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Einfachere und vollftänbigere Ergebnifle bietet Die Unterfuchung ber 
Bewegung einer Kugel oder eines Eylinderd auf einer 
geneigten Ebene. *) 

Diefe Ebene nehme ich als Ebene ber xy und lege bie ber xı 
durch den anfänglichen Ort bes Schwerpunttes, welcher zugleich in ber 
Achfe der z liegen fol, und durch Die Richtung ber Schwere, fo daß bie 
Achſe der x zu der von dem Schwerpuntte befchricbenen Bahn parallel iſt, 
wenn biefem, wie ich vorausfehe, Beine oder nur eine zu berfelben Achke 
parallele anfängliche Geſchwindigkeit extheilt wird. Die Achſe der 
poſitiven z ſei aufwärts gerichtet und « ber kleinſte Winkel, den dieſe 
Ace, die Normale zur Ebene, mit der Richtung der Schwere bildet; 
man bat dann für die erfte und dritte der Gleichungen (147), welche 
bei den gemachten Vorausſetzungen für unfere Aufgabe hinreichen, bie 


Werthe: 
ZX=Mgsina ,„ ZZ = — Ugcoa, 
csa—=0 , cal=1, ov=—1 , csnı=(0, 
und die genannten Gleichungen nehmen bamit die Form an: 
ddx d? X 
Ma — Mgena NM; EIN, 
‚P 


ddz, _ d23 
Ms = N—Mgcosa— MM; . 
Man Hat ferner, mie leicht zu jehen iſt, am Ende ber Zeit t immer 
2—=0, 3=r, menn r ber Halbmeſſer des bie fefte Ebene be 
rührenden verticalen Kreisichnittes tft; man darf aber daraus noch nicht 
d? 2 
fchließen, daß man deßwegen auch Ir = 0 und 3 _ 0 ſetzen 
koͤnne; denn in dem fehigen Falle tft der Berührungspuntt veränderlic, 


x 23 .. 
und bie Aenderungsgeſetze FE und Freu drücken die Aenderung der 


Geſchwindigkeiten = und “3 dis Schwerpunktes in Bezug auf ben 


*) Statt einer Kugel oder eines Cylnders kann auch jeder- andere Umbrehungss 
förper genommen werben, welcher fo befichaffen if, daß feine Achfe eine 
Herizontale Lage behält, wenn er auf eine horizontale Ebene frei aufgelegt 
wird, und unter ber Boransfegung, dag auch anf der genrigten Ebene ver 
Achſe am Anfange der Bewegung eine horizontale Lage gegeben wird. 


ML... EEE 


beftiimmten Punkt des Körpers aus, befien Goorbinaten am Ende der 
get x,, Y, 3, find, und welcher im folgenden Augenblide nicht 
mehr Berührungspunft tft. Um demnach zu finden, was jene Aendes 
rungsgeſetze in unſerm Falle werden, denken wir uns ben Berührungs- 
punkt einen Augenblid als einen feften Punkt und den Körper um bielen 
in Bewegung begriffen; fel dann I wieder der Winkel, welchen ber 
durch Diefen Punkt gezogene Durchmeſſer am Ende ber Zeit t mit ber 
Achje der 3 bildet, fo Daß man allgemein hat 


8 = rein) , 3=trca}, 


* 49 d3 49 
I ren 87 F— reain og̃ 
Am Ende der Zeitet iſt aber 9 jedesmal Null; man hat daher immer 
| dt _ ds dB _ 
a "a 9» vr 
und findet demnach in unferm Falle die Werthe: 
dz _ d24 _ dp 23 _5 
em "mat! mr. 


worin p nun Die Winkelgeſchwindigkeit des Syſtems um eine durch 
ben augenblicklichen Berũhrungspunkt gelegte horizontale Achſe bedeutet. 
Endlich gehört dieſer Berührungspunkt immer der feſten Ebene der xy 
an; man hat daher auch immer 
J d2z, 

di? - 

und die wwene der Gleichungen (p) wird einfach 

N = Mgos«. 


—_(, 





Damtt und mit dem obigen Werthe vo = nimmt bie erfle bie 
Form an: 1x ip 

FT = — (ena—teoeo)—r4? Fr (q. 
und gibt bu bie erfte Integration, wenn man bie fördernde Ge⸗ 
f chwindigkeit — * des Berührungspunkes in Bezug auf bie feſten Coor⸗ 
Dinatenachfen ober bie gleitende Geſchwindigleit des Mittelpunktes 


d 
mit u und bie fördernde selatise Geſchoindigkeit SE — rg bes Ichtern 


— 


in Bezug auf den Berũuhrungspunkt ober feine wal zen de Geſchwindig⸗ 
keit mit w, bie anfänglichen Werthe dieſer Veraͤnderlichen mit u, und w, 
bezeichnet, 
r.) u=w+gtilina—lcaa)—(w—w) . 

Die zweite ber Gleichungen (148) drückt bie drehende 
um die durch ben augenblidlichen Berührungopunkt gelegte Horizontale 
Achfe der 9 aus; für unfern Fall wird dieſelbe 


we - Mrg sin — Mr T% ; 


oder wenn man bad Maflemoment MB tn Bezug auf jene Achſe durch 
M(k3-14r2) bezeichnet, fo daß ME! das Maffemoment in Bezug auf 
die parallele geometrifche Achſe des Körpers vorftellt, und beachtet, daß 
in unferm Falle q = 9 if, einfacher 

8.) +) = 1geina—r Zn . 
Man zieht daraus durch einmalige Integration die Gleichung: 


2 
t.) w—w = galten —ı) ; 


man muß ſich aber wohl hüten, hier die Differenz u— u, mittels ber 
Gleichung (r) eliminiven zu wollen; man muß vielmehr wieder zuvor 
die Fälle unterfchetden, für welche in der Gleichung (q) die fördernde 
Wirkung ber Reibung Feiner oder größer iſt als die ber andern Kräfte. 
Die Grenze biefer Fälle wird durch die Bedingungsgleichung : 

S . d 9 


gsina—r je fg eos a =0, 


oder wenn man durch Glimination von - aus ben Gleichungen (q) 


und (8) den Werth von r IF 3 = nn cos a beftimmt und einführt, 


= 5 


| | — fcos a — 0. 

Für die homogene Kugel 3. B. iſt k® — }r?, für den homogenen 
Gylinder k® = 4r2; für die erftere hat man aljo, um bie betref— 
fenden Fälle zu unterfcheiden, db Bebimgung: 


sin cos —= 0 


u.) Bun“ 





" a 


Für den zweiten Körper Dagegen wird fie 
sina—3fcoeea—=h). 
Sobald man nämlich weiß, daß 
2 
sina > k = ! 
fo Tann man unbedenklich in den Gleichungen (q) und (s) oder Cr) 
und (t) die Eliminationen vornehmen und fie dadurch auf Die den 
Gleichungen (143) und (144) entfprechende Form bringen; man findet 
fo aus ‚(© und (r) 


er 22 EX IL 
= +77 je” m” g(sina—fcose) 


k® v4, 





2 
fcosa oder kanga > 


I 


u + w — v — v Cein æ — fcose) 


und ſchließt daraus, daß in dieſem Falle die Geſchwindigkeit des Mit- 
telpunktes der Maſſe dieſelbe iſt, wie bei einem gleitenden Körper unter 
ſonſt gleichen Umſtänden; man findet aber ferner aus (s) und (t) 
wie oben 


w= wot fgtcos a 


{ 
und damit aud (q) und (r) wieder 
tr 
"= w+sgt(ine-: * fcore) , (v. 
und dieſe Ausbrüdg lehren den Antheil Tennen, welchen Die gleitende 
Geſchwindigkeit, und den, welchen bie wälzende Bewegung an ber 


ganzen Geſchwindigkeit vd Mittelpunktes hat; es iſt dann auch nicht 
ſchwer, daraus abzuleiten, welcher Seil des beſchriebenen Weges von 
dem Körper mit gleitender, und welher mit wälzender Bewegung zu- 
rüdgelegt wid. .. 

Sn denjenigen Fällen dagegen, Ih welchen 


A 3 f u 2 
— ung a tr, 





müſſen bie Gleichungen (r) und (t] angewenbet werben, und eb iſt 
dann wieder in Beireff der anfünglichn Geſchwindigkeit wohl zu unters 


BEE... 


fcheiben, wie groß bie anfängliche gleitenbe Geſchwindigkeit des Be- 
rührungspunftes und wie groß bie anfängliche Geſchwindigkeit ber 
wälzenden Bewegung ift. 


Wenn ber Körper feine Bewegung ofme anfängliche gleitende Ge 
ſchwindigkeit beginnt, fo hat man immer 
u = 0 N ; =Ww, 


und die Gleichung (t) gibt einfach 
x + r? - 
vV=zw=w Lnötene. 


So hat man für eine Kugel, welche ohne alle anfängliche Geſchwin⸗ 
digkeit auf einer fo geneigten Ebene herabrollt, daß Zange 4 if, 
für die Geſchwindigkeit bed Mittelpunktes die Gleichung: 


v = I gtsina j 


7 
für die eines Cylinders dagegen, fo lange kung < If if, 


x = 2 gteina . 


3 


Beſitzt ber Körper dagegen eine anfängliche gleitenbe Geſchwindigkeit «,, 
fo wird diefe nach ber Gleichung: 


k? 
= u-st( —* too a — sin a) 


fortwährend abnehmen, nach ber Zeit 
t ‚= — — — 
4 ( * fcosa— sin e) 


Null geworden fein und von da an Null bleiben Ss begin 


alfo mit dieſem Zeitpuntte bie einfache waͤlzende Denngung ‚, für welche 
man nun bie Gleichung: 


vewtgEr 








FB (t—t)eine 
erhält, worin w, bie waͤlzende Gefchwindigfeit bedeutet, bie fich be 
Körper in der Zeit t, erworben hat, unb für welche man 


rꝰ f cos 


— —kee 
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ſindet, wenn man in bie Sing: : 
v=enm+5 fgtcore , | 


welche bis zur get t, gültig bleibt, den obigen Wenh von t, für ı 
einführt. 


6. 220. 
Zu den Fällen, in welchen 
‚lang u << r 





f, 


gehört offenbar und namentlich derjenige, wo der Umdrehungstörper fich 
auf einer horizontalen Ebene bewegt, wo alſo « = O iſt. In diefem 
Halle werden unfere Gleichungen (r) und (t) 


u — u —fgt— (v — wo0) 


72 W. 
„=n-grmlı-u) ( 
und bie erſte nimmt für ben anfänglichen Theil ber Bewegung, fo 
lange noch eine gleitende Geſchwindigkeit vorhanden iſt, auch durch 
Elimination von w— wo die der Öleihung (v) entiprechende Form an; 





ı = nt rr fgt; 
ſie zeigt 0, ‚, daß u nach einer Zeit t,.:für welche man hat 
k® 
—— 


Aal wi nd Ru Det, Wahund De geit hat man dann 
wie oben 


„n4, gt; 
e8 wird baher am Ende derſelben 
.„.'n 
w=WHt; rn 


und mit biefer conftanten Geſchwindigkeit rollt der Körper von da an 
zufolge ber zweiten der Gleichungen (v), in welcher: nun das Glied mit 
u—u, wegfaͤllt, gleichförmig fort. 


’ 390: 


Wird dem Körper dagegen eine im Sinne ber negativen x ge 
richtete anfängliche gleitende Geſchwindigkeit u, ertheilt, während 
die wälgende im pofitinen Sinne gerichtet ift, fo daß aber jme 
größer iſt als biefe und daher auch die reſultirende Geſchwindigkeit 
— (0 —.) — V, negativ wird, fo hat man au f mit entgegen⸗ 
geſetztem Zeichen zu nehmen und findet damit für ben Anfang ber 
Bewegung ir 

u=m— + * fgt, 





x.) 


r? 
v= Wis; 


die gleitende Geſchwindigkeit wird alfo wieber Null nach ber Zeit: 
__R % " 

-TRrrtg’ 

"und am Ende berfelben. hat man 


t 


r2 
w= Won" . 


Diefer Werth wird negativ, wenn up, das wir größer ald w, voraus⸗ 
2 2 

geſetzt haben, auch größer tt als - * wo, und in dieſem Falle 

rollt ber Körper mit dieſer Geſchwindigkeit w, im Sinne der anfäng- 

lichen Geſchwindigkeit weiter. Iſt Dagegen 


Kr 
U > UM <a ” 1 


fo bleibt w, poſitiv, und ber Körper muß vom der Zeit t, an ſich mit 
der Geſchwindigkeit w, im Sinse ber poſitiven x gleihfürmig fort 
bewegenz es muß alſo auch. vorher einen Zeitpunkt. gegeben haben, ‚me 
die vefultivende Geſchwindigkeit U, die anfangs negativ war, Null 
wurde und das Zeichen wechſelte; dieſe Zeit t, folgt aus ber Bedingung: 


v=eurr=- uw)timls. 
 — I 


“ ig ? ’ 


und da biefe Zeit kleiner fein vuß, als 1,,. weil bigfe, Bedingung war 
während dieſer Zeit gültig iſt, fg hat man für das Cintreten dieſes 
Falles die Bedingung“ ee ‚ 





\ 


oder wie vorher 


Wir Haben demnach tn biefem Falle drei Bewegungen; zuerft eine gleich- 
förmig verzögerte im Sinne ber negativen x ober der anfänglichen 
gleitenden und refultirenden Geſchwindigkeit, welche bis zum Ende ber 
Zeit 5, dauert und für welche die Gleichungen (x) gelten oder bie 
daraus folgende: 

V— (v-—fgt). (Y- 


Am Ende diefer Zeit t, bat man zufolge der Oleichungen (x) 


k? +-r2 k? 520 ' 
— u.„= I (u — w=al > Wo — 2) 


r2 —— 
nn) al w )) 





r2 
vu + w„=0. 
Daun. folgt eine gleichfürmig bejchleunigte Beivegung im Sinne ber 


poßitiven x vom Gabe ber Zeit t, bis zum Ende ber Seit I für 
welche ſich die Gleichungen ergeben: ’ 


N ' 





=, ) 
6 I, 


und woraus nun, da due == Q "u 1— 
Vfg(- 1i) 


als reſultirende Geſchwindigkeit hervirgeht. *) Führt man dann in 
dieſe Gleichungen die Werthe von t, and t, ein, mit welchen man 


*) Man darf aber nicht geradezu auq der Gleichung: 
V -.(V-fsci)y 
ſchließen, daß wenn W. —0 geworben f, V=fg(t—t,) fein muß, da bie 
Reibung wie Bewegung erzeugen fahr, wenn bie Geſchwindigkeit Rull ift 
oder geworden iſt, und dieſe Gleichung iſt | Sobald man 1 > t, nimmt, 


oder überhaupt, wenn Wo = ober < Gr 1 SEE 








—62 
1 r? 
1 = (me) 
findet, fo erhält man für dad Ende ber Zeit t, bie Werthe: 


ee Fe) -5un) =, 


r? /k?-4-r? r? rt 


p? 
zur 


wie oben. Bon ba an beginnt endlich bie im pofitiven Sinne fort- 
gehende gleichförmige Bewegung mit ber conflanten Geſchwinbigkeit 
v=Ww. 

In biefer letzten Betrachtung iſt bie vollſtaͤndige und ungezwungene 
Erklaͤrung des bekannten Verfuches mit einer Billarb- Kugel enthalten, 
welche burch einen nahe vertical geführten, ſtark tangtrenden Schlag mit 
ber Hand fortgetrieben wird umb gleichzeitig eine entgegengefeßt wir⸗ 
kende drehende Bewegung erhält und deßhalb nach Kurzer Zeit mit 
einer meiftens kleineren Geſchwindigkeit zurückrollt. Wenn dieſer Verſuch 
gelingen ſoll, fo muß nach dem Obigen, ba für die Kugel K?—= }r? iſt, 


v‚= w= wo 


5 
wo zwiſchen Uo und 7 


liegen. Nehmen wir bad Mittel Hu, , fo werben die beiden entgegen⸗ 
geſetzten Geſchwindigkeiten am. Ende ber Seit ı, 


-1=-w-= 7% 
und die Kugel rollt vom Ende ter Zeit t, an mit ber conftanten Ge 
ſchwindigkeit | ; 

V, — w, — 7% = VW 
fort, ober vielmehr fie würde forkoflen, wenn. feine andern Widerſtaͤnde 
vorhanden waͤren, als die einfache gleitende Reibung. 


Nimmt man z. du — , wo — 46, V,. — 48, 4, 
jo findet man für bie Dauer ber gleichförmig verzögerten Bewegung 


— — — 


t. = # Secunde, und der Weg, welcher im Sinne dieſer Bewegung 
zurückgelegt wird, und fir welchen man bie Bram: " 

1 
erhält, beträgt Zug = 0",30; für die Zeit i, hat man ferner ben 
Merth $ Secunden = 2; es dauert alfo auch bie rücwärts gehenbe 
gleichförmig befchlennigte Bewegung $ Secunde; ber entfprechende Weg 


iſt ebenfalls gleich 0” ‚30, und da auch W, — V, iſt, fo kommt bie 
Kugel an dem Orte, von bem fie nad der Rechten bin fortgetrieben 
wurde, nach $ Secunde mit ber anfänglichen Geſchwindigkeit wieder an 
und rollt mit dieſer Geſchwindigkeit nach der Linken hin gleichfürmig 
weiter. 


Wenn endlich ws gerade gleich a" © und wie bisher Der u, 


dem Sinne nach entgegengefegt ift, fo wird w gleichzeitig mit u und 
V Null; der Bewegte Tommt daher in diefem alle nach ber Zelt 
t, = t, zur Ruhe, wie ein Körper, welcher nur gleiten Tann. 

Alle diefe Ergebniſſe Rechen in beſter Uebereinſtimmung mit ber Er⸗ 
fahrung und folgen, wie man ſieht, ungezwungen aus unfern 
Gleichungen (q) und (3), ober allgemeiner betrachtet, aus den Gleichun⸗ 

gen (147) und (148), während die Anwendung der Gleichungen (143) 


un (1A) für De Bäle, m ung HR MR, mr wittels 


unrichtiger oder ungerechtfertigter Annahmen oder Fünftlicher Wendungen 
zu den oben erhaltenen Ergebnifien führt, wie es in Betreff ber von 
Poiſſon, Hrn. Profeffor Burg und Hrn. Dr. Broch gegebenen Auf- 

Jöfungen unſcrer legten Aufgabe der Fall iſt.*) 


 Bolffon hat in feiner Trailo de —— il, $. 464 insbeſondere bie 
Bewegung einer Kugel auf einer horizontalen Cbene unterfudgt oder viel: 
mein befprodgen, ba vie von ihm angegebenen Geſetze vieler Bewegung 
aus den von ihm zu Grunde gelegten Gleichnugen (b) pag. 251, weldse 
fd übrigens fperiell nur auf. ven «bigen Fall mit der Billard⸗Kugel be: 
ziehen, nicht ſtreng hervorgehen. Dan während zuerſt diefe Gleichungen (b) 
ala die urfpränglidgen erfgeina, und der: Werth von v (muferm u 
entſprecheabd) als eine Folge derſeben, fo werben nachher umgeldgrt bie 


Werthe von = und wo nach dem yon v befiimmt. Wenn aber, wie es 


ber Augenfchein lehrt, die Werthe ion = und © nicht für alle Werthe 
Deer, Handbuch der Mechanit . 38 











KT 


1 ⸗ 


HEIL. Nelative Bewegung eines feften Spies. 


$. 221. 


Werfen wir endlich noch einen Blick auf die relative Bewegung 
eines feften Syſtems oder auf diejenige Bewegung, welche ein feftes 
Spftem für einen Beobachter zu haben fcheint, ber felbft in Bewegung 
begriffen tft. — Wir werden dazu wieder wie im lebten Kapitel des 
erften Buches ein Coordinatenſyſtem ber &, 7, & annehmen, gegen 
welches ber Beobachter eine unveränderliche Rage behält, und bie Be— 
wegung des feften Syftems auf biefeß neue in Bewegung begriffene 
Coordinatenſyſtem beziehen. Es wird dann fogleich einleuchten, daß bie 
Gleichungen (136) für die fortichreitende Bewegung bes feften Syſtems 
ober bes Mittelpunttes feiner Maſſe durch eine Reihe äͤhnlicher Umwand⸗ 
(ungen, wie fie in den genannten Kapitel bes erften Buches vorgenommen 


von t ridgtig find, wie darf man annehmen, daß ber barans abgeleitete 
Ausodruck für v richtig fei, und wein, wie Poiſſon Seite 262 fagt, vie 
in den Shwerpuntt verſetzte Reibung eo if, welde die Billard⸗ 

Augel gegen den Ort, von dem fie ausgegangen, zurädführt, fo iſt darnach 
nicht einzufehen, warum biefe Kraft nicht auch ferner wirkt und bie Be 
wegung in diefer Richtung fort und fort beſchleunigt. Cudlich folgt 
aus der Bebingung v — 0 wohl 


aber es if nirgends ein analytifcher Etund zu entdeiken, warum biefe 
Geſchwindigkeiten conflant werben; jene Bedingung beſtimmt vielmehr mit 
„den Gleichnugen (b) verbunden amr einen einzigen Werth für t oder. einen 
gZeupunkt, wo fie. erfälit iſt, aber tarüber hinaus gar. nike. — Hr. Profeſſor 
Burgund Hr. Dr. Bro haber, ber exflere in dem „Supplement zum 
Compendium ber popnlärın Mechanik,“ Aufgabe 51, ber legtere 
in feinem Lehrbuch ber Mech anik,“ I. Abtheilung, 6. 128, die Be 
wegung einer Kugel ober eines ylinders auf der geneighen Ebene ‚behandelt 
ums ſich zu der Annahme genäthigt geſehen, ver erfiere, daß in allen Fällen, 
wo tang a =: overi= If iR, Fcosa = }sina gekommen werden Fönne, 
ber Iehtere, daß die Reibung F= oe < fN fei, wenn N den NRormals 
druck bedeute, alfo der erſtere zi einer Annahme, welche nur daburch ges 
rechtfertigt wird, daß fie bie Unerſuchung mit ber Srfahrung is Ueberein: 

fimmung bringt, der letztere zu duer gänzlich unrichtigen. 
Ri ' “i .. 


2 


wurden, für. die relative Bewegung dieſes Punktes drei ben Gleichungen 
(112) & 119 Boah) eutſprechende: 





— = 5 Fco-— 


Pa . . d? N, — , j ( 
. J ie > H-+Fcosm (129, 
ur: = Z+Fesn 


geben werden, worin nun &,, n,, E, bie Goorbinnten bed Mittelpunktes 
ber Maſſe in Bezug auf die Coordinatenachſen ber 5, 7, C bedeuten, 
&, H, Z bie entſprechenden Eomponenten einer fördernden Refultirenden 
R, vorfiellen, welche aus der fordernden Refultirenden R aller an dem 
Syftem thätigen Kräfte und, den in entgegengefegtem Sinne genommenen 
Kräften R, und Ra entfteht, durch die dev Mittelpunkt der Maffe die- 
felbe Bewegung erhalten Tann wie ein Punkt von gleicher Maſſe, der 
mit dem beweglichen Coordinatenſyſtem feſt verbunden iſt, und. worin 
F eine Kraft ausdrückt, welche in jedem Augenblicke die Bewegungs- 
größe 2MgpV; sin I In. der Einheit der Zeit zu erzeugen vermag 
(1. Buch, $. 119). Es gelten demnach wieder alle Geſetze für die 
relative Bewegung eines materiellen Punktes auch für die relative 
fortf&preitende Bewegung eines feften Syſtems oder des Mit- 
telpunftes feiner Maſſe. 

Was endlich noch die relative drehende Bewegung eines 
feften Syftems betrifft, fo wird man aus ber Form der Gleichungen 
(137) und aus ben Ummanblungen, durch welche diefelben in $. 204 
abgeleitet wurden, fogleich ſchließen, daß diefe Gleichungen in Bezug 
auf ein mit dem Beobachter parallel zu feften Achien fortſchreitendes 
Coordinatenſyſtem unverändert bleiben, daß alfo auch die relative 
drehende Bewegung eines feften Sytems um jenen Mittelpunkt in 
Bezug auf ein parallel fortichreitendes. Coordinaten— 
Syftem biefelbe ift, wie die abfoluie drehende Bewegung. 

Bett dagegen das mit dem Beobachter bewegliche Goorbinaten- 
Syſtem auch eine gegebene drehende Bewegung in Bezug auf die feften 
Achien, fo Tünnen durch bie befanntn Geſetze oder bie Bedingungen 
berfelben bie Winkel 9,, w,, F,, welhe bie beweglichen Achjen mit ben 
feften am Ende der Zeit t bilden, in Function diefer letztern Beränter- 
lichen ausgebrüdt werden, und der eifachfte Weg zur Beſtimmung ler 





relativen drehenden Bewegung eines feſten Syſtems um ben Witielpunki 
feiner Maſſe in Bezug auf ein ſich drehenbes Gogrbinatenigftem wird 
darin beftehen, zuerft durch bie Gleichungen (138) und (129) die 
Winfelgefchtwindigkeiten 9, g, 8 um feine natfirlichen Drehungsachfen 
in Function ber Winfel I, zu, w, durch welche bie Lage biefer Achfen 
gegen ein feſtes Coordinatenſyſtem beftimmt wird, und dann dieſe ſelbſt 
in Function der Zeit t auszubrüden, d. h. bie Geſetze der abfolnten 
brehenden Bewegung bed Syſtems um feinen Mittelpunkt barzuftellen. 
Sind dann 9’, y, w’ die Winkel, durch welche bie Lage biefer natür- 
lichen Drehungsachſen in Bezug auf bie beweglichen Goorbinatenachfen 
feftgeftellt werben fo, fo bat man einfach 


9 — 9—9, yv' = v—yY, e) [7 = B— W, 2 


und wenn daraus auch die zuletzt genannten Winkel in Functlon der 
Zeit t abgeleitet find, fo kann man mitteld ihrer wieder umgekehrt bie 
relativen Winkelgeſchwindigkeiten 9’, q', r mm bie drei Hauptachſen 
im Mittelpunfte aus den Gleichungen (129) berechnen, womit bie 
Geſetze der relativen drebenden Bewegung bekannt fein werben. 

Diefe relative drehende Bewegung eines feften Syſtems hat indeffen 
bis jegt für die Anwendung fo wenig Intereffe, daß ich mich begnügen 
muß, bie Unterfuchung derjelben hiemit angebeutet zu haben. 


Drud von 3. B.Himmer in Augsburg. 
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